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RESUMO

Este trabalho discute relacdes entre a Metodologia de Ensino Sequéncia Fedathi (SF) e a Teoria
do Pensamento Matematico Avancado (PMA), buscando a compreensdo de como a agao
docente favorece o desenvolvimento do pensamento matematico discente, a medida que
possibilita acdo-reflexdo em sala de aula. Com efeito, o objetivo principal foi compreender
como a mediagdo docente, apoiada na SF, influencia no desenvolvimento do PMA de alunos
de licenciatura em aulas de Algebra Linear. Caracterizou-se como um estudo de natureza
qualitativa, cujas questdes de pesquisa remeteram ao estudo de caso. A investigacdo de campo
dividiu-se em trés etapas: (a) observacio de uma disciplina de Algebra Linear; (b) realizacio
de um curso de extenséo; e (c) grupo de estudos, com participantes da etapa anterior. As duas
primeiras etapas trataram do ensino na Algebra Linear utilizando a SF e a terceira cuidou de
seu estudo como metodologia de ensino. Nos resultados, identificou-se, na mediacdo docente,
0 incentivo a mobiliza¢do de variados processos mentais, desencadeados mediante o uso de
perguntas, que propiciaram a mediagdo dialogada, bem como do uso do software Geogebra e
da maneira como as representacdes matematicas foram exploradas. Além disso, foram
explorados o tratamento e a conversdo dos registros de representacdo. Os processos de
generalizacdo e abstracdo foram notados com maior énfase na acdo/mediacdo docente, em
especial, quando se incentivava os alunos a observar a estrutura matematica subjacente ao
conteido. Além disso, foram identificadas evidéncias de que a SF pode contribuir ndo apenas
para o desenvolvimento cognitivo dos estudantes, mas, também, para o desenvolvimento social,
afetivo e metacognitivo, que contribuem significativamente para a predisposi¢cdo do aluno em
adquirir conhecimentos e por em prética o raciocinio investigativo. Concluiu-se que a SF pode
propiciar um ambiente favoravel ao desenvolvimento de processos de PMA de alunos de
licenciatura em Matematica nas aulas de Algebra Linear, uma vez que favorece a acio discente
e orienta o professor quanto & maneira de interagir e realizar a mediagdo do contetido em sala
de aula, de modo a respeitar o tempo de maturagéo do aluno, seu desenvolvimento cognitivo,
levando-o a entender os conceitos de modo significativo, sem se limitar a memorizacdo de

regras e manipulacéo algoritmica.

Palavras-Chave: Sequéncia Fedathi. Mediacdo Docente. Algebra Linear. Pensamento
Matematico Avangado.



ABSTRACT

This paper discusses the relationship between the Fedathi Sequence (SF) teaching methodology
and the Advanced Mathematical Thinking (PMA) theory, aiming to understand how the
teaching action favors the development of student mathematical thinking, as it enables
reflection-action in the classroom. class. In this context, the main objective was to understand
how the teacher mediation supported in SF, influences the development of the PMA of
undergraduate students in classes of Linear Algebra. It was characterized as a qualitative study
whose research questions referred to the case study. The field investigation was divided into
three stages: (a) observation of a Linear Algebra discipline; (b) completion of an extension
course; and (c) study group, with participants from the previous stage. The first two steps
addressed the teaching in Linear Algebra using the SF and the third dealt with its study as
teaching methodology. In the results it was identified, in the teacher mediation, the incentive to
the mobilization of different mental processes, triggered by the use of questions, that facilitated
the dialogical mediation, as well as the use of Geogebra software and the way mathematical
representations were explored. In addition, the processing and conversion of representation
records were explored. The processes of generalization and abstraction were noted with more
emphasis on teacher action / mediation, especially when students were encouraged to observe
the mathematical structure underlying the content. In addition, evidence has been found that SF
can contribute not only to students 'cognitive development but also to social, affective and
metacognitive development, which significantly contribute to students' willingness to acquire
new knowledge and put into practice the research reasoning. We conclude that SF can provide
a favorable environment for the development of PMA processes for undergraduate students in
Mathematics in Linear Algebra classes, since it favors student action and guides the teacher as
to how to interact and mediate content in classroom, so as to respect the student's maturation
time, their cognitive development, leading him to understand concepts in a meaningful way,

without limiting himself to rote memorization and algorithmic manipulation.

Key Words: Fedathi Sequence. Teaching Mediation. Linear Algebra. Advanced Mathematical
Thinking.



RESUME

Cet article traite de la relation entre la méthodologie d’enseignement de Fedathi Sequence (SF)
et la théorie de la pensée mathématique avancée (PMA), dans le but de comprendre comment
I’action d’enseignement favorise le développement de la pensée mathématique des éleves, dans
la mesure ou elle permet la réflexion-action en classe. salle de classe Dans ce contexte, 1’objectif
principal était de comprendre comment la médiation d’enseignants appuyée en SF influence le
développement de la PMA des étudiants de premier cycle dans les classes d’algébre linéaire. 11
s’agissait d’une étude qualitative dont les questions de recherche se rapportaient a 1’étude de
cas. L'enquéte sur le terrain a été divisée en trois étapes: (a) I'observation d'une discipline de
I'algébre linéaire; (b) avoir terminé un cours supplémentaire; et (c) groupe d'étude, avec des
participants du stade précédent. Les deux premieres étapes ont été consacrées a I'enseignement
de l'algebre linéaire a l'aide de la SF et la troisieme a son étude en tant que méthodologie
d'enseignement. Les résultats ont mis en évidence, dans la médiation des enseignants,
I'incitation a la mobilisation de différents processus mentaux, déclenchée par I'utilisation de
questions, facilitant la médiation dialogique, ainsi que l'utilisation du logiciel Geogebra et la
maniere dont les représentations mathématiques ont été explorées. En outre, le traitement et la
conversion des enregistrements de représentation ont été explorés. Les processus de
généralisation et d'abstraction ont été notés en mettant davantage l'accent sur l'action / la
médiation des enseignants, en particulier lorsque les éleves étaient encouragés a observer la
structure mathématique sous-jacente au contenu. En outre, il a été prouvé que la FS peut
contribuer non seulement au développement cognitif des étudiants, mais également au
développement social, affectif et métacognitif, ce qui contribue de maniére significative a la
volonté des étudiants d'acquérir de nouvelles connaissances et de mettre en pratique les
connaissances acquises. raisonnement de recherche. Nous concluons que SF peut fournir un
environnement favorable au développement de processus PMA pour les étudiants de premier
cycle en mathématiques dans les classes d’algebre linéaire, car il favorise 1’action des étudiants
et guide I’enseignant dans la manicre d’interagir et de gérer le contenu en classe, de manicre a
respecter le temps de maturation de 1’¢éléve, son développement cognitif, l'amenant a
comprendre les concepts de maniére significative, sans se limiter a la mémorisation par coeur et

a la manipulation algorithmique.

Mots clés: Séquence de Fedathi. Médiation pédagogique. Algébre linéaire. Pensée
mathématique avancée.
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1 INTRODUCAO

Este estudo da continuidade as reflexdes resultantes da nossa dissertacdo de
mestrado, intitulada: A Sequéncia Fedathi no ensino da Algebra Linear: o caso da nogéo de
base de um espaco vetorial, que identificou possiveis alavancas meta! em aulas de Algebra
Linear, elaboradas e mediadas segundo a metodologia de ensino Sequéncia Fedathi, que tem
como foco a postura e mediacdo do professor em sala de aula, visando a criagdo de um ambiente
de ensino investigativo, favoravel a construcéo do conhecimento pelo aluno.

Na nossa perspectiva (FONTENELE, 2013), ao utilizar a Sequéncia Fedathi no
ensino da Algebra Linear, o professor, em vez de apenas expor os contetidos, dava oportunidade
de acdo aos discentes, estimulando-os a refletir sobre os conceitos, trabalhados por meio de
situacbes que os levassem a construcdo do conhecimento. Estes resultados evocaram novas
reflexdes sobre a mediacao do professor em sala de aula e seus reflexos no desenvolvimento do
pensamento matematico do aluno, uma vez que o0s problemas inerentes ao ensino e
aprendizagem de Algebra Linear se referem, principalmente, as dificuldades que os estudantes
enfrentam para tentar compreender nog6es abstratas, como espaco vetorial, subespacos, base e
dimensdo.

A Algebra Linear desempenha importante papel no meio cientifico em razdo das
diversas possibilidades de aplicacdes em variados setores do conhecimento, inclusive no &mbito
da propria Matematica. Resumidamente, podemos dizer que se trata de uma ramificacdo da
Algebra que estuda os espagos vetoriais e suas transformacdes lineares, lidando com vetores,
matrizes e formas quadraticas (LIMA, 2011). Seus conceitos e defini¢des tém carater abstrato
que, dentre outros fatores, contribui para o surgimento das dificuldades no ensino e
aprendizagem. Essas fazem com que, muitas vezes, o professor enfatize as tarefas algoritmicas,
para fugir das incompreens@es conceituais dos alunos, pois € justamente nessa énfase que se da
na “algoritmizagao”, bem como no excesso de formalismo, que estdo os principais entraves no
ensino da Algebra Linear, conforme apontam Dorier (2000; 2008) e Rogalski (1991, 1994).
Nesse caso, ha poucas oportunidades de se trabalhar o pensamento matematico do estudante,
uma vez que este vivencia um ensino marcado pela exposicdo de contetdo que ele deve

reproduzir, tal qual foi explicado pelo professor.

! Segundo Dorier et al. (2000) as “alavancas meta” se referem ao uso, no ensino, de informacio ou conhecimento
SOBRE Matematica que podem levar os estudantes a refletir, conscientes ou ndo, tanto sobre o préprio
aprendizado na atividade matematica quanto acerca da propria natureza da Matematica.
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Autores como Tall (1995), Dreyfus (2002) e Dubinsky (2002) defendem o
argumento de que o ensino baseado unicamente na exposicdo de conteldo pouco favorece o
desenvolvimento cognitivo discente em sala de aula, uma vez que, ao apenas reproduzir o que
Ihe foi passado, o aluno ndo adquire o habito de refletir sobre os conceitos trabalhados e seus
porqués matematicos. E necessario que o estudante, ao chegar ao ensino universitario, possa
ser estimulado a passar do pensamento matematico elementar ao pensamento matematico
avancado, melhorando, assim, seu modo de lidar com os conceitos, definicdes e abstracoes.

Os referidos autores fazem parte do grupo internacional de Psicologia da
Matematica, denominado Psychology Mathematics Education (PME), e desenvolvem estudos
referentes ao Pensamento Matematico Avancado (PMA), com o qual investigam o
desenvolvimento do pensamento matematico, fundamentando-se em aspectos psicologicos e
cognitivos, juntamente com fatores didaticos.

Tall (1995, p.14) acentua que a maneira como a Matematica universitéria é
ensinada, obedecendo a sequéncia “definigdo-teorema-prova-exemplo?”, propicia poucas
oportunidades para o desenvolvimento do PMA. Para o autor, os métodos tradicionais de ensino
fazem o oposto do que os matematicos universitarios intencionam, uma vez que a enorme
quantidade de contelldo matematico a ser visto no plano universitario faz com que seja dificil
para os alunos lidar com a Matemaética formal em tempo limitado.

Sob tal aspecto, a visdo do autor corrobora os pressupostos da Sequéncia Fedathi,
principalmente no que se refere as criticas ao ensino baseado unicamente em aulas expositivas,
que faz muitos estudantes optarem pelo recurso a memorizacdo, sem devido cuidado com a
compreensdo dos significados intrinsecos aos conceitos, teoremas e provas estudados.

A Sequéncia Fedathi pode auxiliar o professor na mediagéo de aulas voltadas para
o entendimento conceitual de maneira significativa, a medida que seus pressupostos orientam
a acdo docente em sala de aula, para possibilitar ao aluno exercitar o raciocinio, mobilizar
conhecimentos prévios, agir em busca de solucdo para as atividades e problemas propostos,
com base em situagdes que visem a um ensino baseado na construgdo do conhecimento.

Desse modo, compreendemos, que um ensino que proporcione o desenvolvimento
do PMA discente pode auxiliar a amenizar os problemas no ensino de Algebra Linear, uma vez
que seu dominio pressupde habilidades que tornam o aluno mais apto a lidar com os conceitos

e definicbes. Para tanto, é necessario que as atividades trabalhadas sejam planejadas

2 “definition-theorem-proof-illustration”.
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considerando os processos que envolvem o PMA, de modo a permitir ao aluno atuar como
sujeito de sua aprendizagem.

A ideia de construcdo do conhecimento matematico aqui adotada advém dos
estudos de Jean Piaget (1973, 1980, 1990), que buscaram compreender a génese do
conhecimento, analisando a agdo do sujeito sobre objetos, desde a a¢do sensorio-motora até a
acdo conceitualizada. O termo construcdo esta associado ao desenvolvimento de esquemas
mentais pelo aprendiz, cujas acGes incorrem em sucessivas assimilacdes, acomodacdes e
estados de equilibrios e desequilibrios, que o tornam cada vez mais apto a adquirir mais
conhecimentos.

N&o basta, entretanto, que compreendamos os fatores que implicam a
aprendizagem, pois € necessaria visdo atenta sobre a acdo docente em sala de aula, ao se abordar
0s conteudos matematicos. Desse modo, no que tange aos aspectos didatico-metodologicos, a
Sequéncia Fedathi pode ser um auxilio ao professor para a conducgdo de aulas que propiciem
situagdes que levem os alunos a construir seu conhecimento. A escolha desta metodologia se
justifica, além dos fatores ja mencionados, também, pelo fato de esta ter sido desenvolvida com
suporte em observac@es do trabalho do matematico profissional.

Pesquisas recentes, tanto no plano internacional (HERLINA, 2015; JOOGANAH;
WILLIAMS, 2010), quanto nacional (MARINS, 2014; PRADO, 2012; GERETI, 2014;
BERTOLAZI, 2012), revelam que a preocupagdo com o desenvolvimento do pensamento
matematico cresceu nas Ultimas décadas, sendo a busca por maneiras de desenvolvé-lo em sala
de aula um dos principais desafios aos matematicos e educadores matematicos na atualidade.

Herlina (2015) investigou a melhoria do pensamento matematico avancado em
estudantes que tiveram aulas por meio da Teoria APOS2 (Action, Processes, Objects, Schemas)
e mediante a abordagem convencional. Segundo seus resultados, houve melhoria nas
habilidades dos alunos com ambas as abordagens, sendo maior com a teoria APOS, porém, a
diferenca ndo foi significativa. A autora aponta a necessidade de investigacdes sobre como
contribuir para a melhoria da aprendizagem, principalmente no que se refere aos processos mais
dificeis para os alunos, tais como o desenvolvimento do pensamento matematico criativo e a
prova matematica. A autora ndo aborda, no entanto, como seria a mediagdo docente em sala de
aula.

Jooganah e Williams (2010) investigaram a transi¢cdo do pensamento matematico

elementar para o de teor avangado nas perspectivas cognitiva e sociocultural, destacando as

3 Teoria que descreve a construcdo de conceitos em Matematica, desenvolvida por Ed Dubinsky com suporte em
estudos sobre a abstracdo reflexiva de Jean Piaget.
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dificuldades que os alunos enfrentam ao passarem da Matematica escolar para a universitaria,
evidenciando que ha uma lacuna cognitiva entre os tipos de pensamento envolvidos, resultante
do despreparo dos alunos. O estudo destaca as contradi¢es entre os sistemas de ensino e as
atividades universitarias e enfatiza a necessidade de mudanca destas préaticas, de modo que a
universidade possa melhor lidar com as dificuldades dos alunos.

No Brasil, Gereti (2014) investigou indicios de processos de Pensamento
Matematico Avangado, evidenciados por estudantes de Matematica ao resolverem questdes
discursivas do Exame Nacional de Desempenho de Estudantes (ENADE). Seus resultados
apontaram a necessidade de se investigar 0 modo como professores podem “motivar e
provocar” os processos de PMA nos alunos.

Marins (2014) também pesquisou evidéncias de processos de PMA em estudantes
de Matematica ao resolverem tarefas envolvendo o conteudo de transformacdes lineares.
Segundo os resultados, dos 13 alunos participantes, apenas trés manifestaram abstracdo. A
autora conclui que € preciso o professor propiciar o desenvolvimento de atividades que
possibilitem a manifestacdo do PMA.

Bertolazi (2012), investigou os processos de PMA manifestados em registros
escritos de estudantes de licenciatura em Matematica ao lidar com tarefas envolvendo sistemas
de equac0es lineares. Dos 17 participantes, apenas trés atingiram a abstracdo matematica, ou
seja, foram capazes de sintetizar, formalizar e generalizar pensamentos matematicos.

Prado (2012) investigou a insercdo da calculadora nas situacGes de aprendizagem
propostas ao Ensino Fundamental 11, da rede publica do Estado de Sdo Paulo, nos Cadernos do
Professor, a luz do PMA. A autora conclui que a calculadora pode auxiliar o desenvolvimento
do PMA discente com a possibilidade de representacéo e visualizagéo, contribuindo para chegar
a abstracdo. Recomenda estudos sobre como desenvolver a generalizagdo, que é uma das
componentes do PMA a possibilitar que o aluno atinja a abstragéo.

Esses estudos apontam a necessidade de se olhar para a pratica docente
universitaria, investigando de que modo o professor pode atuar em sala de aula para favorecer
0 desenvolvimento do PMA de seus alunos. Gereti (2014), Marins (2014) e Prado (2012)
sugerem, respectivamente: investigacdes que orientem como o professor pode motivar os
processos de PMA discente; propiciar atividades que possibilitem a manifestacdo do PMA; e,
desenvolver a generalizacao para atingir a abstracao.

Essas constatacOes sinalizam a importancia e a necessidade de se olhar para os
aspectos didaticos e pedagdgicos que guiam a préatica docente, para que esse desenvolvimento

se expresse na acdo reflexiva do estudante e ndo se dé centralizado no professor como
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transmissor do saber e “dono” do conhecimento. Do ponto de vista da aprendizagem, é a acéo
do estudante sobre o contetido e a coordenacdo dessas agdes que o levard a construir um
aprendizado mais rico em termos de significados, sobretudo se contar com um ensino que
estimule a reflex&o e a descoberta.

As lacunas mencionadas por Jooganah e Williams (2010) séo indicios de que nem
sempre 0s alunos conseguirdo chegar ao dominio das abstracfes e prova matematicas, sem a
devida mediacéo docente. Assim, é importante que o professor se conscientize de seu papel em
ultrapasse ao dominio e transmissdo do contetdo, pois acdes bem elaboras e refletidas podem
auxiliar os alunos a superar os problemas inerentes a transicdo do pensamento matematico
elementar para o pensamento matematico avancado.

A Sequéncia Fedathi, por sua vez, foi trabalhada com a Matematica do Ensino
Superior nas teses de: Barroso (2009), Souza (2010) e Alves (2011); e nas dissertacbes de:
Fontenele (2013), Moreira (2014), Nasserala (2014), Bezerra (2015) e Macedo (2015), sendo
que a maioria dessas investigac6es se deu com foco no ensino do Célculo Diferencial e Integral,
cujo detalhamento esta descrito no capitulo 2.

Somente n6s (FONTENELE, 2013) investigamos o uso dessa metodologia no
ensino da Algebra Linear, cujos resultados apontaram que a mediag&o docente baseada na SF
rompeu com os paradigmas tradicionais do ensino da Matemaética, permitindo a valorizagdo da
acdo discente em sala de aula, a medida que enseja e instiga a curiosidade, a descoberta, a
reflexdo, o levantamento de hipéteses, as validac6es, advindas da acdo do proprio aluno, ndo
apenas imposta ou transmitida pelo professor.

Assim, considerando o caréter abstrato da Algebra Linear, os problemas do ensino
como transmiss@o, bem como, o0 excesso de formalismo e algoritmizagdo, compreendemos que
a superagdo dessas dificuldades perpassa o trabalho docente em sala de aula. A maneira como
acontece a mediacdo do professor pode ser determinante para aprimorar 0 pensamento
matematico do aluno, levando-o a desenvolver os processos que levam ao PMA, cujo
desenvolvimento requer o habito da reflexdo sobre a experiéncia matematica.

Na Sequéncia Fedathi, essa reflexdo sucede com veeméncia na fase da solucéo,
pois, apds exibir suas estratégias de resolugdo, o aluno podera compara-la com o0s
procedimentos adotados por seus colegas, de modo que terdo a oportunidade de refletir sobre
“o0 que” e “como” fizeram para chegar a determinada solugdo. Desse modo, os debates e a
discussdo que antecedem a fase da prova podem ensejar reflexdes que se tornardo mais

aprofundadas, conforme o professor faz a formalizag&o dos conceitos matematicos trabalhados.
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Ja no ensino tradicional, segundo Dreyfus (2002, p. 25), geralmente, o professor
ndo espera que um aluno de Matematica elementar, apds resolver um problema, pare para
refletir e descrever como chegou a solucdo. Essa atitude, entretanto, € o que se espera de um
estudante de Matematica avancada e, em particular, de futuros professores da Educacao Basica,
pois, embora os processos de PMA sejam mais focados nas abstra¢des de defini¢do e deducao,
muitos desses processos estdo na Matematica elementar.

Outro aspecto que corrobora os pressupostos da Sequéncia Fedathi, se refere as
criticas feitas @ maneira como a Matematica é mostrada em sala de aula: de modo polido e
acabado. Para Dreyfus, esse formato de apresentacédo afeta a aprendizagem e o desenvolvimento
dos processos de PMA nos estudantes, pois desconsidera o fato de a matematica ter sido
concebida mediante tentativa e erro, formulagdes intuitivas, estruturas parcialmente corretas e
uso de desenhos para mostrar partes de uma estrutura matematica pensada. A SF se contrapde
a este modelo de ensino, por valorizar o raciocinio do aluno, ou seja, 0 processo e ndo somente
0 produto.

Considerando esses fatores e a descricdo de Tall (1995) sobre o ensino da
Matematica superior, observamos convergéncias com os pressupostos da Sequéncia Fedathi,
no sentido de que esta possa contribuir com o desenvolvimento do PMA, auxiliando a acao
docente, com vistas a propiciar o ensino voltado para a constru¢do do conhecimento e valorizar
a acdo ativa do estudante em sala de aula. Portanto, nossa tese é a de que o ensino mediado na
perspectiva da Sequéncia Fedathi (SF) auxilia no desenvolvimento do Pensamento Matematico
Avancado de alunos de licenciatura em Matematica.

Assim, ante as dificuldades inerentes ao ensino e aprendizagem da Algebra Linear,
nos questionamos: como a SF pode contribuir para o desenvolvimento do PMA de alunos de
licenciatura em Mateméatica em aulas de Algebra Linear? Como sucede a abordagem conceitual
em aulas mediadas segundo a SF? Como os processos de PMA podem ser estimulados durante
as aulas? E possivel contribuir para o desenvolvimento do PMA dos alunos?

Tais questionamentos remetem ao objetivo geral, de compreender como a mediacao
docente apoiada na Sequéncia Fedathi influencia no desenvolvimento do Pensamento
Matematico Avancado de alunos de licenciatura em Matematica em aulas de Algebra Linear.
Para isso, precisamos: entender como a SF propicia a construcao conceitual em Algebra Linear;
identificar na mediacdo docente possiveis relagdes com o desenvolvimento do Pensamento
Matematico Avancado; e saber os reflexos da mediagdo docente nas impressdes dos estudantes
de licenciatura, participantes da pesquisa.
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Assim, nesta investigagao, tratamos do ensino da Algebra Linear, especificamente,
dos conceitos abstratos, como espaco vetorial, base e dimensdo, dando énfase a construcao
conceitual, que, de certo modo, desconstroi a sequéncia: “defini¢do-teorema-prova-
exemplo/aplicacdo”, na qual estas no¢des sdo geralmente ensinadas. Destacamos, com efeito, a
maneira como o professor conduz o processo de ensino, observando suas implicagdes para o
desenvolvimento do PMA, na perspectiva de que ensino e aprendizagem devem ocorrer de
maneira dialdgica, em que professor e alunos interagem na construcao do saber.

Nesse sentido, este estudo se fundamentou, principalmente, em Piaget (1995)
tratando da construcdo do conhecimento matematico, nas concepcdes de Tall (1995, 2002) e
Dreyfus (2002) no que se refere ao Pensamento Matematico Avancado, na Sequéncia Fedathi,
na qual recorremos a Sousa et. al. (2013), Borges Neto (2017; 2018), Fontenele (2013), entre
outros. Metodologicamente, é um ensaio de natureza qualitativa, delineado como um estudo de
caso, tendo como sujeitos, no primeiro momento, um professor de Algebra Linear e,
posteriormente, estudantes de licenciatura em Matematica.

Em resumo, no capitulo 2, discorremos sobre a Sequéncia Fedathi, descrevendo
seus niveis, principios e fases, abordando suas implicacGes para o ensino da Matematica,
sobretudo no que se refere a mediacdo docente em sala de aula, bem como suas contribuicdes
para a construcdo do conhecimento matematico, tomando por base a concepcao piagetiana que
a explica, relacionando com o desenvolvimento de esquemas mentais constituidos a medida
que o aprendiz age sobre 0 meio. Além disso, trazemos as principais pesquisas que abordaram
a Sequéncia Fedathi no ensino de Matematica no nivel superior.

No capitulo 3, reportamo-nos ao Pensamento Matematico Avancado, descrito com
base em Tall (1995, 2002) e Dreyfus (2002) em que mostramos suas principais caracteristicas,
com énfase nos processos mentais que envolvem o PMA e suas consequéncias para o ensino e
aprendizagem da Matematica superior, bem como o0s relacionamos a Sequéncia Fedathi,
visando a melhor compreender a interacdo de suas fases e as possiveis implicagdes para o
desenvolvimento do PMA.

O capitulo 4 foi dedicado ao ensino da Algebra Linear, trazendo os conceitos
introdutorios da Teoria dos Espagos Vetoriais, como: espago vetorial, subespacgo, base e
dimensdo, descritos na perspectiva dos processos de generalizacéo e abstracdo. Desse modo,
evidenciamos de maneira especifica as relacdes que se estabelecem entre o0s conceitos,
definicOes e propriedades, cuja compreensdo requer a mobilizacdo destes processos por parte
do aprendiz.
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No capitulo 5, descrevemos o tipo de pesquisa, no caso, qualitativa, em que nos
dispomos do estudo de caso (YIN, 2010). Em seguida indicamos o0s instrumentos e
procedimentos metodoldgicos, dividindo a pesquisa de campo em trés etapas — observacao,
aplicacdo e verificacdo das impressdes dos sujeitos. Também descrevemos como se deu a
andlise dos dados, cujo foco foi identificar na Sequéncia Fedathi relacbes com o
desenvolvimento dos processos de Pensamento Matematico Avancado.

No capitulo 6, trazemos a descricdo dos resultados da primeira etapa da pesquisa de
campo, que se deu mediante observacdes realizadas em aulas de Algebra Linear, nas quais o
docente utilizava a Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino.

No capitulo 7, apontamos os resultados da realizacdo do curso de extenséo e grupo
de estudos, em que, no primeiro, analisamos os dialogos que acontecerem durante as discussoes
do conteudo e a maneira como se deu a abordagem das representacbes matematicas, que sao o
ponto de partida para realizacdo da atividade matematica. Além disso, expomos os resultados
da coleta de dados sobre as impress@es dos discentes em relacdo a Sequéncia Fedathi, para, ao
final, realizar a triangulacdo dos dados e discutir os resultados.

Por fim, no capitulo 8, delineamos as consideracdes finais que sintetizam o0s
principais achados, apontando se os objetivos foram alcancados, quais as contribui¢cdes do
estudo, as limitacGes e, ainda, procedendo a sugestfes para pesquisas futuras, fazendo um
fechamento das ideias discutidas.
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2 A SEQUENCIA FEDATHI

Neste capitulo, discorremos sobre a Sequéncia Fedathi, abordando as fases e a
mediacdo docente com base em Sousa et al. (2013), Sousa (2015), Fontenele (2013), Borges
Neto (2016, 2017, 2018), entre outros, descrevendo seus niveis, fases e principios. Em seguida,
abordamos a construcao do conhecimento matematico com base na teoria de Piaget (1995), que
explica esse processo por meio da abstracéo reflexionante. Em todo o texto, relacionamos tais
teorias aos pressupostos tedrico-metodoldgicos da SF, porquanto estas auxiliaram na

elaboragéo das aulas ministradas na pesquisa de campo.

2.1 O ensino da Matematica por meio da Sequéncia Fedathi

A Sequéncia Fedathi ¢ uma proposta metodoldgica de ensino concebida na
Universidade Federal do Ceard (UFC), com apoio em pesquisas desenvolvidas no Laboratorio
de Pesquisa Multimeios (MM), lideradas pelo Prof. Dr. Herminio Borges Neto. A cada ano
contribui com variadas areas de ensino, auxiliando professores a agir como mediadores do
processo de ensino e aprendizagem. Em Sousa et al. (2013) e em Borges Neto (2017, 2018)
encontra-se uma coletdnea com os principais resultados de pesquisas ja realizadas e mais
esclarecimentos de seus principios, concepcdes e pressupostos.

A proposta da Sequéncia Fedathi visa oportunizar a acdo do estudante em sala de
aula mediante a exploracdo de situacdes de ensino desafiadoras que possam desencadear
discussOes, descobertas e reflexdes que enveredam para o delineamento do saber em foco. Para
tanto, uma aula de Matematica, ao ser elaborada segundo seus pressupostos, abordard quatro
momentos — tomada de posi¢ao, maturacéo, solucdo e prova — que poderdo aparecer uma so
vez, ou varias, conforme o planejamento ou necessidade verificada durante sua vivéncia. Essas
fases visam a tornar o ambiente da aula propicio para que as a¢des discentes sejam direcionadas
a construcao do conhecimento sob a devida mediacdo do professor.

Para Borges Neto (2016, p. 16), a Sequéncia Fedathi

[...] € uma proposta de ensino, talvez uma metodologia, com fundamentacéo tedrico-
metodoldgica baseada na proposta l6gico-dedutiva-construtiva, acrescida de uma
postura, enfoque, de um comportamento, de uma atitude por parte do professor,

perante seus estudantes, que respeite e tente reproduzir o método de trabalho de um
matematico (conhecido como 'la méthode").

Assim, as fases da Sequéncia Fedathi visam a que o aluno vivencie a atividade

matematica pela acdo e descoberta, de modo que, na tomada de posicao, o professor propde o
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desafio ao aluno, seja uma pergunta, um problema ou atividade desafiadora. Na maturagéo, os
alunos devem se debrucar sobre o problema e elaborar estratégias para resolvé-lo. Na solucao,
0s estudantes exprimem para o professor e para a turma a resolucéo do problema. Por fim, na
prova, que é a fase na qual o professor valida as respostas, o contetdo é formalizado
matematicamente, sendo também o momento de esclarecimento de possiveis duvidas.
Atualmente, além das fases, a Sequéncia Fedathi é estudada na perspectiva da
inclusdo de niveis e principios, tidos como essenciais a sua compreensao e desenvolvimento
pratico em sala de aula. Sousa (2015) organiza o desenvolvimento da Sequéncia Fedathi,

conforme ilustra o quadro 1.

Quadro 1 - Desenvolvimento da Sequéncia Fedathi com niveis e etapas.
SEQUENCIA FEDATHI
1° nivel: Preparacio — Organizacao didatica do professor, com analise do ambiente,

analise tedrica e elaboragao do plano de aula.

2° nivel: Vivéncia — | 1" etapa: Tomada de posi¢ao — introdugio da aula, com o acordo
Desenvolvimento/ didatico e a apresentagdo do problema.

execugdo do plano/ | 2 etapa: Maturagdo — resolugdo do problema pelos alunos, com a
sessdo didatica na | mediacio do professor.
sala de aula. 3" etapa: Solugdo — socializagao dos resultados encontrados pelos

alunos.

4" etapa: Prova — formalizagio/generalizagdo do modelo

matematico a ser ensinado, conduzida pelo professor.

3° nivel: Analise — Avaliagdo da aula pelo professor.

Fonte: Sousa (2015, p. 41).

Segundo o autor, o primeiro nivel, denominado preparacdo, compreende a
organizagio e o planejamento da sessdo didatica®. Assim, o professor fard: a analise do
ambiente, apropriando-se de informacdes sobre a realidade onde a aula ser4 ministrada, no
sentido de organizar material necessario a sua realizacdo; a analise tedrica, que, a seu turno,
trata da organizacdo do conteldo que sera trabalhado, considerando o conhecimento do
professor e o delineamento do plateau®, relacionado ao conhecimento prévio dos estudantes.
Além disso, o professor deve elaborar os objetivos e demais elementos da sesséo didatica.

No segundo nivel, denominado vivéncia, € que acontecerdo na pratica as quatro

fases da Sequéncia Fedathi, cuidadosamente planejadas no nivel anterior. Ja o terceiro nivel

4 Sessdo didatica é a expressdo usada na Sequéncia Fedathi para designar a aula. Mais detalhes em Soares (2018).
5> Mais detalhes em Bezerra (2018) e no capitulo 7, que descreve os resultados deste estudo.
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compreende a analise, que consiste na avaliacdo da sessao didatica pelo professor, em que sdo
verificados 0s aspectos positivos e negativos, bem como se os objetivos foram alcangados, de
modo a buscar o aperfeicoamento e a resolucdo de possiveis problemas na execucao do que foi
planejado.

Convém ressaltar que as fases da Sequéncia Fedathi ndo ocorrem de maneira
estatica e exigem a adocdo de uma atitude docente reflexiva e, a0 mesmo tempo, provocadora,
no sentido de suscitar no estudante as duvidas e desequilibrios necessarios a compreensdo dos
problemas propostos em sala de aula. Assim, a abordagem adequada dessas fases traz
mudancas, tanto no que se refere as atitudes do professor quanto as do aluno, de modo que este
deverd ser um participante ativo durante toda a aula, seja resolvendo as atividades, discutindo
as solucdes encontradas ou verificando a formalizacdo do conteudo realizada pelo professor.

Conforme destaca Borges Neto (2016) na Sequéncia Fedathi, é preciso que o
professor adote um comportamento, uma atitude perante seus alunos, para que possa mediar as
acOes discentes voltadas ao fazer matematico. Nesse ambito, a mediacédo é entendida no sentido
de Vigotski (2007), que a compreende como sendo o processo pelo qual a agdo do sujeito sobre
0 objeto é mediada por um determinado elemento, de modo que a relacdo deixa de ser direta e
passa a ser mediada por esse elemento. Logo, o desenvolvimento das fungfes mentais
superiores, tais como o0 pensamento, a linguagem e o comportamento, ndo é direto, mas sim,
mediado, para que haja a conversao das relacfes sociais em funcGes mentais.

Nesse sentido, a aprendizagem escolar ou académica requer a mediacdo do
professor para auxiliar o aprendiz na transformacédo do saber adquirido pelas relacdes sociais,
em um conhecimento internalizado e cientificamente aceito. Essa transformacdo perpassa a
interacdo com 0 mundo, com o outro, de modo que a maneira como se da essa interacao passa
a ser importante, & medida que traz implicacGes para a qualidade do aprendizado.

Consoante ensinam Alrg e Skovsmose (2010), o aprendizado adquirido pelo aluno
recebe influéncia da qualidade dos dialogos estabelecidos em sala de aula, sendo, portanto, o
professor o responsavel por mediar sua evolugdo. Para os autores,

Aprender é uma experiéncia pessoal, mas ela ocorre em contextos sociais repletos de
relacGes interpessoais. E, por conseguinte, a aprendizagem depende da qualidade do

contato nas relagBes interpessoais que se manifesta durante a comunicagdo entre 0s
participantes. (Ibidem, p. 12).

A Sequéncia Fedathi se diferencia dos modelos tradicionais de ensino, pois exige
do professor uma atitude flexivel e aberta ao dialogo, corroborando as ideias de Freire (2017),

ao defender o ponto de vista de que o didlogo deve se fundar no amor (respeito), na humildade
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e na fé nas pessoas, numa relacdo horizontal, capaz de proporcionar aos participantes a
confianca necessaria para expor suas reflexdes.

A mediacao, entretanto, pode ser concebida além do didlogo. Pinheiro (2017, p. 66),
ao discorrer sobre a mediagdo docente para 0 ensino de conceitos matematicos assinala que
“[...] mediacgdo ¢é intersubjetividade, é dialogo, mas também é encontro, € percepc¢do do outro
na sua diferenca, na completude de ideias do quem sou em completude do outro, que seja
encontro”.

Nas sessdes didaticas vivenciadas nesta investigacdo, a comunicacdo se deu
baseada na valorizacdo do pensamento e fala dos discentes, em vez de se apoiar num
comportamento/postura docente que remetesse a imposicdo ou ao autoritarismo. No capitulo
7, descrevemos trechos dos principais dialogos.

Outro aspecto importante é que, na Sequéncia Fedathi, a mediacdo implica que a
acdo docente deve favorecer a imersdo do aluno a pratica do pesquisador que desenvolve o
conteddo que se pretende ensinar (SANTANA, 2006). Desse modo, sendo essa mediagédo
realizada pelo professor, convém ressaltar 0 que se espera da acdo docente em cada fase da

Sequéncia Fedathi, conforme ilustra o quadro 2.

Quadro 2 - Acdo docente, segundo a Sequéncia Fedathi.

Acdo Docente Esperada em cada Fase da Sequéncia Fedathi
Toma_dg de Maturagéo Solugéo Prova
Posicdo
e Apresentar |e Deixar 0s alunos pensarem |e Chamar os alunos para Formalizar  os
uma sobre 0 problema/atividade | apresentarem suas resultados
situacdo proposto; respostas; matematicamente;
desafiadora |e observar o desempenho dos |e fazer questionamentos | ® fazer
que esteja | alunos (postura méo no bolso); que suscitem generalizagoes;
no nivel dos | e se questionado responder com | discussdes com a | ® expor as
alunos. perguntas que estimulem a | turma; definicoes
curiosidade e o instinto |e apontar e discutir os | formais ou
investigativo do aluno; possiveis  erros  de teoremas; e
¢ ndo fornecer a resposta pronta; e modo a favorecer a esclarecer
e intervir quando necessério, caso | aprendizagem; e duvidas.
o0 aluno néo consiga avancar. e comparar os resultados
apresentados.

Fonte: Adaptado de Fontenele (2013).

Segundo o quadro 2, na mediacdo do ensino, o professor podera fazer uso de
algumas estratégias que possam auxilia-lo, considerando as davidas e avancos dos alunos. Tais

estratégias sdo o uso da pergunta e do contraexemplo. De acordo com Sousa (2015), a pergunta
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constitui a esséncia da acdo mediadora, de modo que o professor precisa investir em seu uso
como instrumento de mediagdo didatica.

Souza (2010) enfatiza a importancia da pergunta na fase de maturacédo, cujos
questionamentos podem ser feitos pelos alunos ou pelo professor, sendo essenciais para
desencadear reflexdes, hipdteses e formulagdes, quando buscam a solucéo de um problema. A
Figura 1 traz os tipos de questionamentos que podem aparecer na SF.

Figura 1: Tipos de questionamento em relacdo a situacao-problema.

Situacio
Problema

QUESTIONAMENTOS

I Perguntas Esclarecedoras l_

"y 1
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_| Hipdéteses i »
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P
B .
3
¥
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Fonte: Souza (2010, p. 89)

Sousa (2005) observou a viabilidade de aplicacdo da Sequéncia Fedathi, tendo a
pergunta como estratégia de mediacao pedagdgica, na qual constatou que
[...] é importante que ele [professor] pense, diante das hipéteses elaboradas, sobre
quais perguntas deve fazer como forma de investimento ou reinvestimento, como
meio de suscitar nos alunos o habito de formular hipoteses, buscar solugdes, fazer a

prova, rever o problema para confirmar ou negar a resposta encontrada. (SOUSA,
2005, p. 54)

A pergunta, sob essa Optica, pode ser entendida como um recurso que podera ser
usado para estimular reflexdes nos alunos acerca do contetdo estudado. Ha de ser, no entanto,
usada em momentos oportunos que possam de fato desencadear raciocinios e reflexdes
pertinentes. O autor se preocupou, especificamente, com as perguntas feitas pelo professor em

sala de aula, de modo que, mais tarde, em sua tese de doutorado (SOUSA, 2015), analisou o
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assunto de maneira mais aprofundada, na qual verificou que seu uso torna o ambiente da aula
mais investigativo e que a formulagdo das perguntas depende do conhecimento didatico e
matematico do professor, bem como de suas concepcdes sobre o ensino e aprendizagem da
Matematica.

O uso do contraexemplo também é considerado recurso importante durante a
mediacdo do ensino, uma vez que pode desencadear reflexdes sobre o conteudo trabalhado.
Sousa (2015) infere que a pergunta pode ser feita no formato de um contraexemplo, sendo
criada quando o aluno emite uma resposta ou questionamento, no qual o professor Ihe apresenta
uma situacdo contraria ao exemplo, que ir& desafid-lo a argumentar, a defender seu ponto de
vista ou a solucdo que encontrou. Segundo o autor,

A pergunta investigativa difere do contraexemplo quanto a sua intengdo. A pergunta
tem o proposito de fazer com que o aluno investigue sobre o problema apresentado,
na busca de solucéo; o contraexemplo é apresentado ou proposto com o objetivo de
levar o aluno a refletir, para que ele reveja sua solucédo, sua afirmagéo, negue ou
confirme o resultado encontrado ou a afirmagdo que apresentara. (SOUSA, 2015,
p.47)

No ensino da Algebra Linear, por exemplo, uma maneira de verificar se os
estudantes compreenderam a nogdo de subespaco é apresentar-lhes um grafico que passa pela
origem, mas que ndo é subespaco vetorial. No primeiro momento, poderdo responder que sim,
entretanto, ap6s reverem mental e/ou algebricamente as propriedades dos subespacos, chegardo
a concluir que o fato de conter o vetor nulo ndo € suficiente para se ter um subespaco vetorial.
Assim, com um contraexemplo, € possivel instigar o raciocinio dos estudantes, fazendo rever

constantemente as propriedades dos conceitos estudados.

2.2 A construcdo de conceitos e a Sequéncia Fedathi

A ideia de construcdo do conhecimento matematico aqui adotada advém dos
estudos de Jean Piaget (1973, 1995), nos quais 0 autor buscou compreender a génese do
conhecimento humano, analisando a agdo do sujeito sobre objetos, desde a a¢do sensorio-
motora até a acdo de ordem conceitualizada. O vocabulo construcdo esta associado ao
desenvolvimento de esquemas mentais, resultantes de sucessivas assimilacdes, acomodacdes e
estados de equilibrios e desequilibrios, que tornam o aprendiz cada vez mais apto a adquirir
mais conhecimentos. Segundo Bittencourt (1996), Piaget concebe o conhecimento matematico
como sendo dialético, em que considera o processo de conhecer como resultante de negacéo,

superacdo e ultrapassagem, que implicam rupturas.
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Kamii (2012) destaca que Piaget distinguiu trés tipos de conhecimento: o fisico, o
I6gico-matematico e o social. Destes, somente 0 segundo ndo pode ser transmitido, pois envolve
a coordenacdo de relacGes entre objetos. O conhecimento fisico se refere aos objetos da
realidade externa, enquanto o social se reporta as convences criadas pelas pessoas, possuindo
“natureza amplamente arbitraria”. (p.26). Segundo a autora,

Pode-se afirmar que ha consenso a respeito da soma de 2+3, mas nem o nimero nem
a adigdo estdo “la fora”, no mundo social, para serem transmitidos pelas pessoas.

Pode-se ensinar as criangas a darem a resposta correta para 2+3, mas nao sera possivel
ensinar-lhes diretamente as relagdes que subjazem nesta adi¢do.” (Ibidem, p.27).

Desse modo, as relagdes entre objetos é que constituem a esséncia do conhecimento
I6gico-matematico. Além disso, tanto o conhecimento fisico quanto o social precisam de um
quadro légico-matematico (de classificagBes, correspondéncias, ordenacdo etc.), uma vez que
“[...] todo conhecimento do objeto, de qualquer natureza que seja € sempre assimilacdo a
esquemas e estes esquemas contém uma organizacao l6gica ou matematica, por mais elementar
que seja”. (PIAGET, 1973, p.378).

Santos (2007) observou que, na Sequéncia Fedathi, a assimilagdo tende a ocorrer
na fase de maturacdo, quando o aluno busca compreender os dados/variaveis do problema,
interpretando-os segundo seus esquemas. A acomodacdo podera acontecer na solucdo, caso na
maturacdo tenha ocorrido a modificacdo ou criacdo de um novo esquema para dar conta do
contetdo abordado. Por fim, na fase da prova, quando o professor apresenta formalmente o
contetido para a turma, poderéd ocorrer a adaptacdo, resultante da assimilagdo e acomodacao
vivenciadas no decurso da aula.

Somente a assimilacdo e a acomodacdo, entretanto, por si s6s, ndo explicam a
construcdo do conhecimento matematico ou como se da seu progresso na mente. Para Piaget
(1973;1995) o conhecimento logico-matematico precisa ser construido por abstracéo
reflexionante. Mediante esse conceito, é possivel compreender como o sujeito consegue chegar
a novas aprendizagens e construir novos conceitos. Segundo o autor, o surgimento dos
conceitos, essenciais para 0 nosso pensar, sO € possivel mediante tomadas de consciéncia que
sucedem uma abstracéo reflexionante, que, por sua vez, deriva da coordenacéo das ac¢oes. Piaget
a descreve do seguinte modo:

[...] elatranspde a um plano superior o que colhe no patamar precedente (por exemplo,
ao conceituar uma acédo); e designaremos esta transferéncia ou esta projecdo com o
termo “reflexionamento” [..]. Em segundo lugar, ela deve necessariamente
reconstruir sobre o novo plano B o que foi colhido do plano de partida A, ou pér em
relagdo os elementos extraidos de A com os ja situados em B; esta reorganizacéo,

exigida pelo processo de abstragdo reflexionante, serd designada por “reflexdo”.
(1995, p. 6).
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A ocorréncia da abstragdo reflexionante dependera das assimilacfes e acomodacdes
que o aluno realiza a medida que se debruca a estudar determinado assunto. Desse modo, o
professor devera criar um ambiente no qual o aluno possa operar de maneira ativa sobre 0s
objetos matematicos, para assim ter maiores oportunidades de estabelecer as relacGes
necessarias. Presumimos que a Sequéncia Fedathi, por seu carater investigativo, pode orientar
as acoes do professor no sentido de como mediar a construcdo de tais relagdes de maneira
significativa.
Esta mediac&o, por sua vez, precisa ter sempre como premissa a a¢cao do aluno sobre
0 objeto de conhecimento, pois somente ele, mediante a coordenacdo destas acdes, podera
realizar os reflexionamentos e reflexdes caracteristicos da abstracdo reflexionante, construindo,
assim, uma visao coerente do que esta a manipular. Becker (2012) esclarece que,
Para conseguir éxito nessa construcao, o sujeito tem que se apropriar de suas acoes;
primeiramente de seus esquemas, depois, das coordenagdes de seus esquemas ou

coordenacao de suas agdes; mais adiante, dos subsistemas de esquemas, assimilando-
0S uns aos outros. (p. 37).

A Sequéncia Fedathi, ao propor a apresentacdo de um problema ou desafio na
tomada de posicdo, favorece a acdo discente a apropriar-se de seus esquemas, utilizando-os para
reconhecer na situacdo proposta o que Ihe é familiar, para, na maturacéo, coordenar suas agdes
a medida que vai explorando a situacédo, assimilando-a. Ao haver desequilibrios e acomodacéo,
as chances de ocorrer a abstracdo reflexionante aumentam, no entanto, ndo convém estimar uma
fase exata em que esta abstracdo deve acontecer, pois, ndo necessariamente, se dard em uma so
aula, mas a medida que o aluno tenha construido relaces suficientes para fazer o
reflexionamento a um patamar superior.

Para Becker (2012), a transformacdo de forma em conteudo é algo que nédo se
ensina. Ou o estudante faz esse reflexionamento e transforma suas estruturas por via da reflexao
ou ela ndo ocorre. Na Algebra Linear, por exemplo, para compreender o conceito de espaco
vetorial, o aluno precisa operar com a adi¢do e multiplicacéo escalar, relacionando-a a vetores
e outros conjuntos. Quando ele tomar consciéncia da operacionalidade de tais conjuntos, podera
fazer o reflexionamento a um nivel superior, no qual refletira sobre estas operacoes,
generalizando-as e integrando-as em uma nova estrutura. Com isso, passara a ter uma visao
geral do que sejam 0s espagos vetoriais, pois houve a abstragédo reflexionante, resultando na

criagdo de esquemas que comportam 0s espacos vetoriais como objetos.
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Convém ressaltar que essa abstracdo, apesar de estar intimamente associada a agdo
do aluno, necessita da acdo/mediacdo do professor, no sentido de formalizar cientificamente o
conteddo trabalhado em sala de aula (que na SF deve acontecer na fase da prova) e guia-lo na
superacdo de erros que fazem parte da aprendizagem. E esse tipo de abstracio que transforma
0 que sabemos em novo objeto de pensamento e que nos conduz a generalizagao do saber, sendo
que conhecer esse processo pode ajudar o professor a entender como se da a aprendizagem de
novos conceitos, pelos alunos, e, com isso, melhor lidar com suas dificuldades.

Por conseguinte, enquanto a abstracdo reflexionante explica a construgcdo de
esquemas de assimilacdo, ou seja, estruturas necessarias a aquisicdo do conhecimento
matematico pela pessoa, a Sequéncia Fedathi pode proporcionar um ambiente favoravel a essa
construcdo, orientando como o professor ira mediar esse processo. Desse modo, 0 que esta em
jogo nesta pesquisa € como realizar esta mediacdo, favorecendo o desenvolvimento do

pensamento matematico dos discentes.

2.3 As pesquisas sobre a Sequéncia Fedathi no ensino superior

Visando a conhecer como a Sequéncia Fedathi é trabalhada no ensino da
Matematica de nivel superior, realizamos um levantamento das dissertacGes e teses que
enfocam contetdos da Matematica universitaria e que utilizaram a SF como metodologia. Ao
fazer a revisao de literatura, encontramos, até 2015, cinco dissertacdes e trés teses, conforme

ilustra o quadro 3.

Quadro 3: Teses e dissertacGes que utilizaram a SF em disciplinas matematicas do ensino

superior.
Autor/Ano Titulo Obijetivo Geral
Um modelo de ensino dos | Propor um modelo paraa introducéo em sala
conceitos de calculo para os cursos | de aula do ensino dos conceitos-chave de
Barroso | de engenharia fundamentado em | CDI, resgatando as ideias que contribuiram
Tese baseado na metodologia da | cOmo uma forma de motivacao para o seu
engenharia didatica: validacio por aprendl_zado, quan_to para fazer elos entre
meio do conceito de integral conhecimentos antigos e novos dos alunos.
Apllca(;(_)es da Sequen_ua Fedathi Analisar influéncias da Sequéncia Fedathi
Souza (2010) | no ensino e aprendizagem da . . .
2 . . no ensino e aprendizagem da Geometria,
Tese geometria mediado por R SN
N com o software Cabri-Géometre.
tecnologias digitais
AplicacOes da Sequéncia Fedathi | pescreversidentificar as  categorias  do
5| Alves (2011) | N promogdo das categorias do | racincinio intuitivo ao longo dos niveis da
Tese raciocinio intuitivo no Calculo a Sequéncia Fedathi.
Varias Variaveis
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Verificar se 0 uso da Sequéncia Fedathi, nas
aulas sobre o conceito de base, proporciona
recursos passiveis de se tornarem Alavanca
Meta para os alunos.

Analise da visdo do professor-tutor | Analisar a visdo do professor-tutor sobre a
Moreira | SOPre aadequabilidade do material | adequacdo do material  didatico de
5| (2014) didatico de matematica a luz da | matematica na modalidade semipresencial

Dissertacio Sequéncia Fedathi: o caso da de ensino superior.
licenciatura em Matematica do

IFCE.
Elaboragdo e descricdo  de | Descrever situacdes didaticas com auxilio do
situacdes didaticas com amparo na | software GeoGebra, amparado na Sequéncia
Sequéncia Fedathi: o caso da | Fedathi sobre Integrais Impréprias com
integral imprdpria. énfase na visualizacdo

Estruturar e propor situagfes de ensino
relativa as Técnicas de Integracdo,
explorando os padrdes gréafico-geométricos
relacionados com as func@es integrandas e
suas primitivas, utilizando o software
Geogebra.

Apresentar uma proposta de ensino para as

Macedo formas indeterminadas de funcges: }c?’rlr{T]éeasS ita;nd(g[ Tlrlg]ig]ilia:e uznciziegirgéticgi
8| (2015) situacBes didaticas apoiadas na pralp quencias s
Dissertacio . estruturadas com base na Sequéncia Fedathi
G tecnologia. «
e a exploragéo do software Geogebra.

Fontenele | A Sequéncia Fedathi no ensino da
4 (2013) algebra linear: o caso da nocéo de
Dissertacdo | base de um espaco vetorial

Nasserala
6 (2014)
Dissertacao

Bezerra Proposta de abordagem para as
7 (2015) técnicas de integragdo usando o
Dissertacdo | software Geogebra.

Manifestacdo  geométrica  das

Fonte: Pesquisa direta (2016).

A tese de Barroso (2009) propde um modelo de abordagem de ensino dos conceitos
de Calculo Diferencial e Integral (CDI) no qual utilizou a SF na fase de experimentacdo da
Engenharia Didéatica. A autora elaborou e conduziu algumas sessdes didaticas sobre o conceito
de integral utilizando a SF, em que pOde constatar as vantagens de sua utilizacdo no ensino,
principalmente no que se refere a reflexdo sobre a préatica docente e a motivacgdo a participacdo
ativa dos alunos em sala de aula.

Souza (2010) investigou as contribui¢cdes da SF e das tecnologias digitais para o
ensino e aprendizagem de Geometria na Licenciatura em Matematica. O estudo trouxe
contribuicdes significativas para o desenvolvimento da propria SF, ao descrever de maneira
aprofundada suas fases, destacando a relagdo professor-aluno-saber, os tipos de
questionamentos relativos a situagdo-problema que podem surgir na fase de maturacdo, a
relacdo bilateral entre professor e alunos durante a discussao e analise das solu¢fes, bem como
suas relagGes com o ensino tradicional.

Alves (2011) buscou descrever\identificar as categorias do raciocinio intuitivo no
decurso das fases da SF, tendo como foco o ensino do Célculo a Vérias Variaveis (CVV),

especificamente, curvas parametrizadas, continuidade, derivacdo, extremos de funcdo e
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integrais multiplas. Nos resultados e conclusfes, o autor destaca que foram resgatados e
discutidos pontos de vista nem sempre consensuais a respeito do conhecimento obtido por meio
da intuicdo e considera que a eficiéncia de um ensino de CVV deve considerar 0s
conhecimentos mobilizados pelos alunos antes mesmo da efetiva solugdo e explicitacdo de
argumentacdo logica, apontando assim, vantagens na exploracéo de tecnologias no ensino de
CVV apoiada nos pressupostos da SF, que segundo o autor rompeu com as rotinas didaticas
rigorosas e cansativas que seguem a sequéncia linear ...definicdo-teorema-exemplo-exercicio-
definicéo...

Em sua dissertacdo, Fontenele (2013) analisou aulas de Algebra Linear elaboradas
e conduzidas a luz da SF, buscando identificar na mediacdo do professor possiveis alavancas
meta (DORIER et al., 2000) utilizadas na construcdo da no¢édo de base de um espaco vetorial.
A autora também abordou a abstracdo reflexionante, de Jean Piaget, como meio para de
compreender 0s processos cognitivos inerentes a construgdo do conhecimento matematico e sua
relagdo com a postura e mediacao do professor que utiliza a SF.

Nasserala (2014) trabalhou com a SF, utilizando-a na fase de experimentacédo da
Engenharia Didatica, como suporte para a elaboracdo e conducéo de sessbes didaticas sobre o
contetdo de integrais impréprias, com uso do software Geogebra, enfatizando a visualizag&o.
O autor descreveu suas fases, constatou seu papel importante na estruturacdo das sessoes
didaticas e no desenvolvimento de uma concepg¢do construtivista por parte do professor, tendo
como culminancia de seu trabalho a criacdo de um blog sobre célculo e a producédo de video-
aulas utilizando a SF.

Moreira (2014) recorreu a SF como suporte para investigar a visdo do professor-
tutor sobre a adequabilidade do material didatico de Matematica produzido para a disciplina
Calculo | em um curso de Licenciatura em Matematica a distancia. A autora constatou que a
SF pode ajudar na elaboracao de material didatico de Matematica a medida que orienta o aluno
a estabelecer o proprio conhecimento e o faga ter uma aprendizagem matematica significativa.
Neste trabalho, observamos contribuigdo para o desenvolvimento da propria SF, quando sai da
vertente da elaboracdo de aulas para a elaboracdo de material didatico, a ser utilizado por
estudantes, no qual podera provocar mudancas nas atitudes do professor.

Bezerra (2015) teve como objetivo estruturar e propor situacdes de ensino relativas
as técnicas de integracdo, explorando os padrbes grafico-geométricos relacionados com as
funcOes integrandas e suas primitivas, utilizando para isso 0 software Geogebra. As sessoes
didaticas foram elaboradas seguindo as fases da SF. A metodologia de pesquisa seguiu duas

fases iniciais da Engenharia Didatica (Analises Preliminares e Analise a Priori). A autora
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descreveu as fases da SF, tendo como culminéncia de seu trabalho a criagdo de um blog e a
producdo de videoaulas.

Macedo (2015) apresentou uma proposta de ensino para as formas indeterminadas
e Regra de L’Hospital por meio de sequéncias didaticas estruturadas com base na Sequéncia
Fedathi e a exploracdo do software Geogebra. Utilizou a Engenharia Didatica como
metodologia de pesquisa. Nos resultados, pdde constatar que o ensino deste contetdo, quando
associado a SF, de modo a possibilitar ao aluno a construcdo do seu conhecimento, pode
expressar melhorias. Foi criado um blog com a descri¢do da proposta de ensino.

Nesses trabalhos, observamos que nenhum se propds investigar possiveis relacées
entre a Sequéncia Fedathi e o desenvolvimento do PMA. Além disso, a maioria deu atencédo ao
ensino do Calculo Diferencial e Integral, de modo que somente nossa dissertacdo
(FONTENELE, 2013) tratou do ensino da Algebra Linear, cuja analise dos resultados destacou
caracteristicas da atitude docente, adotada durante a mediagdo do ensino da nogédo de base de

um espaco vetorial. Foram elas:

a) cuidado em proporcionar situagdes que motivassem o “pensar”’ constante sobre o
contetdo abordado;

b) paciéncia e bom senso para esperar/respeitar o “tempo de maturagdo do aluno”;

c) gerenciamento de quando prosseguir e quando reorganizar as estratégias de ensino
conforme a necessidade;

d) estimulo ao aprendizado por descobertas;

e) mobilizacdo de reflexdes sobre os assuntos abordados;

f) ndo fornecimento do “passo a passo” para resolugdo das atividades propostas;

g) valorizacdo das solugdes apresentadas pelos alunos — aproveitamento das solugdes
certas/erradas/incompletas para prosseguir fazendo-os pensar;

h) énfase na participacdo e reflexdo do aluno;

i) foco no ensino para a constru¢do do conhecimento. (FONTENELE, 2013, p.70).

Essas caracteristicas remetem a necessidade de se verificar as implicacdes dessa
mediacéo didatica ao desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes, porque, ao
propiciar a promocdo da acgao/reflexdo do aluno em sala de aula, a atitude docente rompe com
os paradigmas tradicionais do ensino de Matematica. Nessa perspectiva, compreendemos que
0 ensino da Algebra Linear podera ser melhorado, & medida que puder proporcionar o
desenvolvimento do PMA, uma vez que seu dominio pressupde habilidades que tornam o aluno
mais apto a lidar com os conceitos e definigdes.

No proximo capitulo, abordamos o Pensamento Mateméatico Avancgado,
descrevendo suas principais caracteristicas, com énfase nos processos de representagéo,

generalizacdo, sintese e abstracao, fazendo relaces com as fases da Sequéncia Fedathi ao fim
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da explicagio de cada subtdpico. Além disso, tratamos do ensino da Algebra Linear com foco
nas nogoes de espaco vetorial, subespaco, base e dimensao.
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3 O PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Este capitulo reporta-se ao Pensamento Matematico Avancado (PMA) na
perspectiva de Tall (1995, 2002) e de Dreyfus (2002), de modo que as ideias deste ultimo séo
delineadas com maior énfase, por ser a perspectiva tedrica que orientou a analise dos resultados
da pesquisa. Os processos que envolvem o desenvolvimento do PMA sdo descritos e em seguida
relacionados, teoricamente, a Sequéncia Fedathi, visando a melhor compreender a interacao de

suas fases e possiveis implicacdes para o desenvolvimento dos processos de PMA discente.

3.1 O que e o0 Pensamento Matemético Avancado

A compreensdo do Pensamento Matematico Avancado (PMA) requer que se olhe
para a atividade matematica e suas implicagdes para o desenvolvimento cognitivo do aprendiz.
Com suporte em estudos como os de Jean Piaget sobre como se da o desenvolvimento da
inteligéncia e como se chega a novos conhecimentos, muitas teorias surgiram para tentar
explicar os processos envolvidos na compreensdo da Matematica avangada.

Tall (1995; 2002), Dreyfus (2002), Dubinsky (2002) sdo exemplos de autores que
recorrentemente concedem destaque aos estudos sobre 0 tema, cujas principais ideias se
encontram no livro Advanced Mathematical Thinking, que traz uma coletédnea de artigos
explicativos das principais caracteristicas e importancia de seu desenvolvimento no ensino de
Matematica superior. Em Domingos (2003), encontramos breve definicdo para a diccdo
Pensamento Matematico Avancado, descrito com base nas concepcbes desta obra, que
utilizaremos para introduzir seu significado:

Pensamento Matematico Avancado: foca-se essencialmente nas abstraces de
definicbes e dedugdes. Tem por base 0s processos de representacdo e abstracdo,

processos este que, no nivel de ensino estudado, tém um maior grau de complexidade.
(DOMINGOS, 2003, p. 79)

Para Tall (2002) sdo as atividades de deducGes e as defini¢cbes formais que
possibilitam a construcdo de entidades abstratas do PMA, e para se chegar a essa construcéo, €
necessario passar por um ciclo completo iniciado com a agéo sobre um problema matematico
que exige investigacdo, passa pela formulacdo criativa de conjecturas e, por fim, chega ao
estadio final de refinamento e prova. Desse modo, o autor considera que a principal distingdo
entre a Matematica elementar e a avangada é a existéncia na segunda, da deducdo a partir de
defini¢des, enquanto, na primeira, 0s objetos séo descritos com base na experiéncia do objeto.

Nas palavras do autor,
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E essencial distinguir entre matematica elementar, (incluindo a geometria) onde os
objetos sdo descritos e matematica avangada onde os objetos sdo definidos. Em ambos
os casos a linguagem ¢é usada para formular as propriedades dos objetos, mas em
matematica elementar a descricdo é construida da experiéncia do objeto, em
matematica avancada, as propriedades do objeto sdo construidas a partir da definicao
— uma inversdo que causa grandes dificuldades de acomodagdo para novatos em
pensamento matematico avangado. (TALL, 1995, p. 7; traducéo nossa)®.

As grandes dificuldades que os alunos enfrentam ao lidar com a Matemaética
avancada tem estreita relacdo com o fato de os métodos de ensino atuais falharem ao
apresentarem a Matematica avancada aos alunos, uma vez que uma apresentacao logica pode
ndo ser apropriada para o desenvolvimento cognitivo da aprendizagem. Para que ocorra 0
desenvolvimento do PMA, é preciso que haja uma mudanga no estadio cognitivo do aprendiz,
propiciada por um ensino que trabalhe de modo equilibrado os aspectos de percepcao visual
dos conteudos (Geometria) e os aspectos ligados a manipulacédo proceptual, levando a deducgéo
e definigdo formal dos objetos. (TALL, 1995, p. 12).

Tall (1995) analisou os fatores cognitivos que implicam o crescimento cognitivo do
PMA, partindo da hipotese de que esse crescimento ocorre desde “percepcdes de” e “agdes
sobre” objetos matematicos. Considera que a atividade humana é composta por componentes
de entrada (percepcdo), atividade interna (pensamento) e saida (a¢do), concebendo, assim, a
atividade matematica como percepcdo de objetos, reflexdo e agdo sobre eles. Consoante o autor,
a evolucdo cognitiva se da com o apoio em dois desenvolvimentos em paralelo — um
visuoespacial, que se torna verbal e remete a prova sistematica (em Geometria), enquanto o
outro usa simbolos de modo flexivel como processos e conceitos (em Aritmética e Algebra). O
uso de tudo isso leva a inspirar o pensamento matematico criativo, baseado na definicao formal
de objetos e na prova sistematica. A Figura 2 ilustra a visdo do autor sobre o desenvolvimento

do PMA desde uma perspectiva cognitivista.

® 1t is essential to distinguish between elementary mathematics, (including geometry) where objects are described
and advanced mathematics where objects are defined. In both cases language is used to formulate the properties
of objects, but in elementar mathematics the description is constructed from experience of the object, in advanced
mathematics, the properties of the object are constructed from the definition—a reversal which causes great
difficulties of accommodation for novices in advanced mathematical thinking.
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Figura 2 - O desenvolvimento do pensamento matematico avancado

oulras inspiragées
L ] Pensamento criafive
intuigdio visual-espacial e de pesquisa "percepedo simbdlica”
Conhecimento
PENSAMENTO Formal
MATEMATICO L - . ontras
AVANCADO Andlise Algebra | 7 e
(formal) (formal) . .
+ formais
i Conjunto - definicdo tedrica ¢ prova formal i
L | : T
Demonstragio ! !
Euclideana [pm-cn::[f:éblmu ) _-";lgebra Awangada
(verbal) vt E B (proceitos padric)
(bazeada no iconico) licbnico/procsptual) +
Geometria Algebrica _i.lgebra
PENSAMENTO re— / (icbnico/proceptual) (proceitos padrio)
MATEMATICO Ciobmical 4 4
ELEMENTAR - \ Medida Aritmética
b Trigonometria [ |(proceitos operacionais)
(iconico/proceptual) 7
Percepgdes Agdes
de objetos zobre objetos
t Interacio T
com o meio
(motor)

Fonte: Adaptado de Tall (1995, p. 12).

Na figura 2, observamos que o pensamento matematico elementar se inicia com a
interacdo com o meio, no qual a pessoa percebe os objetos e age sobre eles. Assim, as
percepcdes desenvolvem a compreensdo geométrica, e as acdes procedem a apreensdo das
operacdes associadas a Aritmética e Algebra. Conforme a compreens3o e a aco sobre estes
objetos evoluem, chega-se a niveis mais avancados que envolvem as demonstraces
euclidianas, célculo e &lgebra avangada, cuja passagem ao pensamento matematico avancado
se da com a formalizacdo desses conceitos (definicdo formal e prova), culminando no
desenvolvimento do pensamento criativo e de pesquisa.

Para Tall (1995), é importante que o professor trabalhe em sala de aula, na
perspectiva de promover encapsulagdes, que sdo as transformagfes de um processo num
conceito. Este termo se relaciona a ideia de proceito, onde um objeto € a0 mesmo tempo um
processo e um conceito, que fara parte do conceito imagem e conceito definicdo de cada pessoa.
O conceito imagem se refere a todas as imagens, propriedades e processos associados a um
conceito, enquanto o conceito definigdo diz respeito as palavras usadas para especificar este
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conceito. E importante destacar ser o conceito imagem que é evocado quando o estudante
precisa lida com os conceitos, de modo que o conceito defini¢do tende a permanecer inativo ou

mesmo esquecido. Segundo Tall (1988)

Quando os alunos encontram um conceito antigo em um novo contexto, é o conceito
imagem, com todas as suposicBes implicitas abstraidas de contextos anteriores, que
responde a tarefa. Se a imagem é construida sobre experiéncias que entram em conflito
com a definicdo formal, isso pode levar a respostas que estdo em desacordo com a
teoria formal. (TALL, 1988, p.3; tradugdo nossa’).

Nesse sentido, o ensino assentado na transmissao de defini¢bes, com pouca énfase
na discussdo sobre 0s conceitos, corre 0 risco de constituir imagens conceituais limitadas, que
poderdo entrar em conflito com a definicdo formal, caso o conceito imagem ndo tenha sido
formado de modo coerente, ou seja, insuficiente para dar conta da compreensdo do conceito
definicéo.

Dreyfus (2002), por sua vez, aborda o PMA sob a perspectiva dos processos que
acontecem na mente, e que sdo essenciais ao desenvolvimento da pessoa, tais como a
representacdo, a sintese, a generalizacdo e a abstracdo, embora estes ndo sejam exclusivos da
Matematica avancada e acontecam, também, nos niveis de Matematica elementar.
Compreender tais processos como constituintes do PMA pode ajudar no entendimento das
interacOes que ocorrem durante seu desenvolvimento.

Para Dreyfus (2002), o que distingue o pensamento matematico elementar, do
avancado, € a complexidade, e como esta é tratada, sendo que o poder dos processos é permitir
gerenciar tal complexidade, em especial, na abstracdo e representacdo, em que se pode passar
de um nivel a outro. Assim, o PMA consiste de uma grande variedade de interacdes dos
componentes do processo, que inclui, além da representacdo, visualizacdo e generalizagdo,
outras habilidades — como classificar, conjecturar, induzir, analisar, sintetizar, abstrair ou
formalizar — sendo importante que o professor de Matematica esteja consciente destes processos
para compreender algumas das dificuldades que os alunos vivenciam.

Mostramos a seguir os principais processos descritos por Dreyfus (2002) que sdo
referenciais neste trabalho. Iniciamos falando do papel das representacbes na atividade
matematica, reforcando a explana¢do com um pouco dos estudos de Duval (2009) acerca das

representacdes semioticas, que complementam o posicionamento de Dreyfus.

7 When students meet an old concept in a new context, it is the concept image, with all the implicit assumptions
abstracted from earlier contexts, that responds to the task. If the image is built on experiences that conflict with
the formal definition, this can lead to responses which are at variance with the formal theory.
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3.2 Os processos de PMA
3.2.1. A representagao

A representacdo em Matematica estéa diretamente associada a utilizagdo de signos,
simbolos, numeros, letras e frases, que desempenham funcéo essencial para que haja atividade
matematica significativa, de modo que “[...] é essencial jamais confundir os objetos
matematicos, como o0s numeros, as fungdes, as retas, etc, com suas representacgdes, [...] porque
um mesmo oObjeto matematico pode ser dado através de representacdes muito diferentes”.
(DUVAL, 2009, p. 14).

Assim, exercer atividade matematica requer o dominio de tais representacfes além
do conhecimento de seus significados, sendo necessario estabelecer relacBes entre o conceito,
significados e suas representacdes (que podem ser vérias), ultrapassando, assim, a funcdo de
comunicacéo de ideias e economia de tratamento, uma vez que influencia a atividade cognitiva

e 0s processos de compreensdo. Segundo Dreyfus (2002, p. 30, traducio nossa)?,

[...] deve haver algum significado associado com uma nogdo antes do simbolo para
aquela nogdo poder ser de alguma utilidade. Porém, no discurso educacional de
professores de matematica, isso é frequentemente negligenciado, levando ao
fendmeno do “simbolo empurrado”.

Se analisarmos este fenémeno sob a 6ptica de Duval (2009), veremos que pode
estar associado ao fato de em Matematica se “[...] estimar que se passa espontaneamente da
forma do representante ao conteudo representado” (p. 34), e isso trazer consequéncias negativas
ao aprendizado discente, que tem que lidar com excesso de simbolismos, cuja internalizacédo
requer tempo para acontecer.

Ciente de que o papel das representacdes semidticas em Matematica é estreitamente
relacionado aos processos de compreensdo, Duval (2009) analisou sua especificidade na
atividade matemaética, observando suas implica¢fes nos processos cognitivos. Para ele, ndo ha
apreensdo conceitual de um objeto ou processo, sem que haja a apreensdo ou producdo de uma
representacdo semidtica inerente ao objeto/conceito estudado.

Dreyfus (2002) classifica as representacdes em simbolicas e mentais, incluindo a
visualizagdo e a modelagem. A representacdo simbdlica cumpre a primeira vista um papel de
comunicacdo e economia de tratamento, sendo que sua auséncia impossibilitaria a realizacao

de uma atividade significativa, que requer formas materiais para sua expressdo. Constituem

® There must be some meaning associated with a notion before a symbol for that notion can possibly be of any
use; in the educational discourse of teaching mathematics, this is too often overlooked leading to the well known
phenomenon of “symbol pushing”.
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representacdes externas associadas a significados matematicos. J& as representacfes mentais
sdo internas, também associadas a conceitos, porém mais dificeis de analisar e identificar, uma
vez que diferem de pessoa para pessoa. Referem-se a imagens mentais, que nos levam a olhar
para avisualizacdo, que, segundo ele, € um processo pelo qual as representacGes mentais podem
vir a existir. O autor fornece um exemplo da Algebra Linear, que ilustra distintas representacdes

mentais do conceito de espaco vetorial, incluindo a visualizagdo:

[...] Quando penso em espago vetorial, eu posso “ver” setas (antes com os olhos da
mente), e eu posso ser capaz de pensar em termos destas setas quando lido com bases,
transformacdes, etc. Outros podem evocar n-uplas de nimeros ou simbolos abstratos
que satisfazem os axiomas. (DREYFUS, 2002, p. 31, tradugéo nossa)®.

Outro processo que Dreyfus (2002) aponta como importante na representacao, é a
modelagem, que se refere a encontrar uma representacdo matematica para objetos ou processos
ndo matematicos, de modo que “[...] isso significa construir uma estrutura matematica ou teoria
que incorpore caracteristicas essenciais do objeto, sistema ou processo a ser descrito. Esta
estrutura ou teoria, 0 modelo, pode ser usado para estudar o comportamento do objeto ou
processo que estd sendo modelado.” (p. 34).

Além disso, Dreyfus (2002) acentua que,

Para ser bem-sucedido em matematica € desejavel ter uma rica representagdo mental
dos conceitos. Uma representacdo é rica se contém muitos aspectos ligados daquele
conceito. Uma representagdo € pobre se tem muito poucos elementos que permitem
flexibilidade na resolugdo de um problema. Tal inflexibilidade nds frequentemente
observamos em nossos estudantes: a menor mudanga na estrutura de um problema,

até mesmo em sua formulacdo, pode bloguea-lo completamente. (p. 32; traducéo
nossa) .

Entretanto, apesar da importancia de se ter muitas representacées de um conceito,
sua existéncia, por si, ndo é suficiente para que o aluno tenha tal flexibilidade ao resolver um
problema. E preciso mudar de uma representacdo para outra, sempre que a outra for mais
eficiente para a proxima etapa que se quer tomar ao resolver um problema, porém “[...] 0
sucesso na resolugdo depende do fato de as varias representaces estarem corretamente e
fortemente ligadas.” (p.32). Ao mencionar as mudangas de representacfes, o autor corrobora
as ideias de Duval (2009), que as refere como conversdes de registros. Na pratica, muitos

9 When I think of a vector space, I may “see” arrows (before my mind’s eye), and I may be able to think in terms
of these arrows when dealing with bases, transformations etc. Others may evoke n-tuples of numbers or abstract
symbols which satisfy the axioms.

10 To be successful in mathematics, it is desirable to have rich mental representations of concepts. A representation
is rich if it contains many linked aspects of that concept. A representation is poor if it has too few elements to
allow for flexibility in problem solving. Such inflexibility we often observe in our students: The slightest change
in the structure of a problem, or even in its formulation, may completely block them
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estudantes trabalham somente com uma representacdo, o que pode propiciar o bloqueio
mencionado na citagéo feita a pouco.

De acordo com Duval (2009), ¢ essencial para uma boa compreensédo dos conceitos
matematicos a formacdo de representacdes, num registro semiético particular, para exprimir
uma representacdo mental ou evocar um objeto real (formacéo), bem como transformar uma
representagdo em outra num mesmo registro (tratamento) e, por fim, converter a representacéo
transformando-a em uma representacao de outro registro (conversdo). A atividade de conversédo
¢ a atividade cognitiva mais dificil de adquirir para a maioria dos alunos, sendo que a
dificuldade reside na discriminacdo das unidades significantes proprias a cada registro. Assim,
seria ingénuo crer que apenas introduzindo exercicios de conversédo seria suficiente para criar
as condicdes favoraveis a uma coordenacdo dos registros de representacdo dos alunos.

Segundo Dreyfus (2002), a representacéo é essencial para chegar a abstracéo, sendo
que a aprendizagem precisa passar por quatro etapas, caracterizadas pela maneira como o
sujeito lida com as distintas representagdes. VVejamos:

1) Uso de uma Unica representacao;

2) Uso de mais de uma representacdo em paralelo;

3) Realizacdo das possiveis ligacdes entre representacdes em paralelo; e

4) Integracdo das possiveis representagdes, alternando-as de maneira flexivel.

Para Dreyfus (2002), representar e abstrair sdo processos complementares em
direcOes opostas, pois, enquanto um conceito é abstraido de varias de suas representacdes, uma
representacdo € sempre representacdo de um conceito abstrato. Sendo assim, é possivel explorar
as complementaridades entre abstracdo e representacdo e entre representacbes matematicas e
mentais. Inicialmente, o sujeito, ao utilizar somente uma representacdo, podera focar sua
atencao na representacio em si e deixar de lado o conceito abstrato. E necessario que conheca
mais de uma representacdo de um objeto matematico em paralelo, para que se possa adentrar
ao terceiro estadio ao se estabelecer ligagGes entre as representagdes.

Segundo Dreyfus (2002, p. 39; tradugéo nossa'!) “[...] ligaces fortes permitem que
o0s estudantes mudem de representacdes, 0 que 0s torna conscientes do conceito subjacente e,
portanto, ¢ provavel que influenciem positivamente na abstragdo”. No quarto estadio ha a

integracdo entre as variadas representacdes, uma sintese que abrange as relacées, interligacdes

11 Strong links allow students to switch representations, which in turn makes them aware of the underlying concept
and is thus likely to positively influence abstraction.
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e propriedades comuns, que permanecem para formar o conceito abstrato, a0 mesmo tempo em
que outros aspectos da representacao ficam em segundo plano.

Essas quatro etapas se relacionam com a teoria de Duval (2009), de modo que o
tratamento se refere a primeira e segunda etapas, ja que o aluno lidard com uma ou mais
representagOes em paralelo, mas ainda néo estabeleceu ligagGes entre elas. As conversoes se
inserem na terceira e quarta etapas, uma vez que nelas o aprendiz ter& capacidade de operar e
alternar distintas representacdes de um conceito matematico compreendendo suas ligagdes.

A figura 3 ilustra o uso de representacdes em paralelo que pode auxiliar na

compreenséo e aprendizagem de conceitos abstratos da Algebra Linear.

Figura 3: Resolucéo lado a lado de uma questdo sobre base com os espagos R?, Ps € Mz2.

SOLUGAOQ: Mais uma vez, vamos trabalhar os trés exemplos lado a lado para destacar as similaridades entre
eles. Em certo sentido, eles s@o todos o0 mesmo exemplo, mas devemos trabalhar até a Se¢do 6.6 para tornar
essa idéia precisa.
a) Como (b) Como (c) Como
a 1 07 a + bx = b2 + ax’ {a b}—a{] 0] b[ 0 l]
b 0 1 = a(l + x°) + b{x - ) -b a 01 -1 0
=q +b
-b 0 =1
a 1 . 0
temos que Wy = ger(u, v), onde temos que W, = ger(u(x) v(x)) onde  temos que W; = ger(U, V), onde
1 0] ux) =1+ 2 M 0] [0 1)
| = V =
0 1 . 9 lu 3 s [—1 OJ
=lel 2 Y= e vix) = x = x*
1 L 0 J
Tendo em vista que, clara- Tendo em vista que, claramen- Tendo em vista que, clara-
mente, o conjunto {u, v} € linear-  te, o conjunto {u(x), W(x)} € lincar-  mente, o conjunto {U, V} € li-
mente independente, ele também ¢  mente independente, ele também  nearmente independente, ele tam-
uma base para W. ¢ uma base para W. bém € uma base para W3. ¢

Fonte: Poole (2011, p. 405).

Na representacdo, ja implicita na atividade matematica, cada fase da Sequéncia
Fedathi desempenha papel relevante para que o aluno possa vir a aperfeigoar o dominio e uso
consciente das distintas representa¢fes de um conceito. Na maturacéo, o aluno podera fazer
uso de seus conhecimentos prévios, aperfeicoando sua maneira de lidar com os simbolos e
expressdes matematicas referentes ao conteido a ser trabalhado, de modo que sera determinante
para isso a escolha da atividade ou problema a ser apresentado na tomada de posicdo. E
importante que o professor tenha consciéncia do papel das representacdes e dificuldades que os

alunos podem enfrentar para compreendé-la, sobretudo em Algebra Linear.
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Na fase de solucdo, o aluno podera comparar sua maneira de representar um
contelldo matematico com o modo como o0s colegas e o professor representam, ao serem
discutidas coletivamente as respostas e estratégias formuladas por eles na fase de maturacéo.
Assim, podera observar as dessemelhantes representaces de um conceito, fazer a autocorrecao,
caso necessario, bem como esclarecer ddvidas sobre tais representacdes. E interessante que o
discurso docente enfatize os significados dos simbolos, principalmente as acdes de tratamento
e conversdo mencionadas, levando os alunos a refletir sobre elas.

Na fase de prova, o professor podera melhor trabalhar com a formalizacdao e o rigor
matematico, pois tera partido de ideias ja trabalhadas, maturadas pelos alunos, que tiveram
oportunidades de trabalhar com manipulagdes algoritmicas e estabelecer relacbes conceituais,
facilitando, assim, a compreensdo dos significados, que aos poucos estd sendo construido.
Assim, o formalismo seré introduzido, de modo menos abrupto do que seria se o professor
simplesmente explicitasse todo o contetdo na lousa, sem uma participacdo mais ativa e

reflexiva dos estudantes durante a aula.

3.2.2 A Generalizacao

Dreyfus (2002, p. 35) decodifica a generalizagdo como “[...] o ato de derivar ou
induzir de particulares, identificar pontos em comum, para expandir dominios de validade”.
Mata-Pereira e Ponte (2013, p.19) a relacionam com ““[...] afirmagfes gerais sobre classes de
objetos” em que formular uma generalizagdo “[...] ndo € mais do que fazer um certo tipo de
conjetura de natureza geral”. Portanto, consideramos que generalizar € realizar a transi¢do de
casos particulares para o geral.

Essa transicdo de casos particulares para o geral requer, todavia, processos
cognitivos que, de acordo com Harel e Tall (1991), dependem do conhecimento atual do sujeito,
ou seja, de como o aluno compreende determinado assunto. Deste fato, os autores classificam
a generalizacdo em trés tipos: expansiva, reconstrutiva e disjuntiva. Vejamos o seguinte

exemplo:

Os estudantes A, B e C sabem como resolver equagdes lineares em uma variavel.
Contudo, suponha que o estudante A, tem uma compreensdo relacional do processo
de resolucéo: compreende que ao adicionar ou multiplicar cada lado da expresséo por
uma constante nao nula, o conjunto solugdo ndo muda. Enquanto isso, os estudantes
B e C tem apenas uma compreenséo instrumental, em que realizam manipulagdes na
equacdo (“fazer coisas em ambos os lados”, “colocar os x de um lado e nimeros do
outro”, “mudar o sinal”). Todos generalizam o método para resolver equagdes em

duas variaveis, como sendo “eliminar X para obter uma equacdo linear resolvivel em
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y, entdo substitui o valor encontrado para y de volta nas equac@es para obter uma
equacdo para x”. (HAREL; TALL, p. 38; traducéo nossa'?).

Nesse caso, 0 estudante A desenvolve a generalizacdo expansiva e o B a disjuntiva.
A primeira ocorre quando o sujeito expande um esquema para compreender um objeto de
estudo, sem haver necessidade de reconstrui-lo. Nesse exemplo, o estudante A expandiu e
enriqueceu seus esquemas para resolver equacdes, pois conseguiu entender e utilizar as relacdes
entre os termos da equacdo e o significado da igualdade.

A generalizacdo disjuntiva ocorre quando o sujeito, ao necessitar de novo esquema
de assimilagdo, o constréi desconectado dos esquemas disponiveis. Com isso, passa a
compreender o0 objeto sob nova perspectiva, porém isoladamente, sem estabelecer relacGes
significativas com conceitos que lhe sdo familiares. Os alunos B e C, por exemplo,
simplesmente adicionaram novos fatos a sua lista de coisas para fazer (eliminar x, resolvery,...)
de modo desconexo, ou seja, entenderam os procedimentos, sem atentar para o significado da
igualdade (esquema disponivel). Assim, a generaliza¢do sucedeu apenas com a criagdo de um
esquema para as informacdes instrucionais sobre o que fazer com os termos da equacao.

Ja a generalizacdo reconstrutiva requer a reconstrucdo de um esquema, a fim de
ampliar seu conjunto de aplicabilidades. Por exemplo, as generalizagbes de soma vetorial e
multiplos escalares de R2 para R? para R" em seus aspectos algébricos sdo, segundo Harel e Tall
(1991), provavelmente, uma generalizacdo expansiva para a maioria dos alunos. Os aspectos
geométricos, entretanto, que modificam as ideias sobre duas e trés dimens@es para um conceito
mental de espaco de n dimensdes, provavelmente, requerem uma generalizacdo reconstrutiva
que poucos conseguem.

Destes tipos de generalizacBes, temos gue tanto a expansiva quanto a reconstrutiva
sdo mais apropriadas para o desenvolvimento cognitivo, entretanto, a expansiva €
cognitivamente mais facil do que a reconstrutiva, embora haja momentos em que a reconstrutiva
seja mais apropriada. J& a disjuntiva pode contribuir para falhas dos estudantes, pois, apesar de

parecer um caso de generalizacdo bem-sucedido (ao permitir que o aluno lide com maior

12 For instance, students A, B and C may all know how to solve linear equations in one variable. However, suppose
that Student A has a relational understanding (in the sense of Skemp [1976]) of the solution process: (s)he
understands that when adding an expression to each side, or multiplying by a (non-zero) constant, the solution set
does not change. Meanwhile students B and C have only an instrumental understanding, simply carrying out
manipulations on the equation (""do the same thing to both sides," "get the x terms on one side and the numbers on
the other," "change side and change signs," "collect together like terms™) They all generalize the method to solving
linear equations in two variables, by "eliminating x to obtain a solvable linear equation in y, then substituting the
value found for y back into the equations to obtain an equation for x.
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numero de exemplos), os objetos matematicos sdo apenas adicionados a “lista de coisas para
fazer”, sem necessariamente serem estabelecidas relagdes significativas com outros saberes do
aprendiz. Por exemplo, o movimento reverso do caso da resolucdo de sistemas mxn para a
solucdo de equaces lineares em uma variavel é visto ndo como uma particularidade, mas uma
mudanga para um esquema disjunto.

A generalizagdo também sera mais bem desenvolvida, dependendo da escolha das
atividades e problemas a serem trabalhados em sala. Nesse caso, 0 objetivo delineado no
planejamento da aula devera ser muito bem pensado pelo docente, de modo a proporcionar aos
alunos situacdes de aprendizagem nas quais possam identificar pontos em comum, reunindo
tais pontos numa s6 ideia mais ampla, derivada de casos particulares. Mais uma vez, a
maturacao € a fase da SF que propiciara esse momento de reflexdo durante a aula, sendo muito
importante que o docente ndo dé repostas, pistas 6bvias que facam com que o aluno perca a

motivacao para refletir sobre o conceito a ser generalizado.

3.2.3 A Sintese

A sintese pode ser entendida como a combinacdo de partes que formam um todo,
em que perante um conteddo, composto de variados conceitos e propriedades, a medida que o
aluno vai compreendendo cada parte, cada conceito e suas manipulacdes, ird ao fim do processo
poder unir cada parte, visualizando o todo e distinguindo as partes. O problema é que, muitas
vezes, 0 ensino acontece de maneira bastante fragmentada, impossibilitando ao aluno ter uma
visdo mais ampla e, ao mesmo tempo, condensada do contetdo trabalhado.

Dreyfus (2002) traz o seguinte exemplo, de Algebra Linear, que ajuda a melhor

compreender esse processo:

[...] em algebra linear o estudante geralmente aprende um bom ndmero de fatos
isolados sobre ortogonalizagdo de vetores, diagonalizacdo de matrizes,
transformacdes de bases, solucéo de sistemas de equaces lineares, etc. Mais tarde no
processo de aprendizagem, todos esses fatos previamente ndo relacionados se fundem
em uma Unica imagem, dentro da qual eles sdo abrangidos e inter-relacionados. Este
processo de emergir em uma Unica imagem € a sintese. (DREYFUS, 2002, p.35;
traducdo nossa)*®.

O autor também salienta que a “[...] imagem formada pela sintese é irreversivel,
sendo que para o professor é muito dificil se colocar no lugar do aluno que ainda nédo atingiu

essa sintese.” (p. 35). Em sala de aula, no entanto, os professores, muitas vezes, explicam

131...]in linear algebra, students usually learn quite a number of isolated facts about orthogonalization of vectors,
diagonalization of matrices, transformation of bases, solution of systems of linear equations, etc. Later in the
learning process, all these previously unrelated facts hopefully merge into a single picture, within which they are
all comprised and interrelated. This process of merging into a single picture is a synthesis.
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detalhes, em pormenor, os estudantes fazem os exercicios, mas pouco ou nenhuma atividade é
direcionada a levar o aluno a sintetizar distintos aspectos de um conceito, menos ainda
diversificados conceitos dentro de um dominio ou mesmo variados dominios.

Convém ressaltar que, quando o professor aborda um contetdo apontando as
conexdes e relagOes, apesar de estar de certo modo sintetizando o assunto, o fato de ter sido
feito pelo professor transmite ao estudante que isso é o que os matematicos veem, e ndo tem
qualquer relevancia direta para os problemas que o aluno tem para resolver. A sintese esta na
mente do professor, mas, para os alunos, ela é por demais carente.

Na SF, a medida que o professor trabalha os contetdos com a turma, permitindo-
Ihes agir, pensar sobre as atividades e problemas propostos, e for avangando com os temas
trabalhados, espera-se que o aluno tenha construido os esquemas necessarios para acomodacéo
dos conceitos, manipulacdes e significados, de modo que possa ser capaz de visualizar as partes,
unindo-as num todo, chegando, assim, ao processo de sintese. A escolha das atividades sera
determinante para que os alunos a concebam, bem como as acgdes realizadas na fase de
maturacao, solucdo e prova. A mediacdo do professor no curso de todas as fases tera importante
papel, pois € imprescindivel que o aluno tenha consciéncia do que seja sintetizar e de como esse

processo reflete sua aprendizagem.

3.2.4 A Abstragdo

No capitulo 2, trouxemos a abstracdo reflexionante de Jean Piaget para explicar a
construcdo do conhecimento matematico sob ponto de vista cognitivo, relacionando-o a
Sequéncia Fedathi. Para o autor, a abstracdo pode ser empirica ou reflexionante, sendo que a
primeira envolve a extracdo de caracteristicas diretamente dos objetos ou das a¢Bes sobre o0s
objetos. Enquanto, na segunda, as caracteristicas sdo extraidas ndo dos objetos, mas da
coordenacdo das agbes que o sujeito realiza sobre os objetos. E por meio da abstragio
reflexionante que se d& o avanco de novos conhecimentos, portanto, é necessario que o
estudante alcance esse tipo de abstracao.

Dreyfus (2002) destaca o papel da abstracdo na atividade matematica e salienta que
alcancar a capacidade de abstrair pode ser o principal objetivo da educagdo matematica
avancada, uma vez que se os estudantes desenvolvem a habilidade consciente de fazer abstragéo
de situacGes matematicas, eles terdo alcancado um nivel de pensamento matematico avancgado.

Segundo o autor,
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Na transicdo do espaco vetorial concreto R3® para a nogdo de um espaco vetorial
abstrato, as relagdes entre os vetores se tornam o foco de atencéo, enquanto seu uso
especifico como triplas de nimeros é descartada. Afim de fazer essa transicéo, é
preciso estar apto a conceber o objeto “vetor” puramente em termos de suas relagdes
com outros objetos diferentes ou similares (vetores ou escalares), e aceitar que o
proprio objeto ndo é mais especificado por quaisquer propriedades intrinsecas.
Considerando somente estas relacfes, permite-se tirar conclusdes a partir deles que
serdo geralmente validas, independentemente das propriedades intrinsecas dos
vetores. Dessa forma, muito do poder da matematica deriva da abstracdo. (p. 36;
traducdo nossa).

Assim, é um processo que estd intimamente associado a generalizacdo e sintese,
porém exige demandas cognitivas maiores. Enquanto a generalizacao, geralmente, envolve uma
expansdo na estrutura de conhecimento, a abstracao é suscetivel a envolver uma reconstrucao
mental. Na transicdo, digamos, dos nimeros reais para 0s complexos, conseguimos generalizar
por ndo insistir mais em ordem, mas continuamos trabalhando com objetos representados
explicitamente usando nimeros que podem ser adicionados e multiplicados de uma maneira
familiar.

A abstracdo é um processo que depende do isolamento de propriedades adequadas
e relagBes, requerendo, assim, a habilidade de desviar a atencdo dos prdprios objetos para se
concentrar na estrutura dessas propriedades e relagdes. A estrutura passa a ter destaque, sendo
objeto de atencdo do estudante, que devera saber distinguir o que € irrelevante no contexto a
que se destina, de modo que os detalhes sem importancia sejam omitidos, reduzindo a
complexidade da situacdao. Por exemplo, o aluno é obrigado a se concentrar nas relacdes que
existem entre nimeros de modo a ser capaz de captar 0 que um campo &, em vez dos proprios
nameros, e similarmente, para outras nocOes, tais como: funcdo, grupo e espaco vetorial.
(DREYFUS, 2002, p. 37).

Harel e Tall (1991) classificam a abstracdo em formal e genérica. Na abstracéo
formal, “[...] se abstrai a forma de um novo conceito através da selecdo de propriedades gerais
de uma ou mais situagdes especificas”. (p. 39). Segundo os autores, no entanto, o estudante
raramente experimenta este processo em sala de aula, pois, geralmente, as defini¢cbes formais
Ihe sdo exibidas prontas e as propriedades séo cuidadosamente selecionadas. A definicéo,
todavia, € mais do que o nome do conceito e a declaracdo de um pequeno ndmero de

propriedades e axiomas. Ela “[...] € a selecdo de propriedades gerais adequadas para a

4 In the transition from the concrete vector space 3 to the notion of an abstract vector space, the relationships
between the vectors become the focus of attention, whereas their specific realization as triples of numbers is
dropped. In order to make this transition, one needs to be able to conceive of the object “vector” purely in terms
of its relationships to other similar or different objects (vectors or scalars), and accept that the object itself is not
further specified by any intrinsic properties. Considering only these relationships, enables one to draw conclusions
from them which will be generally valid, independently of the specific intrinsic properties of the vectors. In this
manner, much of the power of mathematics derives from abstraction.
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construcao dedutiva do conceito abstrato”. (p. 39). Logo, o ensino de um conceito nao pode ser
limitado a mera exposi¢do da definicdo. E preciso que o aluno tenha contato com a estrutura
matematica que o define.

Por outro lado, a abstracdo genérica ocorre com origem na exploracdo de um ou
mais exemplos especificos que fazem parte de um conjunto mais amplo de exemplos que
envolvem um conceito abstrato. Requer a generalizacdo e é considerada uma modalidade
“suave” de abstragdo, na qual, a medida que vai sendo trabalhada, pode levar o aluno a abstragédo
formal, pois a reconstrucao mental necessaria se torna menos tensa para o estudante.

Em resumo, essa maneira de abstragao “[...] eleva a consciéncia cognitiva do
estudante a um nivel no qual conceitos gerais podem ser entendidos e abstraidos, pelo menos
implicitamente, a partir de exemplos genéricos”. (HAREL; TALL, 1991, p. 40). Assim, a ideia
de abstracdo genérica pode auxiliar o professor a introduzir um novo contetudo baseado na
selecdo de exemplos que os alunos deverdo manipular e dele abstrair suas caracteristicas
principais, obtendo uma no¢&o mais intuitiva do conceito que posteriormente sera formalizado.

E um tanto complexo relacionar as fases de uma metodologia de ensino, que se
preocupa com as interacdes professor-aluno-saber, aos processos de abstracdo que sdo o
resultado de uma ampla variedade de fatores que podem influenciar sua ocorréncia na mente
do aprendiz. Pelos estudos ja realizados e descritos neste trabalho, temos como ideal que o
aluno possa agir, pensar em sala de aula. Assim, consideramos que a SF, ao possibilitar essa
acao e orientar a mediacdo do professor, possa contribuir para desencadear momentos propicios

ao dominio das habilidades de representar, generalizar e sintetizar que levardo a abstracdo.
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4 ALGEBRA LINEAR E ENSINO

Neste capitulo, discorremos sobre conceitos elementares da Algebra Linear, do
ponto de vista dos problemas que permeiam o ensino dessa disciplina, com base nos estudos de
Dorier (2000; 2008) e Rogalski (1991; 1994). Alem disso, consideramos pertinente abordar a
construcdo do conceito de espaco vetorial, relacionando-o aos processos de generalizagédo e
abstracdo, descrevendo suas definicfes e como pode se dar sua apreensdo pelo estudante. Do
mesmo modo, tratamos da descri¢do dos conceitos de subespaco, geradores, base e dimenséo,
considerando suas defini¢Ges e propriedades e a maneira como 0 ensino poderia se dar, tendo
em vista levar o aluno a construir os conceitos. Fundamentamo-nos em autores como Tall
(2002), Harel e Tall (1991) e Trigueros e Oktac (2005), entre outros.

4.1 Problemas no ensino da Algebra Linear

A Algebra Linear desempenha importante papel no meio cientifico em razdo das
diversas possibilidades de aplicaces em distintas areas do conhecimento, inclusive dentro da
prépria Matematica. Resumidamente, podemos dizer que se trata de uma ramificacdo da
Algebra que estuda os espagos vetoriais e suas transformacdes lineares, lidando com vetores,
matrizes e formas quadraticas (LIMA, 2011). Seus conceitos e definicGes tém carater abstrato
que, dentre outros fatores, contribui para o surgimento das dificuldades no ensino e
aprendizagem. Na nossa dissertacdo de mestrado (FONTENELE, 2013), fizemos um resumo
dos principais entraves no ensino da Algebra Linear, elaborado com base nos estudos de Dorier
(2000), ilustrado no quadro 4.

Quadro 4: Resumo das principais dificuldades no ensino/aprendizagem da Algebra Linear.

Situac6es Didaticas que
Dificuldades dos Estudantes Reflexao Epistemolégica Possivelmente Colaboram com
0 Agravamento do Quadro
¢ Dificuldades ao lidar com e Obstaculo do formalismo; |e Maior énfase as atividades
exercicios muito formais; e Carater unificador, algoritmicas em detrimento
o Impossibilidade de representar simplificador e a parte conceitual;
as novas nogoes; generalizador. e Auséncia de problemas
¢ N&o conseguem relacionar a e Outros obstaculos para introduzir as no¢des
Algebra Linear aos epistemoldgicos; elementares.
conhecimentos que ja possuem e Obstaculos didaticos; ¢ Atividades nas quais o
de matematica. professor ndo justifica o
propdsito de sua
realizacdo.

Fonte: Fontenele (2013, p. 14).
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A dificuldade que os alunos enfrentam para compreender as nogdes abstratas da
Algebra Linear faz com que, muitas vezes, o professor enfatize as tarefas algoritmicas, para
fugir das incompreensdes conceituais dos alunos. Essa énfase dada a “algoritmiza¢ao”, bem
como o excesso de formalismo, caracterizam os principais entraves no ensino dessa disciplina,
conforme apontam estudos de Dorier (2000; 2008) e Rogalski (1991, 1994), que se dedicaram
a compreender os problemas especificos do ensino e aprendizagem da Algebra Linear no
contexto francés, cujo cenario de dificuldades ndo difere muito do que acontece em outros
paises, inclusive no Brasil.
Segundo Dorier (2008, p. 33),
A algoritmizacéo é, entdo, um meio de negociar a reducdo do conflito, permitindo
diminuir o aspecto de novidade (e evitar, a0 mesmo tempo, a dificuldade conceitual).

Os professores se ligam, via algoritmo, a um quadro conhecido: a resolucéo de
sistemas de equagdes lineares, no caso dos espagos vetoriais. (Tradugéo nossa)®.

Como possivel consequéncia desse ensino focado nas manipulagdes algoritmicas,
tem-se a contradicdo no ensino da Algebra Linear, que, segundo o referido autor, é algo que
ndo consegue aceitar:

[...] muitos estudantes revelam poder encontrar a forma reduzida de um operador
linear, mas guardam incompreensdes profundas sobre as nog¢des, tais como a soma
(direta) de subespacos, ou a nogéo de geradores ou mesmo de independéncia linear,

apesar de serem conceitos chave nos fundamentos tedricos das técnicas de reducéo de
endomorfismos. (Ibidem, p. 33; tradugdo nossa)*®.

Nesse caso, ha indicios de que esses alunos conseguem encontrar a solugdo de modo
meramente mecanico, via algoritmo, sem necessariamente compreender seu sentido e
significado dentro da teoria de espaco vetorial. Apesar das consequéncias negativas desses
problemas de natureza didatica para a aprendizagem discente, ainda é, no entanto, essa a postura
habitual de professores de Matematica de nivel superior, que geralmente seguem em suas aulas,
0 padréo: definicdo, teorema, demonstracéo, exercicio... Convém destacar, entretanto, o fato de
que essa reproducéo tem seus riscos, conforme apontam Hiebert e Carpenter (1992)

[...] o risco de formar imagens muito restritas de conceitos gerais parece ser
particularmente manifesto em dominios como Aritmética, Célculo, Algebra Linear,

15 L'algorithmisation est alors un moyen de négocier a la baisse le conflit en permettant de diminuer I'aspect de
nouveauté (et d'éviter du méme coup la difficulté conceptuelle). Les enseignants se rattachent, via l'algorithme, a
un cadre connu: la résolution de systémes d'équations linéaires dans le cas des espaces vectoriels.

16 [...] nombreux étudiants s'avérent pouvoir trouver la forme réduite d'un opérateur linéaire, mais gardent des
incompréhensions profondes sur des notions telles que la somme (directe) de sous-espaces, voire la notion de
générateurs ou méme d'indépendance linéaire, qui sont pourtant des concepts clés dans les fondements théoriques
des techniques de réduction des endomorphismes.
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Estatisticas [...]. Em tais dominios, manipulacBes de algoritmos, procedimentos,
tendem a atrair a atengdo dos estudantes para criar um ‘filtro” do conceito: somente
alguns aspectos de um conceito, aquilo que é digerivel e pertinente no contexto do
“calculo” parecem ser preservados na mente do estudante. Em casos mais graves uma
maior énfase na instrugdo de procedimentos pode impedir o estudante de desenvolver
a construcdo do conceito que ele s6 experimentou por manipulagfes. (Apud NISS,
1998, p.15)".

Dreyfus (2002) também salienta que ensinar assim tem a desvantagem da
inflexibilidade em termos de adaptabilidade dos estudantes e, como consequéncia, os alunos
aprendem procedimentos padronizados, mas

[...] eles ndo tém know-how que permite-os usar seu conhecimento de forma flexivel
para resolver problemas de tipo desconhecido para eles. [...] Ihes tem sido ensinado
os produtos da atividade de dezenas de matematicos em sua forma final, mas eles nao

adquirem insight sobre os processos que levaram 0s matematicos a criar estes
produtos. (DREYFUS, 2002, p.28; traducdo nossa)*®.

Nesse aspecto, verificamos semelhancas com o que defende George Pdlya, que
enfatiza no artigo Dez mandamentos para professores, que o ensino de Matematica nas escolas
precisa de professores que tenham know-how, isto é, atitudes mentais, destreza, habilidade em
lidar com informacdes e usé-las para um dado propdésito. Para o autor, tais atitudes sdo mais
importantes em Mateméatica do que a mera posse de informacgdo, sendo, portanto,
imprescindivel que os professores o adquiram para poder auxiliar a desenvolver tais atitudes
em seus alunos. Segundo questionamentos do autor, no entanto,

[...] e o professor, ele proprio? Ha em seu curriculo alguma oportunidade de trabalho
independente em Matematica, de adquirir o know-how que se espera que ele transmita
a seus alunos? A resposta é ndo. Tanto quanto eu saiba, ndo ha Universidade que dé
ao professor oportunidade decente de desenvolver seu know-how, sua propria
habilidade em Matemética. (POLYA, 1987, p. 9).

Nesse caso, fica evidente a importancia de se aperfeicoar o pensamento matematico
dos futuros professores de Matematica da Educacdo Basica, pois eles é que terdo a
responsabilidade de estimular o desenvolvimento de tais habilidades em seus alunos, porquanto,
mesmo que no nivel basico nem todos os processos de PMA sejam trabalhados, é

imprescindivel que o habito de pensar matematicamente seja desenvolvido desde os niveis

17[...] The danger of forming too restricted images of general concepts seems to be particularly manifest in
domains — such as arithmetic, calculus, linear algebra, statistics [...] In such domains, algorithmic manipulations
— procedures — tend to attract the main part of students’ attention so as to create a ‘concept filter’: Only those
instances (and aspects) of a general concept that are digestible by and relevant in the context of the ‘calculus’ are
preserved in students’ minds. In severe cases an over-emphasis in instruction on procedures may even prevent
students from developing further understanding of the concepts they experience through manipulations only.
181...] they lack the know-how that allows them to use their knowledge in a flexible manner to solve problems of
a type unknown to them. [...] they have been taught the products of the activity of scores of mathematicians in
their final form, but they have not gained insight into the processes that have led mathematicians to create these
products.
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basicos de ensino. A agdo de “pensar” em sala de aula estd implicita nas fases da Sequéncia
Fedathi, de tal modo que é importante averiguar as possiveis relacdes entre a mediacdo docente

e o desenvolvimento do pensamento matematico discente, sobretudo, de alunos de licenciatura.

4.2 Generalizagao e abstracéo na construcao do conceito de espaco vetorial

A generalizacgdo e a abstragéo se expressam imprescindiveis para a compreensdo da
Teoria dos Espacos Vetoriais, aqui exploradas nos conceitos de: espacgo vetorial, subespacos,
base e dimenséo. A definicdo de espaco vetorial, por exemplo, parte de uma generalizacéo do
conceito de vetor, extraindo suas principais propriedades (adicdo e multiplicacdo por escalar) e

transformando-as em axiomas, conforme encontramos na definicdo de Poole (2011).

Fiaura 4 - Definicdo de espaco vetorial

Definigdo: Seja V um conjunto no qual duas operagdes, chamadas adicdo e multiplicacio por
escalar, estdo definidas. Se u e v estdo em V, a soma de u e v € denotada por u + v, e se ¢ é um
escalar, o multiplo escalar de v por ¢ é denotado por cv. Se 0s axiomas a seguir sado verdadeiros para
todo u, ve w em V e para todos os escalares ¢ e d, entdo V é chamado espaco vetorial e seus
elementos sdo chamados vetores.

l.u+vestaemV. Fechado sob adi¢do
2.u+tv=v+u Comutatividade
.(u+tv)+w=u+(v+w) Associatividade

4. Existe um elemento 0 em V, chamado vetor nulo, tal que u + 0 = u.

5. Para cada u em V, existe um elemento -u em V tal que u + (-u) = 0.

6. cvestaem V. Fechado sob multiplicacdo escalar
7.c(v+w)=cv+cw Distributividade
8.(c+dv=cv+dv Distributividade

9. ¢(du) = (cd)u

10. lu=u

Fonte: Poole (2011, p. 388).

Pela definicdo expressa na figura 3, temos que um espaco vetorial € um conjunto
que traz em sua estrutura a adicdo e a multiplicacdo por escalar e que obedece a dez axiomas.
Logo, qualquer conjunto de objetos que satisfizer estes axiomas podera ser chamado de espaco
vetorial, enquanto seus elementos serdo vetores. Trata-se, todavia, de um conceito abstrato que
precisa ser bastante discutido em sala de aula, pois, se for apresentado aos alunos de imediato,
por meio da defini¢do, podera nédo ser assimilado, uma vez que compreender esta nogdo requer

olhar atento sobre a estrutura que a define. Segundo Trigueros e Oktag (2005),

No momento do processo de construgdo do esquema de espaco vetorial, 0 sujeito
trabalha sobre uma colecdo de espacos vetoriais particulares. Cada caso especifico
ajuda o sujeito a dar conta das diferentes propriedades que a estrutura possui, que
corresponde a interiorizagdo das acdes de verificacdo em processos. Depois 0 sujeito
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pode encapsular estes processos em um objeto e se dar conta da existéncia de uma
estrutura geral. O sujeito pode perceber entdo as propriedades invariantes de um
espaco particular para construir um novo objeto chamado espaco vetorial. (p.167,
traducdo nossa®®).

A descricdo das autoras remete a importancia de um ensino no qual os alunos
venham a ter contato com varios espacos vetoriais, para que, ao agir sobre eles, possam observar
sua estrutura e perceber a operacionalidade da adicdo e multiplicacdo por escalar, base da
construcdo do conceito de espaco vetorial. Desse modo, a ideia de vetor como um segmento
orientado (que possui modulo, direcdo e sentido), precisa ser ampliada, de sorte a abranger
outros objetos matematicos. Muitas vezes, no entanto, isso se torna um obstaculo a
aprendizagem, pois é dificil para o aluno conceber uma matriz, uma funcdo ou um polinédmio

como um vetor.

Além disso, conforme operam com o0s axiomas, 0s estudantes precisam
compreender o conteddo de um ponto de vista que privilegie o carater unificador e, a0 mesmo

tempo, generalizador e simplificador da Teoria dos Espagos Vetoriais, conforme explica Dorier:

[...] o sucesso da axiomatizacdo [do conceito de espago vetorial] ndo provém da
possibilidade de solucionar problemas matematicos néo resolvidos, mas do seu poder
de generalizacdo e unificacdo e, consequentemente, da simplificacdo na busca de
métodos para resolver problemas matematicos. Como consequéncia, esta abordagem
marcou um novo nivel de abstracdo, o conceito de espago vetorial sendo uma
abstracéo de objetos abstratos como vetores geométricos, n-uplas, polinémios, séries
ou fungdes. (DORIER, 1995, p. 176, tradugio nossa®’).

Ao operar com diversas representacGes de espacos vetoriais, 0 estudante podera
realizar uma generalizacdo reconstrutiva (HAREL; TALL, 1991) que ocorre quando o aluno
reorganiza a ideia que tinha desses conjuntos (fungdes, matrizes, polindmios etc) num novo
esquema, reconstruido para responder por essa nova perspectiva: a de que estes conjuntos,
munidos das operacdes de soma e multiplicacdo escalar, sdo unificados na Teoria dos Espacos

Vetoriais. Tall (2002) oferece detalhes desse processo:

19 Lors du processus de la construction du schéme d’espace vectoriel, le sujet travaille sur une collection d’espaces
vectoriels particuliers. Chaque cas spécifique aide le sujet a se rendre compte des différentes propriétés que la
structure posséde, ce qui correspond a I’intériorisation des actions de vérification en processus. Ensuite le sujet
peut encapsuler ces processus en un objet et se rendre compte de ’existence d’une structure générale. Le sujet peut
alors s’apercevoir des propriétés invariantes des espaces particuliers pour construire un nouvel objet qu’on peut
appeler espace vectoriel.

20 Therefore, it can be suggested that the success of axiomatization did not come from the possibility of reaching
a solution to unsolved mathematical problems, but from its power of generalization and unification and,
consequently, simplification in the search for methods for solving problems in mathematics. As a consequence,
this approach marked a new level in abstraction, the concept of vector space being an abstraction of already abstract
objects like geometrical vectors, n-tuples, polynomials, series or functions.
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Por exemplo, nés generalizamos a solucdo de equacdes lineares em duas e trés
dimensdes para n dimensGes e abstraimos a partir deste contexto, a nogdo de um
espaco vetorial. Ao fazé-lo dois objetos mentais muito diferentes sdo produzidos: a
generalizacdo R" e a abstracdo, um espaco vetorial V sobre um campo F. [...] A
generalizacdo R" simplesmente estende a cadeia de ideias de R! para Rz para R3, e
assim por diante [...] A abstracdo V é um objeto mental muito diferente, que é definido
por uma lista de axiomas. Enquanto o primeiro envolve simplesmente uma extenséo
de processos conhecidos, este Gltimo exige uma reorganizagdo mental macica.
(TALL, 2002, p.11, traducdo nossa?').

Conseguir generalizar e abstrair é, portanto, desafio a aprendizagem cujo ensino
precisa acontecer de modo a criar situagfes que levem os estudantes a manifestar esses
processos e nao apenas se limitar a privilegiar as manipulacdes algoritmicas do contetdo. No
desenvolvimento desta pesquisa, ministramos a aula sobre espacos vetoriais, de modo que 0s
préprios estudantes identificassem os axiomas e operassem com eles, evitando apenas expd-los

como uma lista a ser memorizada.

4.3 A construcéo dos conceitos de subespaco, base e dimenséo

Outro conceito importante € o de subespaco vetorial, descrito por Lima (2011)
como um subconjunto de um espaco vetorial, que, relativamente as operagdes de soma e
multiplicacdo por escalar, ¢ ainda um espaco vetorial; ou seja, um subespaco herda as
propriedades dos espacos vetoriais. Em Boldrini et al. (1980), encontramos a seguinte definicao,

descrita na figura 4.

Figura 5 - Definicdo de subespaco vetorial

Defini¢do: Dado um espago vetorial V, um subconjunto W, ndo vazio, serd um subespaco vetorial
de V se:

i) Para quaisquer u, v e W tivermos u + v e W.

i) Para quaisquer a € R, u € W tivermos au € W.

Fonte: Boldrini et al. (1980, p.106).

Como lecionam Boldrini et al. (1980), as condic¢des da definicdo garantem: que 0s
vetores que operam em W continuam em W; para verificar se dado conjunto é um subespaco,

basta que se verifique (i) e (ii), ndo sendo necessario verificar todos os axiomas de espacgo

21 For instance, we generalize the solution of linear equations in two and three dimensions to n dimensions and we
abstract from this context the notion of a vector space. In doing so two very different mental objects are produced:
the generalization n and the abstraction, a vector space V over a field F. [...] The generalization n simply extends
the chain of ideas from 1 to 2 to 3, and so on [...] The abstraction V is a very different mental object, which is
defined by a list of axioms. Whilst the former simply involves an extension of familiar processes, the latter requires
a massive mental reorganization.
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vetorial, pois sdo validos em V que contém W; por causa da condicdo av € W, o vetor nulo deve,
obrigatoriamente, pertencer ao subespaco (caso em que a = 0); todo espaco vetorial V possui
pelo menos dois subespacos, chamados subespacos triviais, que sdo o subespaco nulo formado
pelo vetor nulo {0} e o proprio espaco vetorial V.

Com essas duas Ultimas informacdes, é possivel construir subespacos. Na sessdo
didatica 3, exploramos a construcdo de subespacos de R?, utilizando o software Geogebra. Com
isso, abordamos as representacOes algébrica e grafica das combinacdes lineares e subespacos
de R2 como a maneira de explorar o comportamento dos vetores no gréafico, visualizando as

retas que passam pela origem.

Ao trabalhar com subespacos, um conceito importante, que pode levar a
dificuldades por parte dos estudantes, é o de subespaco gerado no qual, dado um subconjunto
A de um espaco vetorial V, o conjunto de todas as combinagdes lineares dos vetores de A resulta
num subespaco de V gerado por A. Formalmente, pela figura 5, temos a defini¢do de subespaco

gerado.

Figura 6 - Definicé@o de subespaco gerado

Seja X um subconjunto do espaco vetorial E. O subespaco vetorial de E gerado por X €, por
definicdo, o conjunto de todas as combinagdes lineares

(11V]_+ (12V2+ ...t OmVm

de vetores v, ..., Vm € X.

Fonte: Lima (2011, p. 12, grifo do autor).

Na perspectiva de Lima (2011), quando o conjunto de todas as combinagbes
lineares dos vetores de X coincidem com o prdprio espaco vetorial E, diz-se que X é um
conjunto de geradores de E. Compreender esta no¢éo requer a ampliagao do esquema de espaco
vetorial. Nesse caso, € preciso que haja a generalizacdo expansiva, que podera ocorrer a medida
que o aluno for colocado em situag¢fes nas quais ira, ndo apenas, verificar conjuntos geradores,
algebricamente, mas, também, realizar combinagdes lineares via software, por exemplo, e ver
como 0s vetores se comportam graficamente.

Na sessdo didatica 5, os alunos utilizaram o Geogebra para combinar vetores e
descrever o que estava acontecendo nos quadros algébrico e geométrico, de modo que pudessem
perceber a ideia de “gerar” um subespago, bem como o porqué de o subespaco A poder Ser
gerado por um conjunto B de vetores. Assim, tiveram oportunidade de operar com distintas

representacdes e estabelecer relacdes entre os objetos estudados e suas defini¢des. Para isso, a
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postura docente denominada, na Sequéncia Fedathi, como méo no bolso (SANTANA, 2018),
na qual o professor intervém o minimo possivel, foi essencial por deixar os alunos a vontade
para realizar a atividade.

Além disso, outro conceito importante € o de independéncia linear. Se, em um
conjunto de vetores, nenhum deles puder ser escrito como combinagdo linear do outro, entdo o
conjunto é linearmente independente ou LI. Do contrério, caso exista a0 menos um que pode
ser escrito como combinacéo linear dos demais, entdo o conjunto é linearmente dependente ou

LD. Formalmente, temos a seguinte definicdo ilustrada na figura 7.

Figura 7 - Definicdo de independéncia linear

Definicdo: Se S = {v1, V2, ..., i} € um conjunto ndo-vazio de vetores, entdo a equacao vetorial
kivi + kavo + ... + kv, =0

tem pelo menos uma solugdo, a saber,
ki=0,k2=0, .., k=0

Se esta € a unica solucdo, entdo o conjunto S é chamado linearmente independente. Se existem
outras solucdes, entdo S é um conjunto linearmente dependente.

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 169).

Desse modo, para determinar se um conjunto de vetores {vi, V2, ..., i} € LI em um
espaco vetorial V, devemos verificar se a equacao kivi + kovz + ... + kv = 0 possui ou ndo a
solucdo trivial. Além disso, segundo Lay (2011), € essencial trabalhar com o0 menor conjunto

possivel de vetores geradores, sendo que este tem que ser linearmente independente.

Como um subespaco geralmente contém uma infinidade de vetores, alguns dos
problemas envolvendo subespagos podem ser tratados de uma melhor forma através
de um pequeno conjunto finito de vetores que geram o subespaco. Quanto menor for
o0 conjunto, melhor. Pode ser mostrado que o menor conjunto gerador tem que ser
linearmente independente. (LAY, 2011, p. 156).

Assim, dos conceitos de conjunto gerador e independéncia linear, chegamos a base
de um espaco vetorial, que podemos considerar como conjunto gerador minimo ou conjunto

independente maximo. Conforme explica Strang (2009),

O ponto crucial é que uma base € um conjunto independente maximo. Ele ndo pode
ser ampliado sem perder a independéncia. A base é também um conjunto de geradores
minimo. Ele ndo pode ser diminuido e continuar gerando o espaco. (STRANG, 2009,
p. 98; grifo nosso)
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E importante que o professor crie situagdes nas quais os estudantes possam perceber
tais caracteristicas de uma base, pois isso 0 ajudara a delinear um conceito imagem no qual
podera se apoiar quando apresentado a definicdo formal de base, que requer um bom dominio
dos conceitos de conjunto gerador e independéncia linear.

Na sessao didatica 5, o conceito de base foi construido com base em exemplos que
eram discutidos com a participacdo ativa dos estudantes, cujas perguntas feitas por nés —
professora pesquisadora — 0s remetiam a elaborar o conceito imagem da nocdo de base
conforme iam dialogando sobre o tema. Assim, se aproximavam da definicdo formal de base,

ilustrada na figura 8.

Figura 8 - Definicdo de base

21 Uma base para V é uma sequéncia de vetores que possui duas propriedades.conco-
mitantes: ,
1. Osvetores sio linearmente independentes (ndo hd vetores demals).

2. Eles geram o espaco V  (ndo faltam vetores).

Fonte: Strang (2009, p. 95).

Também é importante explorar a representacdo geométrica dos conceitos de
independéncia linear, conjunto gerador e base, como um meio de proporcionar a visualizacao e
a construcdo de imagens mentais que ajudardo na abstracdo destes conceitos. Por exemplo,
numa abordagem geométrica, é possivel ilustrar o fato da base de um espaco vetorial ndo ser
Unica. A figura 9, a seguir, traz um grafico com trés vetores no plano xy, do qual é possivel

observar a dependéncia entre os trés, o conjunto gerador e as distintas bases formadas por eles.
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Figura 9 - Representacdo geométrica de conjuntos geradores e bases

Exemplo 8 O plano xy na Figura 2.4 é apenas R2. O vetor v,, por si mesmo, é linearmente in-
dependente, mas néo gera R% Os trés vetores v,, v,, v, certamente geram R?, mas néo s&o inde-
pendentes. Dois vetores quaisquer entre eles, digamos v, e v,, possuem ambas as propriedades
—eles geram e sdo independentes. Portanto, eles formam uma base. Observe novamente que um
espago vetorial ndo tem, de fato, uma base exclusiva.

P4

Figura 2.4 Conjunto de geradores {v,, v,, v,}. Bases {v|, v,}; {v, v;} € {v,, v;}.

Fonte: Strang (2009, p. 96).

Além disso, todas as bases de um espaco vetorial com dimensao finita sempre terdo
0 mesmo numero de vetores. Isso remete a definicdo do conceito de dimenséo, ilustrada na

figura 10.

Figura 10 - Definicdo da dimenséo

A dimens&o de um espago vetorial de dimens&o finita V é definida como o nimero de vetores de
uma base de V e denotada por dim(V). Além disso, definimos o espaco vetorial nulo como tendo
dimenséo zero.

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 179).

Pela definicdo, temos, por exemplo, que a dim(R") = n, ou seja, a base candnica tem
n vetores. Se dim(Pn) =n + 1, entdo a base candnica tem n + 1 vetores e quando a dim(Mmn) =
mn, a base candnica tem m X n vetores. Segundo Poole (2011, p. 411) “[...] a dimenséo de um
espaco vetorial é o seu ‘niimero magico’”, pois, se conhecendo a dimensdo de um espaco
vetorial V, obtemos muitas informagdes sobre V, e isso pode diminuir o trabalho ao lidar com
certos tipos de calculos. Assim, o autor propGe o teorema descrito na figura 11, cuja

demonstracdo nao iremos abordar.
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Figura 11 - Teorema baseado na dimenséo de um espaco vetorial

Teorema 7: Seja V um espaco vetorial com dim V = n. Entéo:

a. Qualquer conjunto linearmente independente em V contém no maximo n vetores.

b. Qualquer conjunto gerador de V contém no minimo n vetores.

c. Qualquer conjunto linearmente independente em V, com exatamente n vetores, € uma base para
V.

d. Qualquer conjunto gerador de V, com exatamente n vetores, é uma base para V.

e. Qualquer conjunto linearmente independente em V pode ser estendido para uma base para V.

f. Qualquer conjunto gerador de V pode ser reduzido a uma base para V.

Fonte: Poole (2011, p. 411).

Analisando a formulacao destes conceitos numa perspectiva piagetiana, temos que
a construcdo do esquema de espaco vetorial passa pela assimilacdo de conceitos ja conhecidos
dos alunos (vetores, matrizes, conjuntos etc.), cuja unificacdo, pela adicdo e multiplicagéo
escalar, desencadeard os conflitos cognitivos (desequilibrios) necessarios a ocorréncia da
acomodacdo, ou seja, a modificacdo de esquemas mentais (do aluno) para dar conta do conceito
de espaco vetorial. A medida que o aluno reflete sobre essas operagbes, podera fazer o
reflexionamento a um patamar superior do conceito de espaco vetorial. Este reflexionamento,
seguido por uma tomada de consciéncia do objeto espaco vetorial, representa a ocorréncia de
uma abstracdo, que, segundo Tall (2002), se d& mediante a generalizacao reconstrutiva.

Os demais conceitos, como subespaco, base e dimensdo, serdo construidos pela
expansdo dos esquemas de espaco vetorial, pelo aluno. Nesse caso, ndo requer uma abstragéo
profunda quanto a do espago vetorial. Para que ocorra a compreensdo destes conceitos e
expansdo dos esquemas de assimilacdo de espaco vetorial, estes precisam ser explorados
fortemente em suas representacdes; ou seja, é necessaria a familiaridade com a manipulagéo
das operacOes de adicdo e multiplicacdo escalar, as combinacOes lineares, verificacdo de
axiomas de espaco vetorial, conjunto gerador, base etc., de modo a relacionar os significados
algébricos e geométricos as propriedades, teoremas e defini¢cdes. Enfim, o aluno precisa dispor
de ferramentas que o tornem apto a generalizar e abstrair as caracteristicas e fungdes destes
conceitos na Teoria dos Espagos Vetoriais. Infelizmente, em muitas salas de aula da disciplina
Algebra Linear, estes contetidos sio abordados numa so6 aula expositiva.

O proximo capitulo descreve os procedimentos metodol6gicos, indicando o tipo de
pesquisa, a metodologia adotada e detalhes de como se deu cada etapa da investigacdo de

campo, incluindo os instrumentos de coleta de dados e as categorias de analise.
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5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo cuidamos da descricdo da metodologia de pesquisa e dos
procedimentos metodoldgicos que foram a base dos experimentos de campo, desde a fase de
coleta dos dados até a analise e interpretacdo deste. Todos os procedimentos foram delineados
em consonancia com os objetivos da investigagédo, de modo que cada um pudesse ser apreciado
e vislumbrado no decorrer de cada etapa deste estudo. Embasamo-nos em Bogdan e Biklen
(1994), Yin (2010) e Ponte (2006).

5.1 Concepcao e desenvolvimento da pesquisa de campo

O principal objetivo desta investigacao foi compreender como a mediagéo docente,
apoiada na Sequéncia Fedathi, pode influenciar o desenvolvimento do Pensamento Matematico
Avancado de alunos de licenciatura em Matematica em aulas de Algebra Linear. Para isso, foi
preciso analisar a préatica de ensino, considerando as multiplas relaces que se estabelecem em
sala de aula e buscando evidenciar, nesse contexto, informagdes que respondessem aos
questionamentos do estudo.

Nesse sentido, tratamos de uma pesquisa qualitativa, que atendeu as caracteristicas
definidas por Bogdan e Biklen (1994), uma vez que: o ambiente natural foi fonte direta dos
dados (sala de aula); descrevemos os fenbmenos no contexto em que aconteceram; houve foco
no processo e ndo no produto; os resultados foram analisados de maneira indutiva, cujas
interpretacdes foram constituidas conforme os resultados iam emergindo e se organizando; os
significados emergentes tiveram vital importancia, pois ndo apenas forneceram respostas as
questdes do estudo, mas, também, consideraram a perspectiva dos sujeitos e 0 modo como
vivenciaram a Sequéncia Fedathi.

Por ser um estudo cujas perguntas de pesquisa buscaram responder “como” e “por
que” a SF pode influenciar o desenvolvimento do PMA, tendo em vista “como” o professor
realiza a mediacdo em sala de aula, bem como pelo fato de os fendbmenos precisarem ser
investigados no contexto em que acontecem, havendo pouco controle sobre 0s eventos,
elegemos como metodologia de pesquisa o estudo de caso, que segundo Yin (2010, p. 23): “[...]
sdo métodos preferidos quando: (a) as questdes ‘como’ ou 'por que' sdo propostas; (b) o
pesquisador tem pouco controle sobre os eventos; (c) o enfoque esta sobre um fendmeno
contemporaneo no contexto da vida real”. Além disso, uma das principais vantagens do estudo

de caso para esta investigacéo decorre da possibilidade de estudar o caso em profundidade.
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Ao realizar este estudo de caso, optamos pela utilizacdo de multiplas fontes de
evidéncias, de modo a fazer, ao final das anélises, a triangulacdo dos dados. Segundo Yin
(2010), a principal vantagem do uso de multiplas fontes de evidéncia é o desenvolvimento de
linhas convergentes de investigacdo, de modo que “[...] qualquer achado ou conclusdo do
estudo de caso €, provavelmente, mais convincente e acurado se baseado em diversas fontes
diferentes de informagé&o, seguindo um modo corroborativo.” (p.143).

Assim, para coleta dos dados, utilizamos seis fontes de evidéncia: observacao direta
e participante, entrevista focal, questionarios, gravacdes em audio e video, atividades (usando
lousa, papel e/ou computador) e féruns para discussdo. Estas foram aplicadas no
acompanhamento, observagcao, elaboracio e execucio de aulas de Algebra Linear, tendo como
foco a acdo docente em sala de aula, sem desconsiderar a participacdo dos estudantes. A figura

12 ilustra as fontes utilizadas.

Figura 12 - Distintas fontes de evidéncia utilizadas
para coleta de dados.

Observagio
Direta

. Observagio
Foruns Participante

Fontes de

. Evidencia |
%-ggf Didlogos
Questionarios Atividades

Fonte: Elaborado pela autora.

Além disso, o estudo teve forte cunho descritivo, uma vez que buscamos descrever
com detalhes os principais fatos vivenciados, de modo que pudéssemos adotar, apos a descrigdo
dos fenbmenos, a perspectiva pragmatica, que, segundo Ponte (2006), se caracteriza como uma
das perspectivas do estudo de caso:

Um estudo de caso pode seguir uma de duas perspectivas essenciais: (a) uma

perspectiva interpretativa, que procura compreender como é o mundo do ponto de
vista dos participantes e (b) uma perspectiva pragmatica, cuja intencdo fundamental é
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proporcionar uma perspectiva global do objecto de estudo, do ponto de vista do
investigador, tanto quanto possivel completa e coerente. (p.12).

Apesar de levar em consideracdo o ponto de vista dos participantes da investigacéo,
0s resultados remeteram ao pragmatismo, uma vez que, partindo do caso particular em estudo,
buscamos uma visdo geral da mediacdo docente na Sequéncia Fedathi, considerando as
implicacbes de sua pratica, ao proporcionar situacdes que contribuissem para o
desenvolvimento de processos do Pensamento Matematico Avancado.

Especificamente, trabalnamos com a Algebra Linear com foco nos contetdos de:
espaco vetorial, subespacos, base e dimensdo, sendo que, para analisar a mediagcdo docente
preconizada pela Sequéncia Fedathi e suas implicacGes para o desenvolvimento do PMA,
dividimos a pesquisa em trés etapas: 1%) Observacdo de aulas de Algebra Linear mediadas
segundo a SF; 2%) Aplicacdo da SF em um curso de extenséo; e 3%) Verificacdo das impressoes
dos sujeitos sobre a SF.

Para analise de cada etapa nos apoiamos na Analise de Conteddo, de Bardin
(2004?), por ser um método bastante empregado quando se pretende analisar contetido de fontes
distintas, como discurso, entrevistas, documentos, entre outros. Desse modo, obedecemos 0s
seguintes passos, ao lidar com os dados coletados:

a) pré-analise - procedemos a organizacdo do estudo, realizando a leitura flutuante
dos dados obtidos para termos uma visdo geral das partes e selecionar categorias
que auxiliassem na fundamentacéo da interpretacao das informacoes;

b) exploracdo do material - codificamos os dados em unidades de analise para
serem categorizados, segundo suas semelhancas e diferencas;

¢) tratamento dos resultados - realizamos inferéncias para interpretacdo dos dados
e dissertacdo dos resultados.

Os topicos a seguir descrevem cada etapa, detalhando os sujeitos, locus,

procedimentos e como se deu a analise dos dados.

5.1 Primeira etapa: observacgdo da Sequéncia Fedathi

Essa etapa aconteceu em abril de 2016, ocasido em que observamos quatro sessoes
didaticas da disciplina “Introdugdo a Algebra Linear”, ministradas pelo Professor Doutor
Herminio Borges Neto, mentor da Sequéncia Fedathi, que ha 30 anos a utiliza como

metodologia de ensino. Essas observacdes foram essenciais para compreensdo da atitude e
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postura do professor em sala de aula, tendo em vista um ensino voltado para a construgdo do
conhecimento matematico.

Desse modo, buscamos atender ao primeiro objetivo especifico: entender como a
SF propicia a construcdo conceitual de conteidos da Algebra Linear. Para isso, a coleta de
informacdes se deu por meio de observacao direta, na qual buscamos estudar as relagdes entre
o contetido matematico trabalhado nas aulas e a abordagem metodoldgica da Sequéncia Fedathi.

As aulas aconteceram aos sabados no curso de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), realizado na Universidade Estadual do Ceara.
Trata-se de uma disciplina eletiva, com turma composta por 13 alunos, cuja ementa consta no
Anexo 1. Duas sessdes didaticas foram gravadas em &udio e video, transcritas e retextualizadas,
para serem analisadas de modo mais detalhado. Os temas das aulas gravadas foram: sistemas
de equacdes lineares, espacos vetoriais e subespagos. O quadro 5 descreve os procedimentos

realizados.

Quadro 5 — Sintese da coleta de dados da 12 etapa da pesquisa

Objetivo Locus Sujeitos Procedimentos Registro
Entender como a SF Sala de aula (P6s- Audio/video;
- x x Professor da x ~
propicia a construgédo graduacdo) disciplina Observacao Anotagdes de
conceitual em Algebra Disciplina: Algebra P direta. campo.

Linear. Linear

Fonte: Elaborado pela autora.

Para analise dos dados, utilizamos como categorias os principios e fases da SF,
descritos em Sousa (2015) e os processos de PMA, descritos por Dreyfus (2002), como meio
de extrair indicios de sua presenca na mediacao docente. O quadro 6 ilustra essas categorias.

Quadro 6 - Categorias de analise estabelecidas a priori
Categorias

Tomada de posicéo.

Maturacéo.

Solucéo.

Prova.

Plateau dos alunos.

Anélise do ambiente.

Analise tedrica.

Acordo didatico.

Postura méo-no-bolso.

Processo de representacao.

Processos de Pensamento Matematico | Processo de sintese.
Avancado (DREYFUS, 2002) Processo de generalizacao.

Processo de abstracéo.

Fases da Sequéncia Fedathi

Principios da Sequéncia Fedathi
(SOUSA, 2015)

Fonte: Elaborado pela autora.
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Buscamos observar atentamente as a¢des do professor da disciplina com foco na
maneira como os contetdos foram trabalhados, para que, assim, pudéssemos compreender
como o conteudo foi organizado nas fases da Sequéncia Fedathi, tendo em vista 0 ensino
voltado para a construcdo de conceitos da Algebra Linear. Os resultados proporcionaram
elementos que auxiliaram na preparacdo das sessdes didaticas, ministradas na segunda etapa da
investigacao, contribuindo para a compreensdo da analise tedrica, integrante do primeiro nivel

da SF, conforme descreve Sousa (2015).

5.2 Segunda etapa: vivéncia da Sequéncia Fedathi

A segunda etapa deste estudo aconteceu nos meses de marco, abril e maio de 2017
e tratou da vivéncia da Sequéncia Fedathi em um curso de extens&o?? intitulado: Introducao as
nocdes elementares da Algebra Linear, que teve duracio de 40h e aconteceu na Universidade
Estadual Vale do Acarat (UVA), localizada na cidade de Sobral/CE. Com este curso buscamos
atender ao segundo objetivo da pesquisa: Identificar na mediacdo docente possiveis relacoes
com o desenvolvimento do Pensamento Matematico Avancado. Doravante, nos remeteremos
ao curso, somente como “Curso de Introdu¢io a Algebra Linear”. O quadro 7 ilustra os

procedimentos adotados na coleta dos dados.

Quadro 7 - Sintese da coleta de dados da 22 etapa da pesquisa

Objetivo Locus Sujeitos Procedimentos Registro
Laboratério de Audio/video:
Identificar na mediagao Ensino de Aplicagéo da )
o ~ o ) Fotografia;
docente, possiveis relagdes Matemaética 8 alunos de SF; x
. . : - .. .| Anotacgdes de
com o desenvolvimento do (LEMA) licenciaturaem | Questionérios; campo:
Pensamento Matematico - Matematica Grupo focal. PO,
Avancado Curso de
extensédo

Fonte: Elaborado pela autora.

O Curso de Introducio a Algebra Linear aconteceu em nove encontros, com trés
horas de duragdo cada um, dos quais descrevemos e analisamos sete, uma vez que o primeiro e
o ultimo foram dedicados a apresentacdo do curso e realizacdo de entrevista, respectivamente.

O quadro 8 traz o cronograma dos contetidos abordados no curso:

22 Junto a UVA, o curso e o grupo de estudos integraram o projeto de pesquisa intitulado: “Constru¢io de nogdes
abstratas da Algebra Linear: reflexdes sobre ensino e aprendizagem”. Neste relatério, porém, nos referiremos a
ambos, separadamente, para manter a clareza das ac6es realizadas.
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Quadro 8 - Cronograma do curso de Introducéo a Algebra Linear

Aulas Data Conteudos
1 quarta-feira 22/03 Apresentacdo do curso
2 sexta-feira 24/03 Espacos vetoriais
3 quarta-feira 29/03 Subespacos vetoriais
4 segunda-feira 10/04 Combinacéo linear
5 quarta-feira 12/04 Geradores
6 quarta-feira 17/04 Atividade no Laboratério de Informética
- sexta-feira 14/04 Feriado — Paix&ao de Cristo
7 quarta-feira 19/04 Atividade no Laboratério de Informatica
- sexta-feira 21/04 Feriado — Tiradentes
8 quarta-feira 26/04 Base e dimensdo
9 sexta-feira 28/04 Avaliagéo do curso (grupo focal/questionario)

Fonte: Elaborado pela autora.

Os contetdos trabalhados no Curso foram: espacos vetoriais, subespacos gerados,

conjuntos geradores, independéncia linear, base e dimensédo, distribuidos em nove encontros

presenciais. As aulas aconteceram as quartas e sextas, das 8 as 11 horas da manha. Contou com

nove alunos, cujos critérios de selecdo foram: ja ter cursado a disciplina Algebra Matricial (1°

semestre) e no ter cursado Algebra Linear (4° semestre). Assim, os sujeitos do estudo foram

alunos do 2° ao 4° semestre.

Para completar a carga horaria de 40 horas, bem como a fim de obter outras fontes

de coleta de dados, adotamos a plataforma Moodle, vinculada a UVA, como Ambiente Virtual

de Aprendizagem, visando a disponibilizar: slides das aulas (1h); material complementar de

estudo (3h); videos-tutoriais de utilizacdo do software Geogebra (1h); forum para discussdo

(4h); e exercicios (4h). A figura 13 ilustra a tela principal da plataforma utilizada, exibindo os

materiais e atividades desenvolvidas.
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Figura 13 - Ambiente Virtual de Aprendizagem utilizado no curso

& Curso: Projeto: Construir X

<« C | ® ead2uvanetbr/course/view.php?id=20
Curso Introdugdo as Nogdes Elementares da Algebra Linear
Neste espago estdo as atividades e materials que complementam a carga horaria de nosso curso.

=) Forum - Aplicagdes da Algebra Linear

Video - Escalonamento pelo método de Gauss-Jordan
[
B Resumo Espaco e subespaco vetoria
4
B Exercicios - Subespacos Vetoriais

z
] Resumo_Base

Material Complementar

Video - Tutorial - Vetores no Geogebra
Link - Download do software Geogebra
Link Portal Khan Academy - Algebra Linear

Fonte: Elaborado pela autora.

Para analisar a mediacdo do ensino nas sessOes didaticas, utilizamos a Anélise de
Contetido (BARDIN, 2004), sendo que: na pré-analise, foram realizadas a transcricdo dos
audios e a descricdo dos acontecimentos, na integra, de cada sessdo didatica, bem como
delineamos as categorias que nortearam as analises iniciais. Para a exploracdo do material
coletado, fizemos a retextualizacdo das transcri¢Ges, selecionando os trechos dos didlogos mais
relevantes para auxiliar na descri¢do de cada aula. Ao fazer o tratamento dos resultados, apés a
descricdo e andlise prévia de cada sessdo didatica, realizamos a inferéncia e interpretacdo tendo
como parametro as categorias preestabelecidas, mas sem desconsiderar novas categorias que

emergiram dos dados.

Especificamente, verificamos os didlogos estabelecidos no decorrer da abordagem
dos contetidos e 0 modo como foram trabalhados o0s recursos e estratégias de ensino em cada
sessdo didatica, buscando com isso evidéncias de relacbes entre a acdo docente e 0
desenvolvimento dos processos de PMA. Assim, as categorias estabelecidas foram, como na
primeira parte do estudo, as fases da Sequéncia Fedathi: tomada de posi¢do, maturacéo, solucdo
e prova; e 0s processos de Pensamento Matematico Avancado descritos por Dreyfus (2002),
tais como: representacdo, sintese, generalizacdo e abstracdo, alem do conceito imagem e

conceito defini¢do, de acordo com Tall (1988; 1995).
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5.3 Terceira etapa: impressoes dos sujeitos

A terceira etapa da pesquisa se deu na modalidade grupo de estudos, em que 0s
estudantes puderam conhecer a Sequéncia Fedathi e, a0 mesmo tempo, expor suas impressoes
sobre a experiéncia vivenciada no Curso de Introducdo & Algebra Linear. Com isso, buscamos
atender ao terceiro objetivo especifico da pesquisa: Conhecer os reflexos da mediacdo docente
nas impressdes dos alunos participantes da pesquisa. A coleta de dados se deu por meio de
anotacdes de campo, questionarios, entrevista coletiva e foruns a distancia no ambiente Moodle.

O quadro 9 traz um resumo dos procedimentos de coleta de dados.

Quadro 9 - Sintese da coleta de dados da 3? etapa da pesquisa

Objetivo Locus Sujeitos Procedimentos Rggistro
Estudantes que AUdiO;.
Conhecer os reflexos da LEMA e . Fotografia;
o participaram do Realizacdo do ~
mediacdo docente nas curso de UG de Anotacdes de
impressdes dos alunos Grupo de dUCAD 3 g pd campo;
articipantes da pesquisa Estudos Intro ugaoa estudos. Foéruns de
P ' Algebra Linear. . x
discussao.

Fonte: Elaborado pela autora.

Os encontros do grupo de estudos aconteceram em maio de 2017, duas semanas
apos a realizacdo do Curso de Introducéo & Algebra Linear, ocasido em que os alunos ja haviam
manifestado opinides sobre a metodologia adotada no Curso, por meio de entrevista coletiva
como grupo focal e de um questionario escrito com questdes abertas. Esses depoimentos foram
coletados antes de conhecerem a Sequéncia Fedathi, tendo por base apenas suas percepcdes
sobre 0 que vivenciaram no Curso. Dos sete alunos que concluiram o Curso, somente quatro
puderam participar do grupo de estudos, pois 0s demais tiveram que assumir outros
compromissos nesses dias e horarios.

Desse modo, o grupo de estudo aconteceu no periodo de 17 de maio a 07 de junho
de 2017, tendo dois encontros presenciais e trés a distancia, compondo uma carga horaria total

de 20 horas. O quadro 10 traz o cronograma dos encontros do grupo de estudos:

Quadro 10 - Cronograma do Grupo de Estudos

Encontros Data Atividades Horarios/Datas
1¢e Quarta-feira 17/05 Apresentagdo da Sequéncia Fedathi 8:00 as 11:00
22 A distancia 18/05 Forum: Tomada de Posicao e Maturagdo De 18 a 24/05
32 A distancia 24/05 FOrum: Solucdo e Prova De 24 a 31/05
42 A distancia 31/05 Tarefa: Planejando uma sess3o didatica De 31/05 a 07/06
52 Quarta-feira 07/06 Apresentac3o das sessbes didaticas 8:00 as 11:00

Fonte: Elaborado pela autora.
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Optamos por estudos a distancia para evitar evasao e proporcionar autonomia aos
estudantes ao estudarem teoricamente a Sequéncia Fedathi. A figura 14 ilustra a pagina inicial

do grupo no ambiente Moodle.

Figura 14 - Pagina inicial do ambiente virtual de aprendizagem Moodle

M Entrada [4) - claudiafont. X &) Curso: Projeto: Constru x

< C | @ ead2uvanetbr

GRUPO DE ESTUDOS

N N
B BB

MATERIAL COMPLEMENTAR

[
B oianejar un ) SF... P
o

Fonte: Elaborado pela autora.

No primeiro encontro, apresentamos a Sequéncia Fedathi e conversamos sobre a
experiéncia vivenciada no curso de extensdo. Além disso, houve atividades a distancia em que
o0s estudantes participaram de dois foruns, voltados para discussdes sobre a tomada de posicéo,
maturacao, solucéo e prova, e uma tarefa que foi postada no ambiente Moodle e apresentada
em sala no Gltimo encontro do grupo. A tarefa consistiu no planejamento de uma sessao didatica
utilizando a SF. Para isso, eles poderiam escolher qualquer contetido de Matematica.

As analises, nesse caso, focaram nas falas dos estudantes, coletadas por meio de
grupo focal, questionarios e forum para discusséo, cuja analise se deu com base em Bardin
(2004?). As falas dos discentes foram registradas em &udio, inicialmente transcritas e
retextualizadas, de modo a serem exploradas, selecionando os trechos relevantes e organizando-
0s em unidades de andlise, das quais foram extraidas as ideias centrais de cada depoimento,
para entdo fazermos o tratamento dos resultados, realizando sua inferéncia e interpretagéo.
Surgiram categorias que auxiliaram a compreender como a Sequéncia Fedathi tornou a

compreenséo da Algebra Linear significativa para os estudantes, segundo seus relatos.
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Em cada etapa, realizamos internamente a triangulagdo dos dados obtidos das
distintas fontes de evidéncia utilizadas, e, ao final, realizamos a triangulacdo dos resultados
obtidos nas trés etapas, de modo a buscar linhas convergentes de interpretacdo, como modo de
aumentar a confiabilidade do estudo de caso, visualizar significados relevantes que tenham
ficado ocultos, elaborar o fechamento das ideias e contribui¢fes da pesquisa para 0 meio
académico, bem como verificar se 0s objetivos da investigagdo foram alcangados.

No capitulo que segue, trazemos a descri¢éo das aulas observadas na primeira etapa
da pesquisa, cujos resultados auxiliaram a compor a analise tedrica das sessbes didaticas

ministradas na segunda etapa da investigagéo.
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6 OBSERVACAO DA SEQUENCIA FEDATHI

Neste capitulo, descrevemos e analisamos duas sessfes didaticas ministradas pelo
Prof. Dr. Herminio Borges Neto, precursor dos estudos sobre a Sequéncia Fedathi
desenvolvidos na Faculdade de Educacéo da Universidade Federal do Ceard. Considerando sua
ampla experiéncia com a SF, julgamos pertinente observar suas aulas, buscando evidenciar o
que suas acOes em sala de aula, implicitamente, podem revelar em termos da construcao de
conceitos elementares da Algebra Linear, tendo em vista a impossibilidade da introducio de
tais conceitos por meio de situagdes-problema, conforme destacado por Dorier et al. (2000, p.
98).

Desse modo, na primeira etapa da investigacdo, o professor foi o principal sujeito,
fornecendo informacdes relevantes sobre a estruturacdo e organizacdo do conteddo ministrado
em cada aula. Os resultados serviram para ampliar nossa visdo sobre o primeiro nivel da SF —
preparacdo — auxiliando a melhor compreender a analise tedrica e o planejamento de sessfes
didaticas. Além disso, trouxeram os primeiros indicios de como a SF pode favorecer o
desenvolvimento do PMA.

Conforme descrito no capitulo 5, as aulas aconteceram em abril de 2016, numa
turma do Mestrado Profissional em Matemética, na disciplina Algebra Linear, composta de 13
estudantes, todos professores da educacédo basica. A seguir, descrevemos duas sessdes didaticas

analisadas com foco na acdo do professor em sala de aula.

6.1 Sessdo didatica 1 - Sistemas de Equagdes Lineares

Esta aula aconteceu no dia 09 de abril de 2016 e teve trés horas de duracdo. O
objetivo foi abordar a resolucdo de sistemas de equacOes lineares, de modo a promover
reflexdes sobre a maneira como os conteudos matematicos sdo geralmente abordados em sala
de aula. O docente discutiu com a turma a importancia de o professor ndo se prender tanto ao
livro didatico e valorizar mais o raciocinio matematico, sem se limitar a mera transmissao de
regras de manipulacdo dos contetdos.

A tomada de posic¢éo aconteceu quando o professor apresentou a turma um sistema
linear e chamou um aluno para resolver na lousa. Um aluno, prontamente, se prop0s resolver,
porém, questionou qual método deveria usar. O professor, por sua vez, nao sugeriu nenhum
método. Assim, o aluno livremente escolheu o método da adi¢do, chegando ao seguinte

resultado, ilustrado na figura 15.
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Figura 15 - Resolucdo de um aluno usando o método da adi¢éo
{x +y =36 @Y
X—y=2 (2)

Meétodo da adigdo: somando membro a membro (1) + (2), temos:
2x = 38
x =19
Substituindo x = 19 em (2):
xX—y=2
19—-y=2
y =17
Fonte: Pesquisa direta (2016).

O docente questionou a turma se a solucdo estava correta. Os alunos afirmaram que
sim. O professor afirmou que ndo. Os alunos riram. O professor insistiu que estava errado, mas
em seguida confirmou estar correto, porém, destacou que o procedimento de resolucdo nédo
estava. O erro estava no método escolhido. Esta observacao causou estranhamento na turma,
porém, a situacdo provocada pelo docente teve o intuito de chamar aten¢éo para o procedimento
de resolucdo adotado. Ao afirmar que o aluno errou, tendo este claramente acertado a questéo,
o professor provocou a davida, fez os alunos reverem seus conceitos e refletirem sobre a
situacdo colocada.

O momento de resolucdo caracterizou as fases de maturacdo e solucdo da
Sequéncia Fedathi. Estas foram essenciais para dar prosseguimento a aula, pois, com base na
resolucdo do aluno, o professor criticou 0 método da adicdo, afirmando que, ao somar 0s
membros, se reduz o sistema a uma equacdo. Um sistema, no entanto, ndo pode ser uma
equacdo. Nesse ponto destacou o conceito de equivaléncia, mais especificamente, sistemas
equivalentes, que, embora muito importante, passa despercebido e pouco se explora com os
alunos na educacdo bésica. O professor reescreveu o sistema na lousa, seguido de sistemas

equivalentes, como mostra a figura 16.

Figura 16 - Sistemas equivalentes

{x+y=36 {x+y=36 {x+y=36
xX—y=2 2x + 0y = 38 x+0y=19

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Ao reescrever, 0 docente explicou a importancia de se abordar sistemas

equivalentes e comparou com o método da adicdo. Defendeu o argumento que os professores
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deveriam ensinar este contetido na escola, deixando claro aos alunos que houve a soma das
equacdes, porém, que essa soma resulta num sistema equivalente ao primeiro, tendo, portanto,
ambos a mesma solucdo. O estudante precisa saber que pode substituir um sistema por outro
equivalente.

Em seguida, destacou a importancia da ordem de x e y para que o sistema continue
equivalente, enfatizando que, ao operar com as equacdes, as variaveis permanecem inalteradas,

pois, X e y tém papel posicional, podendo o sistema ser escrito conforme mostra a figura 17.

Figura 17 — Comparacédo dos sistemas e matrizes

{x+y=36 {x+y=36 {x+y=36
x—y=2 2x + 0y = 38 x+ 0y =19
1 1 36 1 1 36 1 1 36
1 -1 2 2 0 38 1 0 19

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Com isso, o docente mostrou que trabalhou somente com o essencial, ou seja, com
a esséncia da resolucdo de sistemas de equacdes lineares, que, no caso, € a equivaléncia de
sistemas. O procedimento foi substituir o sistema inicial por sistemas equivalentes. Feito isso,
o professor sistematizou os passos realizados comparando com o que o aluno fez inicialmente.

Fez isso perguntando a turma o que foi feito, até chegar as seguintes respostas:

a) somar a primeira linha com a segunda;
b) dividir a segunda linha por 2; e
c) subtrair a segunda linha da primeira.

Dessa sistematizacdo, com auxilio dos discentes, o professor conseguiu que
chegassem nas operagdes elementares:

1) adicionar uma linha a outra;

i) multiplicar uma linha por uma constante nao nula; e

iii) trocar uma linha com outra.

O professor finalizou esta abordagem, destacando que, apos trabalhar com os
sistemas equivalentes, € oportuno explorar a resolugdo por escalonamento, apontando-o como
mais eficiente do que outros métodos para resolver sistemas lineares. Destacou que deveria ser
abordado desde o ensino fundamental, sem que se fale em matrizes, pois com ele é possivel se
resolver e discutir qualquer sistema de equacéo linear. Assim, o professor realizou a fase de

prova, formalizando o assunto.
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Observemos que ao questionar os alunos quanto as operacdes realizadas sobre as
linhas e pedir que descrevessem como fizeram, o professor incentivou 0 pensamento
matematico, suscitando a ocorréncia de processos mentais, como: a observacgéo da estrutura dos
sistemas lineares e do resultado das operacOes realizadas sobre as linhas. Com isso, 0s
estudantes puderam sintetizar os passos realizados, chegando nas operac6es elementares sobre
as linhas de uma matriz. Eis um exemplo de como a Sequéncia Fedathi pode favorecer o
pensamento matematico dos estudantes, proporcionando a experiéncia da descoberta.

Ao abordar a resolucdo de sistemas de equacdes lineares, com énfase no conceito
de sistemas equivalentes, e destacar o método de eliminacdo de Gauss como o mais eficiente,
0 docente corrobora Lima et al. (2006) ao acentuarem que: “O método mais eficiente para
resolver sistemas é o do escalonamento, ou eliminacdo gaussiana. Ele é elementar, consagrado
por seu uso secular e, a0 mesmo tempo, atual”. (p. 118).

Se fosse uma aula cuja metodologia se baseasse apenas na reproducéo de conteudo,
a técnica do escalonamento seria diretamente apresentada e ensinada passo a passo, partindo da
definicdo, ndo havendo, portanto, oportunidade de compreensdo da Matematica por tras da
técnica. Com a Sequéncia Fedathi, o foco foi o raciocinio matematico, proporcionando o
didlogo constante durante a abordagem do contetido, de modo que os alunos nédo se limitaram
a ouvir passivamente. O quadro 11 traz um resumo das fases da Sequéncia Fedathi vivenciadas

nesta sessdo didatica.

Quadro 11 - Resumo da vivéncia da Sequéncia Fedathi
Fase Ac0es realizadas
Apos falar da importancia de se ensinar com foco no raciocinio matematico,

Tomada de . X . . .
Posicao o0 professor apresenta a seguinte questdo: Dois conjuntos cuja soma é 36 e a
diferenca é 2. Quais sdo 0s dois conjuntos?
Maturago Alunos resolvem o sistema linear usando métodos de sua preferéncia.
Aluno apresenta sua resolugdo usando o metodo da adicdo. O professor
Solugio questiona 0 método utilizado e com base na solucdo do aluno vai construindo

um método de resolucdo de sistemas de equacOes baseado no conceito de
sistemas equivalentes, relacionando o saber antigo ao saber novo.

O professor com auxilio dos alunos sistematiza os passos realizados,
Prova formalizando as operagdes sobre as linhas de uma matriz. Somente ao final
fala do método do escalonamento.

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Fazendo um resumo de como se deu o ensino da resolucdo de sistemas de equagdes

lineares nesta sessao didatica, temos que a construcdo do conhecimento aconteceu com base no
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conceito de sistemas equivalentes, em que o professor conduziu a aula, de modo que pudesse
ao final, deduzir as operagOes elementares sobre as linhas de uma matriz, contando com a
participacdo ativa dos alunos o tempo todo.

Em distintos momentos, o professor tentava instigar o raciocinio dos alunos,
levando-os a pensar sobre a atividade matemética e seu funcionamento. Buscou fazé-los
perceber certas caracteristicas da Matematica subjacentes ao contetdo, bem como conduzi-los
a sistematizar os procedimentos realizados, mediante a extracdo de determinadas
caracteristicas. Essa acdo favorece a interacéo de variados processos mentais, que poderao levar
a generalizacdo. O exercicio constante dessa maneira de pensar sobre a atividade matemaética

pode aproximar o aluno dos processos de PMA descritos por Dreyfus (2002).

6.1.1 Anélise da mediacdo docente na sessdo didatica 1: as categorias emergentes

Usando a técnica da Anéalise de Conteudo (BARDIN, 2004?), observamos que, no
decorrer dessa sessao didatica, surgiram na fala docente certos termos, palavras, frases que se
repetiam com frequéncia, as quais classificamos como unidades de andlise, por trazerem
informacdes relevantes a compreensdo de como se deu o0 ensino baseado na Sequéncia Fedathi.

Com suporte nelas, definimos as categorias, destacadas no quadro 12.

Quadro 12 - Categorias emergentes da sessdo didatica 1

Unidades de Analise Categorias
Sistemas lineares Contetdo
“Trabalhar o raciocinio matematico ”
“Trabalhar o essencial ”’ Esséncia do contetido
“Sistema equivalente”
“perfumaria” Manipulag&o algoritmica
Atencéo aos procedimentos realizados para Raciocinio matematico
sistematizacéo do conteudo
. . « . Conhecimento prévio do aluno;
Diferentes métodos de resolucdo de sistemas p
i Elemento desafiador
lineares n .
Interacdo saber antigo/novo

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Partindo do fato de que, na tomada de posi¢éo, devemos oferecer aos alunos uma
situacdo desafiadora, cuja exploragéo levara ao delineamento do saber em questdo, buscamos
identificar relacOes entre as categorias emergentes e a situacdo proposta pelo professor. Desse

modo, de acordo com o quadro 12, as unidades de analise extraidas da fala docente se referem,
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especificamente, ao conteudo trabalhado na aula, privilegiando aspectos que precisam ser
cuidadosamente pensados, pois tém muito a dizer em relacdo a maneira como 0s conteldos
foram tratados nas fases da Sequéncia Fedathi.

Na abordagem do conteudo de sistemas de equacgdes lineares, as expressoes
“trabalhar o raciocinio matematico” e “trabalhar o essencial” foram mencionadas com
frequéncia pelo docente para chamar atencdo dos estudantes quanto & importancia e a
necessidade de o raciocinio matematico ser praticado com maior énfase em sala de aula, a
medida que se trabalha a esséncia do conteldo, ou seja, o conceito central, cuja exploracédo fara
com que o contetido possa ser compreendido de maneira significativa. Por exemplo, o conceito
de “sistema equivalente”, que foi abordado, de modo que, com base nele se pudesse chegar a
solucédo, fazendo operacdes sobre as linhas dos sistemas da matriz associada ao sistema, deduzir
suas propriedades e sistematizar um método geral de resolucéo.

O termo “perfumaria” também foi bastante utilizado nas falas do professor.
Analisando o contexto, constatamos que foi usado para se referir a informacdes periféricas a
esséncia do contetdo, referentes, principalmente, a técnicas algoritmicas. Por exemplo, o
professor classificou como “perfumaria” o exercicio da técnica de escalonamento, ou seja, a
parte mecanica do contetdo, que seria exercitada somente apds o estudante compreender o
processo de resolucdo por meio da nogao de sistema equivalente. Desse modo, esta unidade foi
categorizada como manipulacéo algoritmica do conteudo.

Além disso, durante a mediacdo do ensino, o professor, constantemente, orientava
os alunos a prestarem atencdo aos procedimentos, de modo que pudessem observar o que estava
sendo feito, os passos realizados por eles, fato este que ficou evidente, quando, dialogando com
a turma, chegaram juntos a sistematizagdo do conteido. Assim, a “aten¢do aos procediment0s
realizados para sistematiza¢ao do conteudo” foi inserida na categoria raciocinio matematico,
pois, a medida que o aluno é estimulado a prestar atengdo aos passos realizados, esta refletindo
sobre sua acdo, observando seu raciocinio e buscando visualizar o todo, rumo a sistematizacédo
esperada pelo professor.

Também observamos que o docente, com frequéncia, conduzia os alunos a se
lembrarem dos métodos usados para resolver sistemas de equagdes, referindo-se a eles como
inadequados para abordagem deste conteudo. Insistia em afirmar que o método da adi¢éo, que
um aluno utilizou para resolver um sistema, estava errado, embora a solugéo estivesse correta.
Esta insisténcia se configurou como elemento desafiador, pois desempenhou o papel de
despertar a atengdo do estudante para o que estava sendo trabalhado, partindo do que ele j&

sabia.
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Assim, a discussdo sobre os métodos de resolugéo de sistemas de equaces lineares
proporcionou a interacdo dos conhecimentos prévios dos alunos (saberes antigos) com 0 novo
conteddo que seria abordado, sendo, portanto, classificado por nés como interacdo saber
antigo/novo, que, por sua vez, desempenhou papel determinante na escolha do que chamamos
elemento desafiador. Por exemplo, sendo os distintos métodos de resolucdo de sistemas de
equacdes lineares pertencentes aos conhecimentos prévios dos alunos, o elemento desafiador
foi escolhido com vistas a levar o estudante a utilizar pelo menos um destes métodos, de modo
que ele pudesse refletir sobre isso, sendo desafiado a pensar sobre 0 assunto transpondo a

manipulacéo algoritmica.

6.2 Sessao didatica 2 — Espaco e subespaco vetorial

A sessdo didatica 2 aconteceu em 16 de abril de 2016, tendo como tema espagos e
subespacos vetoriais. A introducdo do contedo de espacos vetoriais se deu pela abordagem do
plateau, sendo exploradas as operac@es e propriedades aditivas e multiplicativas, de modo a se

identificar sua presenca na estrutura de conjuntos distintos. Segundo o docente,

Professor: - Posso muito bem comecar a trabalhar espaco vetorial e depois dar
exemplos, mas ndo é a forma adequada de se aprender. A forma mais adequada, é
vocé antes, entender certas nuances que tem certos conjuntos, que tem uma
operacionalidade, para depois generalizar.

Na reproducdo dessa fala, fica visivel a intencdo do professor de chamar a atencao
da turma para observar o conteudo do ponto de vista de sua estrutura, considerando
particularidades, seguindo um raciocinio que remeta a uma visao mais ampla do assunto,
expandindo sua aplicabilidade para consolidar o processo de generalizacdo. Assim, o docente
sinalizou que, para compreender o assunto, € preciso sair da zona de conforto de apenas
memorizar as propriedades e caracteristicas dos espacos vetoriais.

O docente explorou as caracteristicas e propriedades dos espagos vetoriais, levando
os alunos a refletirem sobre as estruturas que o caracterizam, tendo como primeiro exemplo a
soma de funcdes e a multiplicacdo destas por uma constante escalar, remetendo-os a observar
seu carater operatorio. Fez 0 mesmo com o conjunto das matrizes. Com isso, destacou que a
compreensdo da Algebra Linear tem estreita relacdo com a acio de montar uma estrutura

matematica. Em determinado momento, questionou:
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Professor: — O que faz a Algebra Linear? Abstrair! Como é que o matematico faz?

Ele vai abstrair essas caracteristicas: vai categorizar, analisar, classificar essas

caracteristicas. Em vez de estudar cada caso separadamente, estudar uma coisa

mais geral.

Nessa fala, o professor incentivou os estudantes a priorizarem processos implicitos
a atividade matematica (categorizar, analisar, classificar), estimulando acfes mentais que
possibilitem a compreensdo do conhecimento matematico e que poderdo, conforme for sendo
trabalhado constantemente, desenvolver processos de PMA. Foi também uma maneira de
incentivar a autonomia discente ante os conceitos da Algebra Linear.

Em seguida, o professor trouxe outros exemplos de conjuntos ja conhecidos dos
alunos, tais como R", matrizes, vetores (representando forcas), enfatizando que estes conjuntos
podem ser somados e multiplicados por escalares, sendo importante enxerga-los do ponto de
vista de suas propriedades operatorias. Apresentou, também, um contraexemplo em que uma
funcdo dada ndo era fechada em relacdo a multiplicacdo por escalar, reforcando o papel dessas
operacdes na caracterizacdo do conceito que estava sendo aos poucos sistematizado.

Ao mostrar distintos conjuntos, incentivando os estudantes a identificarem neles as
operacdes de soma e multiplicacdo por escalar, o professor suscitou a generalizacdo
reconstrutiva, que, segundo Harel e Tall (1991), ocorre quando o aluno reorganiza a ideia que
tinha desses conjuntos, num novo esquema, reconstruido para dar conta dessa nova perspectiva:
a de que estes conjuntos com tais operacdes séo unificados na Teoria dos Espacos Vetoriais.

A acdo dos alunos durante a aula foi no sentido de acompanhar o raciocinio do
docente, participando ativamente do dialogo, questionando e sugerindo outros exemplos, como
foi 0 caso dos nimeros complexos, abordado apos um estudante comentar: “— As operagdes
com vetores sdo muito parecidas com operagdes com numeros complexos...”. Desse
comentario, o professor explorou a estrutura operatoria dos complexos, comparando com
vetores no R2. Esse momento explicita o quao preparado deve estar o professor ao mediar uma
aula segundo a SF.

Mais adiante, ao definir um espaco vetorial, 0 professor comparou as operacoes de
soma e multiplicacdo por escalar com as operacgdes elementares que os estudantes estudaram
ainda na infancia. Com isso, percebemos o cuidado em reaver os saberes antigos relacionando-

0s ao conhecimento que se esta a construir, conforme ilustra a fala seguinte.

Professor: — O que seria um espaco vetorial? E um conjunto geralmente nao vazio,
com operacao interna chamada adi¢do e uma multiplicacao, que satisfaz uma série
de propriedades. Agora, veja como é parecido com as operacdes elementares que
vocés viram quando eram pequenos.
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Assim, fez o que chamamos de interacdo dos saberes antigos com 0S novos,
chamando atencdo para as operacGes que estruturam um espaco vetorial, em distintos conjuntos,
que ele exemplifica e os compara, verificando suas estruturas. Além disso, a generalizacéo foi
tratada como a finalizacdo de um processo no qual o aprendiz precisa extrair e entender
determinadas caracteristicas comuns a certos conjuntos, que serdo generalizados num objeto
mais geral, no caso, 0s espacos vetoriais. Desse modo, percebemos uma preocupagao por parte
do professor em trabalhar o conteddo de um ponto de vista que contemplasse os aspectos

unificador e generalizador da Algebra Linear, conforme ilustra a seguinte fala:

Professor: - Em vez de estudar as matrizes separadamente. Ao invés de estudar as
funcBes separadamente. Ao invés de estudar o R" separadamente. O que vou fazer?
Vou juntar tudo na mesma estrutura e estudar essa estrutura ao mesmo tempo. [...]
Um conjunto de forcas atuando num ponto, nada mais € do que um espaco vetorial.
Forca € um conceito da Fisica. O que tem a ver as forcas com R2? Nada! A ndo ser
as estruturas... O que a matematica faz? Trabalha as estruturas.

Em seguida, o professor fez uma tomada de posicdo em que passou a explorar
exemplos e contraexemplos de espaco vetorial, no qual utilizou a questéo ilustrada na figura

18, extraida do livro adotado na disciplina.

Figura 18 - Contraexemplos apresentados na tomada de posicao

1.4 Diga. em cada caso. por que o conjunto com as operacoes indicadas nao

satisfaz a delinicao de espaco vetorial. onde a € R.
a) R2Z. com as operacoes:

(z,y)+ (2,y) = (z + 2,y +¢) ¢ a(z,y) = (3az, 3ay).
b) R2, com as operacoes:

(z,y) + (2, ) = (z2/, yy') e a(z,y) = (ax,0).

Fonte: Hefez e Fernandez (2012, p. 13).

O item (a) foi explorado de modo que o professor ia verificando e discutindo com
os alunos cada propriedade dos espacos vetoriais, sendo que essa agdo de acompanhar e
participar ativamente desse momento caracterizou a fase de maturacgéo. O professor fez uso de
representacdes geometricas para melhor visualizacdo do que estava sendo trabalhado, de modo
a articular os quadros algébrico e geométrico. Assim, a verificacdo de cada propriedade,
realizada juntamente com os alunos, configurou a fase de solucédo da SF. J& a formalizag&o do

conceito de espaco vetorial por meio das propriedades caracterizou a fase da prova.
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No momento seguinte, o professor deixou que os alunos resolvessem o item (b),
sendo esta uma nova tomada de posi¢do, que fez com que os alunos se debrucassem para
resolver, caracterizando a fase de maturacdo. Com isso, foi suscitada a abstracdo formal na qual
os alunos iriam manipular formalmente as propriedades ja discutidas, sendo que, embora nédo
se trate de uma demonstracao rigorosa, ela introduz o processo de verificagdo que usa do rigor
matematico para ser validada. Na etapa da solu¢do, um aluno foi a lousa verificar as
propriedades, porém, ao comecar, o professor sugeriu que ele fizesse um exemplo que nédo
estava no livro. O estudante aceitou e o professor reescreveu o item (b), ficando: (x, y) + (x,
y')=(x+x’, 1)ec(xy) = (cx, cy).

O aluno fez a verificacdo de cada propriedade, concluindo que o elemento neutro
ndo satisfazia. Ao sugerir que o aluno resolvesse outra questdo, o docente tentou produzir
“desequilibrio”, fazendo com que o estudante revisse a maneira de verificar as propriedades,
observando se estava mesmo ciente delas. Esse momento caracterizou maturacéo e solucéo,
simultaneamente, uma vez que ele teve que resolver a medida que apresentava a resolucdo da
questdo para a turma. Como isso, temos que, dependendo da mediacdo docente, estas fases
podem ocorrer em simultaneo. A fase da prova se caracterizou pela verificacdo da solucdo do
aluno, feita pelo docente e demais estudantes, que analisaram cada propriedade.

Na sequéncia, foi abordado subespacgo vetorial, descrito como subconjunto que
herda as propriedades dos espacos vetoriais. Foram explorados seu significado e propriedades.
Novamente, o professor chamou atencao para a estrutura, explicando que esse tipo é diferente
das estruturas dos célculos, pois se esta trabalhando de uma forma bem genérica com suporte
nas propriedades. Assim, ressaltou a necessidade de se pensar na estrutura, dando exemplo do
R2:

Professor: Para pensar a reta como um espago do R? eu tenho que pensar a reta
no eixo do x e no eixo do y (um plano cartesiano). A reta s6 passa a ser subconjunto
do Rz quando eu penso a reta como tendo duas coordenadas. O R? séo 0s pares x e
y, e reta ndo € um par (X,y), a reta é a reta. Na algebra linear eu trabalho a reta
como um subespaco vetorial do R2 onde essas propriedades aqui sao satisfeitas. Na
reta do espaco vetorial R a nogdo de distancia ndo existe. A Unica coisa que existe
sao essas duas propriedades: soma e multiplicacdo por escalar. Se vocé pensar o
R2 do ponto de vista da Analise, vocé calcula a distancia entre dois pontos, vai
construir a geometria analitica.

Nessa fala, o professor tentou levar os alunos a pensarem na reta sob o ponto de
vista das operagdes de soma e multiplicacdo por escalar, que a fazem ser um subespaco vetorial

do R?, no qual a ideia da reta como sendo a menor distancia entre dois pontos distintos, neste
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caso, ndo é considerada. Assim, o professor suscitou a ocorréncia da generalizagdo expansiva,
pois, nesse caso, 0 estudante estard expandindo seus esquemas de assimilagdo que guardam as
informacdes sobre o conceito de subespaco vetorial que agora sera expandido, para dar conta
da ideia de subespaco como sendo gerado por um determinado conjunto de vetores.

Com essa generalizacao, podera ocorrer a abstracdo da ideia de subespaco vetorial
que os estudantes precisam alcancar para melhor compreensio dos objetos da Algebra Linear.
Para isso o docente se apoiou fortemente nas representacdes geométricas dos espacos e
subespacos trabalhados, fornecendo variados modos de representar o contedo, explorando
tratamento e conversdo de registros, de modo a estimular o pensamento matemaético dos

discentes, conforme ilustra a figura 19.

Figura 19 - Distintas representacdes utilizadas pelo professor

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Em seguida, o professor trabalhou com a construcao de subespagos, em que fez uma
nova tomada de posicao, ao questionar: “- Como construir subespagos?” A maturacédo se deu

conforme ele ia explicando e instigando a turma a refletir sobre esse processo.

Professor: Pego um vetor v qualquer, diferente de zero. Entéo, se o v ¢ diferente
de zero, 0 que é esse subespaco que eu construo que contém o v? Ele tem que conter
0 v, tem que conter o zero. O que mais? Tem que ser fechado para a adicéo.
Aluno: -v.

Professor: Tem que conter o -v. O que mais?

Aluno: Porqué ai ja fecha para a adicéo, ndo é?

Professor: isso, mas ele tem que conter os multiplos de v. Se ele conter os multiplos
de v, entdo qual é a aparéncia dele? Ele vai ficar assim: tem que conter o (Ov, v,
2v, 3v...) sdo os multiplos dele... os cv, ndo €?

Apo6s mais alguns questionamentos, o subespaco construido ficou assim: (0, v, w,

vtw, cv, ¢’'w, cvtc’'w), caracterizando com isso a fase da solugcdo. Em seguida, vem a fase da
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prova, em que com base nessa construgdo, o docente descreveu e formalizou o conceito de
subespaco gerado. Por fim, foram trabalhados exercicios em que os alunos puderam se debrucar
sobre outras questdes. O quadro 13 ilustra que ocorreram sucessivos ciclos caracterizando as

fases da Sequéncia Fedathi nesta aula.

Quadro 13 - Resumo da vivéncia da Sequéncia Fedathi na sessdo didatica 2

Fase Acdes realizadas
Tomada de Verificar por que R2 com as operag@es: (x, y) + (x’, y) =(x +x’,y +y’)ea(x,
Posicao y) = (3ax, 3ay), ndo satisfaz a definicdo de espago vetorial.
Se deu a medida que os alunos acompanhavam ativamente a explanacéo do
Maturacio professor, parj[icipando do diélog_o, sgja perguntando, citando exemplos,
dentre outras intervengdes, que sinalizam um processo de reflexdo sobre o
que estava sendo discutido.
A solugéo foi sendo construida a medida que as discussdes ocorridas na
Solucéo maturacgdo foram convergindo para a caracterizacdo de espago vetorial,
mediante a verificacdo de cada propriedade.
Prova A prova foi (? momento de formalizag&o das propriedades e definicdo do
espaco vetorial.
Tomada de Verificar por que R2 com as operacgdes: (x, y) + (x’, y’) = (xx’, yy’) e a(xy) =
Posicéo (ax, 0), ndo satisfaz a definigdo de espaco vetorial.
x Os alunos se debrugaram para resolver a questdo proposta com base nas
Maturacéo . . .
propriedades formalizadas anteriormente.
Um aluno se propGe a responder a questdo na lousa, porém, o professor
Solugéio sugere que mude a operacdo, ficando: (x, y) + (x’, y’) = ()_c +x’, 1)ec(xy) =
(cx, cy). Ele resolve e apresenta sua solugdo a turma. Assim, nesse caso,
houve maturacéao e solucao simultaneamente.
Prova Se caracterizou pela verifice}géo da solucéo dq aluno, feita pelo docente e
demais estudantes, que analisaram cada propriedade.
Tomada de Apos apresentar a definigdo de subespago, o professor questiona: “Como
Posicéo construir subespagos?”
Se deu & medida que os estudantes acompanharam ativamente a explanagdo
Maturagéo do professor, respondendo seus questionament.os, refletindo sobre o que
estava sendo proposto e revendo as caracteristicas dos subespacos para poder
chegar a sua construcéo.
~ Ocorreu quando o subespaco foi construido pelo professor e alunos, com
Solucéo L/ .
base nos dialogos encadeados na fase anterior.
Prova Se deu com a formalizagéo do conceito de subespaco gerado.

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Nesta sessdo didatica, a abordagem dos conceitos de espaco e subespaco vetorial se
deu partindo do que os alunos ja sabiam, para entdo haver a exploracdo de novos conceitos

mediante a construcdo conceitual, sem se limitar unicamente a exposicdo de definicGes,
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propriedades, teoremas e demonstragdes, mas enfatizar as relagdes e estruturas matematicas
subjacentes ao contetido que foi trabalhado, de modo que os alunos identificassem a presenca
das operaces de soma e multiplicacdo por escalar na estrutura de variados conjuntos.

Além disso, cabe ressaltar que a acao direta dos alunos sobre 0s conceitos ocorreu
apos a mediacdo dialogada sobre as propriedades e exploracdo de exemplos e contraexemplos,
cuja maturacao, nesse caso, pdde ocorrer também durante o acompanhamento atento dos alunos
as explicacOes e discussdes acontecidas durante a aula. Desse modo, a etapa de maturacdo da
SF, no ensino superior, ndo se limitou ao momento de debrugamento sobre atividades propostas,
mas também ocorreu nos momentos de explanacdo do contetdo, uma vez que houve discusséo
e participacdo ativa dos alunos refletindo sobre o assunto trabalhado, no formato de
guestionamentos, levantamento de hipoteses, ou mesmo esclarecimento de duvidas. Coube ao
docente saber mediar esse momento de maturacdo, em que os estudantes estdo ainda a conhecer

as primeiras caracteristicas do conteudo trabalhado.

6.2.1 Andlise da mediacdo docente na sessdo didatica 2: as categorias emergentes

No decorrer da aula, observando as falas e as ac6es do professor, surgiram unidades

de anélise que foram inseridas nas categorias expressas no quadro 14.

Quadro 14 - Categorias emergentes da sessdo didatica 2

Unidades de Analise Categorias
Espaco e subespaco vetorial Conteudo
Estrutura matematica Esséncia do conteudo

Raciocinio matematico
Elemento desafiador
Conhecimento prévio do aluno

Reconhecer a estrutura matematica

Funcdes, matrizes, vetores... Pré-requisitos do contetdo
Interacéo saber antigo/novo
Operagéo de soma e multiplicagéo por escalar. Esséncia do contetdo

Destaque a extragdo de caracteristicas implicitas | Raciocinio matematico
aos contetdos
Representacdo geométrica Estratégia de ensino
Contraexemplos Estratégia de ensino
Fonte: Pesquisa direta (2016).

Tal como na aula anterior, foram extraidas unidades de analise referentes ao
contetdo abordado. Segundo o quadro 14, tem-se espaco e subespaco vetorial como contetido

trabalhado, cuja abordagem teve a expressdo “estrutura matematica”, constantemente, no
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discurso docente, com o propédsito de levar o estudante a perceber a estrutura subjacente a
Teoria dos Espacos Vetoriais, ou seja, leva-lo a pensar além da aplicagdo de regras e técnicas
algoritmicas. Assim, foi categorizada como esséncia do conteudo, por ter papel determinante
na compreensdo da Teoria dos Espacos Vetoriais. O ato de “reconhecer a estrutura matematica”
foi classificado como raciocinio matemético e foi estimulado pelo docente, visando a levar o
aluno a saber separar o0 que é estrutura do que néo &, revendo o conteldo e sua acao sobre ele.
Além disso, também foi utilizada como elemento desafiador, uma vez que o docente desafiava
0 aluno a perceber a estrutura dos exemplos trabalhados em sala, sendo que este nem sempre é
habito dos discentes.

Funcgbes, matrizes e vetores foram exemplos de espacos vetoriais usados pelo
professor com vistas a mostrar sua semelhanca estrutural. Sdo contetidos pré-requisitos para
compreensdo do conceito de espaco vetorial e faziam parte dos conhecimentos prévios dos
alunos (professores de Matematica). Nesse caso, estes exemplos foram classificados como
interacdo saber antigo/novo, pois eram ja conhecidos pelos alunos em outros contextos e com
base nestes foi possivel chegar no novo conteddo, a medida que o aluno passaria a vé-los numa
nova perspectiva: a dos espacos vetoriais.

A operagéo de soma e multiplicacdo por escalar foi classificada como esséncia do
contelido, por se tratar da principal caracteristica dos espacos vetoriais a ser observada nos
conjuntos trabalhados, sendo, portanto, 0 &mago da estrutura dos espacos vetoriais. Além disso,
o0 destaque a extracdo de caracteristicas dos contetudos enfatizado pelo professor, foi a maneira
de estimular o raciocinio matematico, valorizando o pensamento do aluno e incentivando-o a
focar em aspectos relevantes. Ja 0 uso de variadas representacdes dos espacos e subespacos
vetoriais, e dos contraexemplos, foi classificado como estratégias de ensino usadas pelo

professor para melhor explorar o assunto.

6.3 Interpretacao das categorias emergentes

As unidades de anéalise extraidas de cada sessdo didatica foram classificadas em
categorias, descrevendo, de modo geral, o papel exercido por estas durante as aulas.
Comparando ambas as sessoes, as reclassificamos como subcategorias, conforme mostra o

quadro 15, que as define conforme sua funcdo nas aulas analisadas.
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Quadro 15 - Significado das categorias emergentes das sessdes didaticas 1 e 2

Subcategorias

Significado

Conteldo

Conteldo a ser trabalhado na sessdo didatica.

Esséncia do contetdo

Se refere ao &mago do conteldo, base a partir da qual interagem as demais
nocoes, relacdes e procedimentos. E o conceito ou operagdo com a qual o
professor guiard a construgéo do conceito trabalhado. O docente precisa
ter um bom dominio do assunto para poder identifica-la adequadamente.

Raciocinio matematico

Atividade mental que pode levar & compreensdo de cada conteudo. Precisa
ser estimulado pelo docente, que deve orientar os discentes na busca pela
compreensdo das relacdes e conexdes entre 0s objetos matematicos
estudados.

Elemento desafiador

Se refere a um aspecto especifico do conteudo capaz de provocar 0s
desequilibrios necessarios a acomodacdo dos novos saberes, promovendo
a davida entre os alunos, de modo que estes se sintam impulsionados a
buscar o equilibrio, ou seja, sintam-se motivados a alcancar o
entendimento do que estdo a manipular. Envolve o conhecimento prévio
do aluno e propicia a interacdo entre saberes antigos e novos.

Interacdo saber
antigo/novo

Parte do conhecimento prévio do aluno buscando relacionar saberes
antigos e novos através do elemento desafiador, responsavel por
desencadear os desequilibrios necessarios a aprendizagem.

Estratégias/recursos de
ensino

Séo procedimentos e recursos didaticos utilizados pelo professor para
facilitar a abordagem do contetdo, em especial, de particularidades que
precisam ser compreendidas sob diferentes enfoques.

Manipulagdo
algoritmica

Se refere ao conhecimento matematico subjacente aos procedimentos
algoritmicos e técnicas de resolucao, que precisam ser exercitados apos
compreensdo da esséncia do conteido trabalhado.

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Comparando as subcategorias descritas no quadro 15 com o referencial tedrico que

trata dos principios da Sequéncia Fedathi, definidos por Sousa (2015), chegamos no quadro 16

que evidencia relagdes diretas com a analise teorica e o plateau.

Quadro 16 - RelacBes entre as subcategorias e 0s principios da Sequéncia Fedathi

Categorias a priori

Subcategorias

Principios da Sequéncia
Fedathi (SOUSA, 2015)

Esséncia do contetido
Raciocinio matematico
Estratégias de ensino
Manipulagdo algoritmica
Elemento desafiador/motivador
Interacdo saber antigo/novo

Andlise tedrica

Plateau

Fonte: Pesquisa direta (2016).
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Segundo o quadro 16, estdo inseridos na analise tedrica a esséncia do contetdo, o
raciocinio matematico, as estratégias de ensino e a manipulacdo algoritmica. A esséncia do
conteddo pode guiar a escolha do desafio, as estratégias de ensino e o delineamento dos
objetivos. Além disso, o professor podera pensar em como estimular o raciocinio matematico
dos discentes, trabalhando aspectos relacionados & metacognicdo, dai a importancia da escolha
de estratégias de ensino adequadas para estes fins. A manipulagdo algoritmica, também, faz
parte da analise teorica, sendo importante que o professor tenha consciéncia de seu papel, pois
precisa ser explorada, de modo que o aluno possa internalizar ambos os enfoques: o conceitual
e o algoritmico.

Outro ponto importante é a escolha do elemento desafiador que provocard nos
alunos os desequilibrios necessarios a acomodacdo dos novos saberes. Essa escolha requer o
conhecimento do plateau, em que a partir do conhecimento prévio dos alunos, o docente podera
vislumbrar como fazer a interacdo do que os alunos ja sabem com o que precisam aprender. Ao
preparar a aula com esta estrutura, o contrato didatico estara, a medida que for sendo executado
em sala de aula, implicitamente, sendo modificado, pois 0s alunos, conscientemente ou néo,
internalizardo a maneira como o professor trabalha, bem como o modo de a atividade
matematica ser desenvolvida. Assim, poderdo eles préprios, a cada contetido, buscar perceber
o funcionamento da atividade matematica, analisando suas acdes, o préprio pensamento
matematico, se questionando: qual a estrutura que esta por tras deste assunto? Esse contetdo

pode ser generalizado? Que caracteristicas precisam ser extraidas?

6.4 Sistematizacdo dos resultados

Tendo os resultados desta analise convergido com as categorias andlise tedrica e
plateau, estruturamos o esquema ilustrado na figura 20, que descreve como o conteudo foi
tratado na abordagem metodoldgica da Sequéncia Fedathi. Assim, mostramos a analise teorica,
delineada com base nas relacOes entre as subcategorias evidenciadas no quadro 15 e os
pressupostos da Sequéncia Fedathi, caracterizando uma estrutura organizacional que guiou a

elaboracdo das sessdes didaticas elaboradas e ministradas na segunda parte desta pesquisa.
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Figura 20 - Esquema organizacional dos contetdos na Sequéncia Fedathi

Interagédo saber antigo/novo
CONTEUDO < ; » PLATEAU

| L

Esséncia do

Conhecimento

conteudo prévio
S Elemento
l Raciocinio e i
Manipulagdo Pré-requisitos

algoritmica

!

[ Recursos/estratégias ] iy

co-rHunoZoe—Ud

Fonte: Pesquisa direta (2016).

De acordo com a figura 20, definido o contedo matematico que sera trabalhado, o
professor deve identificar sua esséncia, bem como os procedimentos necessarios a manipulacéo
algoritmica, as a¢Bes do raciocinio matematico necessarias a construgdo conceitual do contetido
e, ainda, escolher estratégias de ensino que o auxiliem na abordagem. Além disso, € preciso
considerar que o ensino deve partir do que o aluno ja conhece. Desse modo, o professor precisa
identificar os conhecimentos prévios dos alunos (diagndstico do plateau) e analisar se estdo em
consonancia com os pré-requisitos minimos necessarios ao bom acompanhamento do assunto.
Com isso podera verificar relacbes entre saberes antigos e novos, que ajudara a definir um
elemento desafiador ou, simplesmente, um desafio que possa ser usado para instigar o interesse
e 0 senso investigativo dos estudantes.

Segundo os resultados obtidos, além de verificar tais elementos, é importante que o
professor tenha uma visao geral da sessao didatica, compreendendo que o0 ensino, na perspectiva
da Sequéncia Fedathi, deve partir de uma situacdo generalizavel, que possa se utilizar de
procedimentos e operacdes que permitam fazer uma sistematizacdo dos passos realizados e
ideias trabalhadas, que culminardo num modelo geral de resolucao, conforme ilustra a figura
21.
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Figura 21 - Visao geral da sessao didatica na Sequéncia Fedathi

SITUACAO .
DESAFIADORA | Tomada de Posicdo
GENERALIZAVEL
-~
PROCEDIMENTOS E Mauua(;ﬁo
OPERACOES
o

i N
SISTEMATIZACAO Solucédo
L A
P
MODELO GERAL Prova ]
L

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Na sessdo didatica 1 que abordou sistemas lineares, por exemplo, a situacdo

x+y=36

generalizavel foi o sistema: { Xx—y=2 com caracteristicas triviais, com a qual os estudantes

se sentiam a vontade para resolver. As operagdes sobre as linhas de sistemas equivalentes
caracterizaram os procedimentos e operacgdes, que culminaram na sistematizacao da solugéo e
no esboco de um modelo geral de resolucdo, nesse caso, a base do método de eliminacdo de
Gauss.

Concluimos que, nessas aulas, os elementos que surgiram como subcategorias
evidenciaram uma estrutura organizacional do conhecimento inerente aos conteidos
trabalhados nas sessdes didaticas, dando sustentacdo ao processo de mediacdo do ensino, uma
vez que influenciaram no modo como o ensino foi conduzido. Portanto, resultaram em
ferramentas tedricas que podem ser utilizadas na preparacdo de sessdes didaticas, sobretudo na
analise teorica, visando a organizagdo do contetdo voltada para a construgdo conceitual. A

figura 22 ilustra este resultado.
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Figura 22 — RelagGes entre a organizacdo do conteldo e as fases da Sequéncia
Fedathi

Interagdo zaber antipo/novo

CONTEUDO | « > PLATEAU

previo
| | Raciocinie  erafiador t

Mamipulagio

algoritmica

Pré-requizitos

Y

SITUACAD - .
DESAFTATORA Tomada de Pozigdo J
CENERALIZAVEL
Maturagio
SISTEMATIZACAD Solugio
Prova

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Nesse caso, a figura 22 é uma juncdo das figuras 20 e 21, que relaciona a
organizacdo do contetdo as fases da Sequéncia Fedathi, conforme a percebemos na estrutura
das sessdes didaticas observadas. Com base nesse modelo, condensamos as informagdes em
diagrama, ilustrado na figura 23, de modo que este pudesse auxiliar a organizar o conteudo, de
sorte a planejar as aulas do curso Introducéo as Nocdes Elementares da Algebra Linear com

vistas a propor situagdes nas quais os alunos pudessem vivenciar a construgdo conceitual.
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Figura 23 - Esquema utilizado na andlise tedrica
ESSENCIA DO
CONTEUDO \
I CONTEUDO — PLATEAU
MANIPULAGRO |
ALGORITMICA
L’ ELEMENTO DESAFIADOR

RECURSOS/ESTRATEGIAS

Fonte: Pesquisa direta (2016).

Na figura 23, o estimulo ao raciocinio matematico fica implicito na maneira como
o professor ira mediar o desafio a ser trabalhado em cada sessdo didética, cuja escolha devera
considerar a esséncia do conteudo e o plateau, em consonancia com a utilizacdo de recursos e
estratégias de ensino que auxiliem o aluno a supera-lo. Nesse sentido, temos indicios de que 0s
processos de PMA podem existir desde a preparacdo das sessdes didaticas, uma vez que o
professor pode planejar como fara a mediacao do ensino, de modo a contemplar o estimulo ao

raciocinio matematico que subjaz a mobilizacdo destes processos pelos estudantes.

O capitulo a seguir descreve a segunda etapa da investigacdo, em que a Sequéncia
Fedathi foi vivenciada por nds no Curso de Introducdo a Algebra Linear, destinado a alunos de
licenciatura em Matematica. Nesse caso, as sessdes didaticas foram preparadas utilizando os
resultados sintetizados na figura 23.
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7 A VIVENCIA DA SEQUENCIA FEDATHI E O DESENVOLVIMENTO DO PMA

Neste capitulo, exprimimos os resultados da pesquisa, situando-0s nos niveis da
Sequéncia Fedathi - preparacdo, vivéncia e andlise. Destacamos os principais achados
referentes a postura e mediacdo docente, buscando relagdes com 0s processos que constituem
0 Pensamento Matematico Avancado.

Especificamente, na preparagdo, descrevemos como se deu o planejamento das
sessOes didaticas; na vivéncia, contemplamos os didlogos e a maneira como foram explorados
0s recursos didaticos e estratégias de ensino; e, na analise, verificamos a mediacdo docente na
perspectiva das impresses dos sujeitos sobre a Sequéncia Fedathi. Assim, analisamos 0s
resultados na perspectiva dos processos de PMA, definidos por Dreyfus (2002), Harel e Tall
(1995) e Tall (1988;1995).

Os dados foram coletados na segunda e terceira partes da pesquisa de campo, que
aconteceu nos meses de marco e abril de 2017, com a realizac¢do de um curso de extenséo (40h)
denominado “Introdugio as Nogdes Elementares da Algebra Linear” e, em seguida de um grupo
de estudos (20h) sobre a Sequéncia Fedathi. Ambos aconteceram na Universidade Estadual
Vale do Acarad, localizada no Municipio de Sobral/CE, tendo como publico-alvo estudantes

do curso de Licenciatura em Matematica.

7.1 Preparacao das sessdes didaticas

A tese de Sousa (2015) traz a Sequéncia Fedathi em trés niveis: preparacao,
vivéncia e analise. Destes, a preparacao se refere ao planejamento da sessao didatica, que deve
considerar a analise do ambiente e a andlise tedrica, para elabora¢do do plano de aula. Nos
resultados descritos no capitulo 6, a analise tedrica se destacou, sendo fundamental para a
organizacdo da abordagem do contetdo com vistas a criar um ambiente de ensino favoravel a
construgdo dos conceitos estudados. Assim, todas®® as sessdes didaticas foram elaboradas de
modo a trazer implicitamente a légica contida no esquema da figura 23, obtido na primeira
etapa deste estudo. Por exemplo, ao planejarmos a sessdo didatica sobre espaco vetorial, a

analise teorica foi organizada conforme a estrutura ilustrada na figura 24.

23 A andlise tedrica de cada sessdo didatica se encontra disponivel nos Apéndices B, C, D, Ee F.
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Figura 24 - Resumo da analise tedrica da sessao didatica 1
ESSENCIA

Soma de vetores e
multiplicagdo de vetor

por escalar CONTEUDO PLATEAU
I ESPACO Vetores no plano e no
MANIPULACAO VETORIAL — espaco.

Adicdo e multiplicacdo.

Operagbes com ‘ /

vetores

DESAFIO
\ Elaboracdo dos axiomas de

espaco vetorial, pelos alunos.

$

Mediacdao por meio de perguntas
e uso de slides.

ESTRATEGIAS/RECURSOS

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Pela figura 24, temos que a abordagem do conteldo de espago vetorial requer,
inicialmente, que olhemos para o plateau, entendido como o patamar do qual o ensino devera
partir, considerando os conhecimentos prévios dos alunos e os contetdos pré-requisitos de
espaco vetorial, que, no caso, compreendem “vetores no plano e no espago”, bem como a
“adi¢do e a multiplicagdo”. Assim, o diagnostico do plateau foi realizado considerando o perfil
dos estudantes, os quais ja haviam cursado a disciplina Geometria Analitica Vetorial. Desse
modo, antes da tomada de posi¢do, ao iniciar a aula, foi realizada uma explanacgéo breve sobre
vetores, de modo a relacionar o que os alunos ja sabiam com o basico que precisavam saber
para responder acerca do assunto focalizado.

Em seguida, foi identificada a esséncia do contetdo, que, no caso, é a “adicdo
vetorial e a multiplicagdo por escalar”, bem como a manipulacdo algoritmica, necessarias a
compreensdo, e que envolveram as operacGes com vetores como elementos dos espacos
vetoriais. Com isso, se pdde relacionar o plateau e os conteddos que precisariam ser trabalhados
nesta sessdo didatica, para em seguida escolhermos o elemento desafiador ou, simplesmente, o
desafio, associado ao objetivo geral da aula, que foi a elaboracdo dos axiomas de espaco
vetorial, pelos alunos, em oposi¢do ao que geralmente acontece em aulas deste contetdo, cujos
axiomas séo apresentados pelo professor como uma lista, podendo levar os alunos a apenas

memoriza-los.
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Ap0s a escolha do elemento desafiador, sondamos quais recursos ou estratégias de
ensino poderiam auxiliar na realizagdo do desafio proposto. Assim, foi escolhida a “mediagao
por meio de perguntas e uso de slides”, na qual a explicacao do contetido se deu como dialogos,
com a participacao ativa dos alunos, a medida que eram trazidas informacGes sobre o assunto
por meio dos slides e explanagdes na lousa.

Por conseguinte, esta andlise tedrica nos remeteu a delinear os objetivos da sesséo
didatica, uma vez que ja tinhamos uma visao geral do que precisaria ser abordado. Desse modo,
0s objetivos foram:

e compreender 0 conceito de espaco vetorial a partir das operagdes de soma e

multiplicacdo por escalar;

e rever a nogdo de vetor e as operacdes de soma e multiplicagéo por escalar;

e perceber a aplicabilidade dessas operagdes a conjuntos matematicos distintos;

e conhecer as propriedades que garantem que um determinado conjunto € um

espaco vetorial; e

verificar se um conjunto dado é um espaco vetorial.

Ao analisar a preparacdo de cada sessdo didatica, observamos que a esséncia do
conteudo foi determinante na organizacdo das aulas, pois orientou a elaboracdo dos objetivos e
escolha dos desafios a serem propostos. Ela sinalizou que aspecto do contetdo o aluno
precisaria perceber para compreender a teoria, contemplando o significado implicito ao
conceito estudado. Na Teoria dos Espacos Vetoriais, se 0 aluno ndo perceber o papel das
operacdes de adicdo e multiplicacdo escalar, provavelmente, estara fadado a aprendizagem
mecanica, limitada ao treino de técnicas de manipulagdo algoritmica dos contetdos.

A escolha do desafio ou elemento desafiador foi feita de modo a permitir que os
alunos manipulassem as operacdes de adi¢cdo e multiplicacdo por escalar, para entdo elaborar
0s axiomas com base em seus conhecimentos prévios. Assim, também levou em consideracao
a manipulacao algoritmica e o plateau, partindo-se de um patamar de conhecimento no qual os
conhecimentos prévios do aluno pudessem se tornar pontos de ancoragem do novo saber.

Todas as sessOes didaticas foram elaboradas, considerando plateau-esséncia-
manipulacéo-desafio. Desse modo, no planejamento, pensamos em como 0 conhecimento
prévio/pré-requisito pode ser trabalhado para ajudar o aluno a compreender a esséncia do
conteudo, sendo esta reforcada pela manipulacdo, em que o docente pode pensar em como

trabalhar com as distintas representagdes dos conceitos estudados. Na sessdo didatica 5, por
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exemplo, os alunos puderam manipular algébrica e geometricamente vetores dos espacos
vetoriais R? e R3, com apoio computacional.

Além disso, vimos pelos resultados obtidos que o plateau esta em parte, inserido na
Preparacdo, como integrante da analise tedrica, auxiliando na identificacdo das relacdes entre
saberes antigos e novos. Por outro lado, também o encontramos na Vivéncia, sendo
diagnosticado na prética, a medida que o professor contextualizar e “preparar o terreno”, para
que seja apresentada a situacdo desafiadora na tomada de posi¢do. Assim, na andlise tedrica, 0
plateau é presumido considerando os pré-requisitos do conteddo e/ou informacgdes sobre a
turma. Ja na vivéncia este diagndstico é confirmado ou refutado, para que os conteidos partam
de pontos que os alunos tenham condigdes de acompanhar. Portanto, o plateau néo se limita a
identificar o conhecimento prévio do aluno, mas faz uso deste para guiar 0s rumos da sesséo
didatica.

Podemos dizer, entretanto, que o plateau faz parte da tomada de posi¢do ou € algo
que vem antes desta? Consideramos neste trabalho que faz parte da tomada de posigéo,
antecipando-se a apresentacdo da situacdo desafiadora. Com excecdo da primeira sessdo
didatica, as demais se iniciaram por uma abordagem que considerava os contetdos importantes
estudados na aula anterior, logo o plateau foi utilizado em todas as aulas, auxiliando a criar um
ambiente investigativo que parte de um contexto familiar aos discentes.

Considerar o plateau é imprescindivel a compreensdo e constru¢do dos conceitos
estudados, uma vez que ao levar o aluno a lembrar conceitos ja estudados, estabelecendo-os
como uma ponte ao novo saber, estara favorecendo a ocorréncia dos processos de PMA, pois
as imagens mentais e procedimentos realizados partem de conhecimento prévio que ajudardo
na reorganizacdo do saber antigo a ampliar no contexto do novo saber. Por exemplo, 0s
conjuntos de matrizes, polindmios e func@es, ja conhecidos dos alunos, foram trabalhados no
plateau, de modo que eles foram levados a reorganizar a compreensao que tinham destes, para
entdo, dar conta de seu comportamento como espacos vetoriais. Essa “ponte” que liga o
conhecimento prévio ao novo saber pode ajudar na compreensdo do carater unificador e
generalizador da Teoria dos Espacgos Vetoriais, sendo essa preocupagdo com o plateau
importante para este fim.

Considerar a esséncia do conteudo também foi relevante para o desenvolvimento
do PMA, pois esta esta associada a conceitualizacao e requer do estudante o estabelecimento
de relagGes entre conceitos diversos e, ainda, interpretacdo e reformulagdo de ideias sob
variados pontos de vista, levando-o a mobilizar a interagdo de processos mentais que ajudardo

a perceber a estrutura matematica subjacente aos conteidos.
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Ja a manipulacdo algoritmica, também, desempenhou papel importante nesse
desenvolvimento, pois 0 manuseio de vetores, equacdes vetoriais, sistemas lineares, matrizes e
construcdes geométricas, por exemplo, possibilita o desenvolvimento de processos mentais
automaticos (conscientes ou inconscientes) que permitem ao aluno concentrar sua atencdo em
aspectos relevantes, favorecendo a sintese, a generalizag8o e a abstragdo.

Assim, inferimos que os elementos identificados como integrantes da anélise
teorica sdo interligados, de modo que cada um contribui para dar coeréncia ao modo como o
conteddo sera trabalhado na sessdo didatica que segue as fases e principios da Sequéncia
Fedathi. Convém ressaltar que nao tratamos aqui de uma “receita” para preparagdo de aulas
usando a SF, mas uma énfase a topicos importantes que, implicitamente, podem contribuir para

criacdo de um ambiente de ensino favoravel a construcéo conceitual.

7.2 A vivéncia da Sequéncia Fedathi

A vivéncia da Sequéncia Fedathi aconteceu em um curso de extensdo intitulado
“Introdugdo as NogBes Elementares da Algebra Linear”, que nos forneceu dados referentes a
maneira como foram utilizados recursos e estratégias de ensino, bem como sobre a interacéo
professor-aluno-saber, com foco nas falas dos participantes durante a vivéncia da Sequéncia
Fedathi.

Assim, descrevemos neste topico as sessdes didaticas vivenciadas no curso de
introducdo a Algebra Linear, com foco na maneira como os dialogos, recursos e estratégias de
ensino foram explorados em sala de aula, sobretudo no que se refere a postura e mediagédo
docente, buscando verificar se a metodologia adotada favoreceu a ocorréncia de processos de
PMA, em especial, quanto ao uso das representacdes e a alternancia entre elas, conforme
defende Dreyfus (2002).

Considerando que a comunicacdo estabelecida durante as aulas pode fornecer
informacdes relevantes sobre a mediagdo docente e o desenvolvimento dos processos de PMA,
destacamos trechos dos dialogos vivenciados nas aulas, trazendo um pouco do contexto em que
aconteceram para facilitar a compreenséo do leitor. Assim, buscamos nas falas docente/discente
evidéncias de incentivo/mobilizacdo de processos mentais que caracterizam a promog¢do do
desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes.

Para ilustrar as falas dos sete estudantes que se manifestaram no decurso de todas

as sessdes didaticas, ministradas no curso “Introducdo as Nocdes Elementares da Algebra
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Linear”, designamos sua identificacdo por nomes ficticios, com vistas a preservar a identidade

dos participantes. Sao eles: Igor, Ana, Livia, Iris, Lucas, Ivo e John.

7.2.1 Recursos, estratégias de ensino e dialogos

Na primeira sessdo didatica, que tratou da introducdo do conceito de espaco
vetorial, ainda na verificagdo do plateau, o assunto foi contextualizado mediante exemplos da
Fisica, ilustrados com situacGes envolvendo forca e velocidade, a partir da qual houve a
primeira tentativa de estimular o pensamento matematico dos discentes, levando-os a definir
um vetor. Inicialmente, os vetores foram representados, geometricamente, como “setas”,

conforme ilustra a figura 25.

Figura 25 — Exemplo utilizado para ilustrar a representacao
geométrica de um vetor como uma grandeza vetorial

Vento soprando do sul para o norte com velocidade de 50 km/h e avidao
voando de oeste para leste com velocidade de 300 km/h:

S V Resuttante

vMSo

Fonte: Google Images.

Vejamos um trecho do diadlogo que aconteceu durante o diagnostico do plateau na

sessao didatica 1:

(@) NoOs (doravante Pesquisadora): [...] Considerando estas informacfes, 0 que € um
vetor?
Igor: Uma seta.
Ana: Um seguimento orientado.
Pesquisadora: O que vem na mente de vocés quando pensam em vetor?
Livia: Comprimento
Lucas: Sentido, direcéo.
Pesquisadora: E como vocés definiriam um vetor?
Ana: E um segmento orientado que tem comprimento, sentido e diregao.
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Embora seja de uma definicdo simples, o objetivo foi diagnosticar o que o0s
estudantes conheciam sobre vetores, bem como levé-los a observar um objeto matematico e
dele selecionar caracteristicas importantes, extrair informacdes diretamente dos observaveis.
Apos essa descricao, lhes foi apresentada a definicdo matematica de vetor (segmento orientado
que possui modulo, direcdo e sentido), com a qual puderam comparar suas respostas e
prosseguir abordando as operagdes com vetores em R? e R3, em que usamos a representacao

geométrica e a notacdo ilustradas na figura 26.

Figura 26 - Representacdo de vetores no plano e espaco

2
Vetores no Plano (R?) Vetores no Espaco (R?)
Usamos a notagdo da
matriz coluna Usamos a notagdo da 4
matriz coluna
T PIXY.Z)
e .
v= [b] X
-t
ou z
ou
i v=(a,b) v=_(,y, 2).

Fonte: Adaptado de Boldrini et al. (1980, p. 101).

Assim, logo no inicio do curso foi dada énfase as representacdes geométricas de
vetores em duas e trés dimensodes. Depois trabalhamos com a adi¢do de vetores e a multiplicagédo
de vetor por escalar, de modo que os estudantes pudessem observar que estas operacdes também
podem ser aplicadas a matrizes, e percebessem semelhancas em suas propriedades, para, entao,
estendé-las para outros conjuntos e comegassem a construir a nogao de espaco vetorial.

Destacamos desta abordagem o dialogo (2) que traz uma tomada de posicéo, dando

continuidade as discuss@es sobre a caracterizagdo de um espaco vetorial:

2) Pesquisadora: [...] Se eu pegar duas matrizes de mesma ordem e somar as entradas
correspondentes, vou obter outra matriz de mesma ordem. E se eu multiplicar um
escalar por uma matriz, terei como resultado uma outra matriz de mesma ordem
que a inicial. Observem que séo as mesmas operacdes que realizei usando vetores,
certo? Vocés conseguem visualizar o que estou querendo dizer? E se olharmos para
outros campos da matematica, além dos vetores e matrizes, sera que existem outros
conjuntos que obedecem estas operagdes? Pensem um pouco...

Igor: O escalar pode ser negativo?
Pesquisadora: Usaremos escalares reais, pois trabalharemos neste curso com
espacos vetoriais reais.
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Livia: Na teoria dos conjuntos eu acho que tem alguma coisa desse tipo.

Igor: Se eu somar um natural com natural vai ser um namero natural. Agora se
multiplicar por escalar real...

Ana: Vai depender do escalar, né.

Pesquisadora: E para outro conjunto sera que vale?

Livia: Acho que valera para todos o0s conjuntos...

Pesquisadora: Sera que vale para todos os conjuntos? Se eu pegar, por exemplo,
funcdes? (escreve na lousa e explica as operacdes).

Neste didlogo, observamos que o conceito de espago vetorial foi introduzido com
amparo na comparacgdo entre as operagdes com vetores e matrizes, de modo que os alunos
percebessem que ambas obedeciam as operacGes de adicdo e multiplicacdo por escalar, para
entdo expandir sua aplicabilidade para outros conjuntos, tais como matrizes, funcdes e
polindbmios, verificando a possibilidade da realizac&o de tais operagdes.

Esta abordagem poOde suscitar a generalizacdo da operacionalidade de tais
conjuntos, expressa como a finalizacdo de um processo no qual o aprendiz iria perceber
caracteristicas comuns para, entdo, sintetiza-las num objeto mais geral: o espago vetorial. Com
isso, esta abordagem privilegiou os aspectos unificador e generalizador da Teria dos Espacos
Vetoriais, cuja abstracdo poderia acontecer a medida que o aluno focasse a atencdo sobre
propriedades especificas de um dado objeto para, entdo, considera-las isoladamente do contexto
inicial, corroborando a definicéo de abstracdo descrita em Harel e Tall (1991).

De modo mais especifico, ao apresentar distintos conjuntos, trabalhamos com
diversas representaces do conceito de espaco vetorial, cujo dominio pode levar os estudantes
a identificar neles as operac6es de soma e multiplicacdo por escalar, suscitando a generalizacao
reconstrutiva, que, segundo Harel e Tall (1991), ocorre quando o aluno reorganiza a ideia que
tinha desses conjuntos, num novo esquema, entdo reconstruido para explicar essa nova
perspectiva: a de que estes conjuntos com tais operac¢des séo unificados na Teoria dos Espacos
Vetoriais.

O passo seguinte foi abordar as propriedades destas opera¢Ges com vetores, de
modo que os proprios alunos pudessem identifica-las e fazer a verificagdo. Por conseguinte, as
fases de maturacéao e solucé@o aconteceram em paralelo, a medida que os estudantes refletiam e
expunham raciocinios. Na fase da prova da Sequéncia Fedathi, antes de apresentar a definicdo

formal de espaco vetorial, destacamos as seguintes falas:

(3) Pesquisadora: Considerando o que foi discutido até aqui sobre vetores e as
operagOes de soma e multiplicacdo por escalar, como vocés descreveriam um
espaco vetorial? (Ficaram pensativos)
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Livia: Um conjunto... Um grupo, que obedece essas propriedades...N&o sei
explicar!

Com este questionamento, procuramos estimula-los a organizar as informacoes,
percebendo que, embora se trate de conjuntos distintos, todos tém em comum determinadas
operacdes e propriedades, que sdo unificadas no conceito de espaco vetorial. Assim, 0 estudante
precisara compor as partes para formar um todo, mediante a sintese das informacdes
observadas. Para isso, anotamos as respostas dos alunos na lousa, para auxiliar na organizagéo
das informacdes, de modo que pudessem chegar a uma ideia geral da definicdo de espaco
vetorial, excluindo o que ndo se adequasse ao conceito, e confirmando as caracteristicas
fundamentais. Assim, estariam comecando a delinear um conceito imagem de espago vetorial,
antes de ser apresentada a definicdo matematica formal. O questionamento também teve o
intuito de levar os alunos a observacéo da estrutura dos espagos vetoriais.

Ao propor que os estudantes identificassem os axiomas de espago vetorial,
suscitamos a ocorréncia da abstracdo genérica, que pode acontecer a medida que os alunos
passam a compreender que certas propriedades sdo validas nos exemplos trabalhados e podem
ser aplicadas a outros exemplos. Com efeito, esta modalidade de abstracdo precederia a
abstracdo formal, que é mais complexa, constituindo sua base. Alcancar a abstracdo formal
nem sempre € facil aos alunos, mas, procedendo por abstracdo genérica, 0 processo se tornaria
menos tenso, conforme defendem Harel e Tall (1991).

Um exemplo do dominio do uso de variadas representacfes aconteceu quando, ao
apresentar sua solucdo, na qual verificou se R2 era um espaco vetorial, um aluno fez uso da

referéncia geométrica para explicar sua resolucdo algébrica, conforme ilustra a figura 27.

Figura 27 - Aluno apresentando sua resolugéo na fase de solugéo da SF
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Nesta solucéo, antes de iniciar a verificagcdo dos axiomas de espago vetorial, 0 aluno
desenhou o gréfico (canto direito da figura 27), identificando o ponto A para explicar sua
compreensdo de R2 e o porqué de operar com vetores na forma (a, a’). Aqui percebemos que
ele consegue relacionar as coordenadas do vetor com as coordenadas do plano cartesiano, tendo

familiaridade com a converséo de registros, fazendo a ligagéo entre representacoes paralelas.

Apds apresentar a definicdo formal de espaco vetorial, comparando-a as respostas

que eles deram (prova), surgiu o seguinte didlogo:

4) Lucas: Existe vetor no R1?
Ana: Que s6 tem uma dimensao? N&o existe ndo. Se eles sdo pontos... s6 uma
dimensao...
Pesquisadora: Sera que existe? Vou deixar vocés pensarem...
Igor: Eu acho que... sei ndo...
Livia: Mas, um vetor tem um comeco, e no caso, um fim. No caso do R?, seria a
mesma coisa, ndo é ndo? Um segmento orientado, ndo tem comeco e tem um fim?
Entdo, no caso do R, o comeco e o fim seriam 0 mesmo, ndo é ndo? Sei la, uma
coisa assim. Teria sido sé um ponto.
Pesquisadora: Vou deixar vocés pensarem mais sobre isso.

Esta pergunta, certamente, resulta da énfase concedida ao “pensar” sobre o
contetdo, incentivado desde o inicio da aula. Os alunos se sentiram & vontade para falar e expor
pensamentos e ddvidas. Foi um momento produtivo, pois sinalizou a importancia de questionar
0 assunto estudado, indo além da recepcdo de informacdes repassadas por nés. Eles interagiram,
trocaram ideias sobre vetores, dimensdo, espaco vetorial, tentaram estabelecer relacdes entre R
e 0s demais espacos. Assim, ao deixarmos que os alunos refletissem mais sobre a existéncia do
R1, os instigamos a rever as caracteristicas de um espacgo vetorial. Simplesmente emitir a
resposta correta, nesse momento de curiosidade dos alunos, poderia lhes tirar o habito de ir em
busca de respostas, minando sua predisposicdo para buscar 0s porqués matematicos.
Posteriormente a davida foi esclarecida.

Na sessédo didatica 2, ao abordar o conceito de subespaco vetorial, foram utilizadas
perguntas que remeteram os alunos a olhar para pontos especificos dos espacos vetoriais e assim
deduzir o que s&o subespacos. Vejamos o didlogo a seguir, que caracteriza a primeira tomada

de posicao:

(5) Pesquisadora: Que caracteristicas um subconjunto de um espaco vetorial precisa
ter para que ele proprio seja um espaco vetorial?
Livia: Lembra a teorias dos conjuntos, ndo é?



100

Igor: E preciso um estar contido no outro. As propriedades da soma e da
multiplicacdo também devem valer, ndo é?

Ana: Ele tem que ter o vetor nulo.

Ivo: Tem que ser ndo vazio

(siléncio)

Pesquisadora: Alguém falou que teria que ter o vetor nulo, ser ndo vazio, e 0 que
mais?

Lucas: Os outros axiomas.

Igor: Assim, se um nao valer, ndo seria um espaco vetorial.

Pesquisadora: Se voceés estdo dizendo que valem todas os axiomas, entédo sera que
é preciso verificar todos?

Igor: N&o. S6 o da soma e do produto por escalar.

Lucas: N&o, eu acho...

Igor: Acho que como ele é um subconjunto, € menor do que o conjunto, entdo existe
uma menor quantidade de propriedades que a pessoa tem que provar.

John: Nao, ele possui as mesmas propriedades do conjunto.

Igor: Eu acho que néo.

Ana: Eu acho que néo, pois se verificamos a soma e multiplicacao por escalar para
saber se é um espaco vetorial, entdo s6 olhando estas duas, ja é suficiente para
dizer se ele é, ou ndo, um subespaco. E a questédo do vetor nulo, é porque em todo
espaco vetorial, so existe um vetor nulo. Ent&o, se o vetor nulo estiver fora desse
espaco, ele ndo vai ser subespaco, pois ele ndo esta dentro do espago. Entdo, ele
tem que estar dentro, atendendo tanto o subespaco quanto o espago vetorial
“total”’, vamos dizer assim.

Pesquisadora: Vocés concordam com a Aluna A?

Ana: Acho que € possivel ver todos os axiomas, mas ndo é necessario.
Pesquisadora: Entdo, o que é necessario?

Igor: Verificar a soma e o produto por escalar. (Siléncio) Supondo que ele esta
contido no espaco vetorial, entdo supomos que ele tem as dez propriedades, ndo
necessariamente, tem que provar todos.

Até aqui, os alunos concluem que ndo € preciso verificar os dez axiomas. Além
disso, é possivel perceber o entrosamento deles na explicitacdo individual de seus pontos de
vista, que sdo expostos, comparados, refutados ou aceitos, coletivamente. Um pode aprender
com o outro a medida que compara a interpretacao do colega com a sua, observando o raciocinio
implicito nessa interpretaco, verificando se é coerente com o objeto matematico discutido. E
um aprendizado em construcdo, que remete a visualizacdo de imagens mentais da ideia de
conjunto/subconjunto e espagos/subespagos.

No dialogo (5), os estudantes estdo a visualizar mentalmente o conceito e 0s
axiomas dos espacos vetoriais, buscando identificar nas suas caracteristicas relag@es intrinsecas
aos subespacos, para entdo expor ou comparar suas conclusdes com a dos colegas. Temos

representacdes mentais e verbais em interacdo dialdgica rumo a uma solucdo para a pergunta
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proposta. Tais interages irdo influenciar na qualidade da compreenséo/construcdo da ideia de
subespaco vetorial. O professor precisa estar atento para que, nas discussoes, os alunos néo
cheguem a conclusdes equivocadas sem que haja um redirecionamento destas.

Continuamos questionando para que eles pudessem perceber o que precisava ser
verificado, a fim de se ter um subespaco vetorial. Nesse momento, estdo na fase da maturacéo,

proximos de chegar a fase da solugéo.

(6) Pesquisadora: Mas, se ndo tenho que provar os dez axiomas, € preciso verificar,
exatamente, 0 qué?
Ana: A soma e a multiplicacao por escalar.
Igor: Se o vetor nulo esté contido no subespaco, se a soma também, ou seja, se eu
tiver dois vetores dentro do subespaco, se a soma também esta contida no
subespaco.
Ana: Assim, um espaco vetorial todo, ou seja, 0 que tiver dentro dele, os
subconjuntos sdo subespacos se eu conseguir provar que ele esta dentro do outro,
entdo ele ja atende as dez propriedades.
Igor: Acho que s0 é subespaco vetorial se atender trés propriedades, que seriam:
0 vetor nulo deve pertencer ao subespaco vetorial; a soma tem que estar definida
dentro do subespaco e o produto por escalar também deve estar definido. E se o
aluno conseguir provar isso, esta provando que € um subespaco vetorial.

Observamos no dialogo (6) que os préprios alunos chegaram a solucéo,
respondendo ao questionamento inicial. As respostas estdo mais organizadas, e eles
demonstraram mais seguranca quando expressaram suas conclusdes, sobretudo no que se refere
a adicdo e multiplicacdo escalar. Temos, entdo, que estdo mais préximos do conceito definicdo
de subespaco e da abstracdo formal que, segundo Harel e Tall (1991, p.39), se da quando o
sujeito “[...] abstrai a forma de um novo conceito pela selecdo de propriedades gerais de uma
ou mais situagdes especificas”, nesse caso, do conceito de espago vetorial. Passamos, entéo,
para a fase da prova, na qual mostramos a defini¢do formal de subespaco vetorial, relacionando-
a com as respostas dos alunos e formalizando o conteudo discutido até entdo. Em seguida, uma

aluna questiona:

(7) Livia: Nao entendi, por que sé essas duas condigcdes?
Pesquisadora: Vocés responderam isso, quando disseram que ele vai satisfazer as
mesmas propriedades do espaco vetorial. Entdo, o subespaco vetorial vai herdar
todas as propriedades do espaco vetorial, assim, se ele herda todas, ndo precisa
verificar, pois ja fica subtendido que € um espago.
Igor: Mas, no caso, quando fala soma de vetores, ele esta herdando as
propriedades da associatividade, comutatividade, etc.?
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Pesquisadora: Isso! Quando eu falo que ele herda todas as propriedades, quer
dizer que ele atende todas as propriedades do espaco vetorial no qual ele esté
contido.

Livia: Entdo, verificando essas duas, fica subtendido que o restante ja satisfaz.
Igor: Existe uma dica para verificar se um subconjunto é subespaco vetorial: é
preciso verificar se tem o vetor nulo.

A davida de Livia € um indicio de que, embora o0s alunos obtenham as respostas
durante as discussoes, a explicacdo do professor fazendo um fechamento das ideias discutidas
e esclarecendo duvidas é imprescindivel para a compreensao do contetdo e (re)elaboracdo do
conceito imagem e/ou conceito definicdo. Um aspecto relevante é que os préprios alunos
trouxeram a tona observacdes importantes, como a presenca do vetor nulo, apontada como
caracteristica dos subespacos. Na ultima fala do didlogo (7), Igor claramente apontou o vetor
nulo como uma dica para verificar se um conjunto é um subespaco.

A Sequéncia Fedathi prevé o uso de contraexemplos na abordagem dos contetdos
matematicos. Assim, ap6s a fase da prova em que foi expressa a defini¢do formal de subespaco,
foi feita uma nova tomada de posicao, utilizando-se o gréafico ilustrado na figura 28, no qual 0s
alunos deveriam analisar suas caracteristicas e relaciona-las a definicdo de subespaco. Vejamos

a situacdo proposta e trechos do dialogo vivenciado.

Figura 28 - Contraexemplo de subespaco vetorial

A reta H é um subespaco vetorial
de R2?

Fonte: Adaptado de Lay (2011, p.197).

(8) Livia: Eu acho que é.
Igor: Eu também.
Pesquisadora: Por qué?
Livia: Pois é... complicado é isso...
Igor: Eu também acho!
Livia: Mas, é!
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Ana: E como se o H fosse o W, certo?
Pesquisadora: 1sso, 0 H é o subespaco, 0 espaco € o R
Igor: Eu acho que é, pois tem dois ai...
Ana: Porque tem dois espacos ai: (x,0) e (y,0).
Livia: Pode considerar as coordenadas que ele esta passando? Por exemplo, esta
cortando 0 y e 0 x. Entdo, pego as coordenadas e d& para fazer aquelas duas
propriedades la.
Igor: Entdo é!
Livia: E, se for pensando assim...
Ana: Vixe! O vetor nulo ndo tem nao!
Livia: Mas tem 6, porque como ela esta cortando, tem o vetor nulo...
John: Eu também pensei da mesma forma, pois se ela tem um subespaco H, no R2
que € no x e ela corta...
Igor: Pois é corta dois planos, eu acho...
John: Os dois estdo... Esta contido.
Livia: Exatamente, é isso mesmo.
Igor: Vocés tém certeza absoluta?
Ana: Aquele ponto ali é (x, 0), o outro é (0, y)...
Igor: Entéo, o vetor nulo ja pode estar...
(8.1) Ana: Mas, o vetor nulo ndo ¢ (0,0)?[Risos]
Livia: O que foi isso?
Ana: Se a reta cortasse assim e passasse pela origem... Acho que nao é.
(8.2) Ilgor: Cada vez mais a gente fica mais doido. [risos]
John: Vamos (lgor), diz logo!
(8.3) Igor: Eu acho que néo é.
[Todos falam ao mesmo tempo, trechos inaudiveis]
Livia: Nao vale mais, ndo pode trocar mais nao.
Igor: Nao é, pois o vetor nulo ndo pertence a esse subespaco.
(8.4) Livia: Diga logo pelo amor de Deus!

Inicialmente, no didlogo (8) todos afirmam se tratar de um subespaco. Conforme
observam o grafico da figura 23, Ana [em (8.1)] conclui que ndo se trata de um subespaco
vetorial, embora seus colegas ndo compartilhem dessa visdo. Os que ja estavam certos de se
tratar de um subespaco tiveram que rever seus raciocinios, acompanhando o da colega,
analisando a coeréncia dele. Foi o que fez Igor [em (8.3)] que, ao perceber a coeréncia da
argumentacdo da colega, mudou sua resposta. As falas (8.1) e (8.3) evidenciaram como essa
mediacdo pode desafiar os estudantes e coloca-los em desequilibrio cognitivo. 1sso é positivo
para a aprendizagem a medida que instiga a curiosidade e a reflexdo conceitual. Além disso, ao
utilizar o grafico os alunos puderam relacionar aspectos algébricos e geométricos, fazendo uso
da visualizacdo propiciada pela figura.

Ainda na abordagem dos subespagos, numa nova tomada de posicéo, foi expressa

a seguinte questao para os alunos verificarem, algebricamente, se era um subespaco: Verifique
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se 0 conjunto U de todos os pontos (x, y) em R? tais que x > 0 e y > 0, é um subespago de R>.
Os alunos se debrucaram para resolver, mas, ao concluirem a atividade, divergiram quanto aos
resultados. A solucdo correta era a de que o conjunto U, de fato, ndo era um subespaco de Rz
Um aluno que tinha certeza de que U era um subespaco de R2 foi convidado a mostrar sua
solucdo na lousa, na qual ele fez a verificacdo da soma de vetores, porém, ao verificar a

multiplicacéo por escalar, observou:

)] Igor: Se o alfa for negativo... Nao! O alfa deve ser positivo!
Alunos: Nao!!!
Igor: Ei, ela ndo disse nao, isso dai.
Ana: E ai que esta o porém... Ai esta a pegadinha.
Igor: Nao! Eu desfaco tudo isso aqui, € melhor. Isso aqui ndo é um subespaco, ndo
tenho condicGes de supor que é um subespaco. Desfaco tudo o que fiz, pois o alfa
pode ser negativo.
Livia: Se o alfa for negativo, vai para o outro quadrante.
Pesquisadora: Vocés concordam com o Igor, agora?
Livia: Concordo.

No dialogo (9), percebemos a importancia da fase da solucéo da Sequéncia Fedathi.
O debate de ideias entre os alunos influenciou na compreensédo do que estava sendo discutido.
Ao apresentar sua solucéo, inicialmente de modo equivocado, o aluno pode rever suas ideias e
direciona-la, de modo coerente, ao que estava sendo trabalhado, contando com a ajuda dos
colegas que apontaram que haver algo “fora do lugar”. Este foi um exemplo de valoriza¢ao do
erro (MELO, 2018), no qual a mediacdo docente buscou estimular positivamente a acdo do
aluno, evitando que houvesse apenas uma mera correcdo da questdo. Assim, o erro foi visto
como parte do processo de aprendizagem, ndo como algo que deva ser evitado a todo custo.

Assim, na sessdo didatica 2, que tratou do conteudo de subespacos vetoriais,
destacamos as representagdes geométricas utilizadas para que os alunos relacionassem as
propriedades dos subespacos aos graficos; e vice-versa. Eles visualizaram exemplos e
contraexemplos de subespacos com os quais puderam operar com eles algebricamente e “ver”

suas caracteristicas nos graficos, conforme ilustra a figura 29.
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Figura 29 - Gréficos apresentados na tomada de posi¢do

5 i A reta V € um subespaco vetorial
AretaHé un:jzuF:Lejpago vetorial fapss ?P % V=R3e Wc V,um plano
‘ - passando pela origem
\7 )
v
H/
/ 0 f 0 X

Fonte: Adaptados de Lay (2011, p. 197) e Boldrini et al. (1980, p.106).

Operar com registro algébrico e grafico possibilitou a visualizacdo dos objetos e
suas propriedades. Na figura 29, os gréficos contribuiram para a visualizacdo da presenca do
vetor nulo nos subespacos, bem como suscitaram processos, como a construcdo de imagens
mentais, a interpretacdo, intuicdo, comparacdo e revisdo das propriedades dos subespacos
vetoriais. Mais uma vez os estudantes foram levados a fazer uso de mais de uma representacao.

Na sessdo didatica 3, a introducdo do conceito de combinacao linear se deu a partir
. I 0 1 0 11_70 17 .. , :
da representagcdo matricial: ____ [3 O] +_ [2 1= [4 _1], utilizada para incentivar 0s

alunos a descrever a igualdade e elaborar sua definicdo. Nesse caso, tivemos uma conversao do
registro simbolico para o registro em lingua natural, contribuindo para que o estudante utilize
mais de uma representacdo em paralelo. Assim, a énfase recaiu na descricdo do que acontece
qguando se alteram os escalares, em que, utilizando matrizes, foram abordados exemplos de

combinacdo linear como base para o seguinte questionamento, feito na tomada de posicéo:

(10) Pesquisadora: Observando o exemplo, o que é uma combinagdo linear? Vocés
estdo diante de uma combinag&o linear, tentem descrever isso no papel.
(10.1) Ana: SO pode ser dois vetores ou pode ter mais?

A pergunta do dialogo (10) buscou auxiliar no desenvolvimento da habilidade de
selecionar caracteristicas-padrdo de exemplos matematicos que podem ser sintetizados numa
definicdo. Nesse sentido, os alunos deveriam converter a representacdo matricial para a
representacdo em linguagem natural, descrevendo a combinagdo linear. A pergunta feita pela
aluna [em (10.1)] traz indicios de que ela relacionou o exemplo dado a possibilidade de

generalizagdo. Apos um tempo, a aluna apresentou sua solucao:
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(12) Ana: Eu escrevi aqui, mas achei muito grosseiro, sabe. Vou ler: é a soma de dois
ou mais vetores de um mesmo espaco vetorial, onde antes dessa soma, 0s vetores
sdo multiplicados por escalares.

Podemos observar nesse exercicio é que os alunos ficaram, inicialmente, um pouco
apreensivos, uma vez que nao tinham o habito de pensar sobre as defini¢des, tampouco elabora-
las. Na solucdo apresentada no dialogo (11), tivemos a explicitacdo do conceito imagem que a
aluna elaborou da nocdo de combinacdo linear, que, embora ndo tenha a formalidade do
conceito definicio contido nos livros de Algebra Linear, reflete seu raciocinio e encadeamento
de ideias sobre o tema. Pode ser uma maneira de aproximar o aluno da abstracéo formal. Em
seguida, passou-se para a fase da prova, na qual delineamos a definicdo formal de combinacgéo
linear. Explicamos e comparamos, junto com a turma, com a solucdo da aluna. Destacou-se a

seguinte fala:

(12) Pesquisadora: Reparem que a definicdo formal estd bem mais sintetizada que a
descricdo da (Ana), mas a descricdo da (Ana) se torna mais facil de entender.
Entéo, ela descreveu o que esta 1a, sem o rigor matematico encontrado nos livros,
mas o que ela falou, faz todo sentido, comparado com a definicdo formal de
combinacao linear. Por que estou fazendo isso? Porque € interessante que vejamos
uma definicdo do ponto de vista, do que a gente entende dela (conceito imagem),
antes de simplesmente, aceitar aquilo que se encontra nos livros. Muitas vezes,
quando vamos direto para a definicdo formal, acabamos de certa forma, mais
memorizando a linguagem matemaética, do que necessariamente entendendo o que
esté por tras dessa linguagem. Entdo, quando a gente para e pensa um pouquinho
no que estd implicito na definicdo, em termos de significados, a compreendemos
melhor.

Na fala (12) ressaltamos a importancia de se pensar sobre os significados implicitos
nas defini¢cbes, como um modo de melhorar a maneira como lidamos com estas. A Sequéncia
Fedathi traz em seus pressupostos a importancia de se levar o estudante a refletir sobre os
significados matematicos, explorando relagdes e propriedades, para, so entdo, ter contato com
as definigdes formais, compreendendo sua necessidade. Isso poderd influenciar no
desenvolvimento dos processos de PMA, uma vez que traz a tona os “porqués matematicos”
imprescindiveis a compreenséo do conceito estudado.

Outro momento em que houve a elaboracdo de defini¢cdo, com base num exemplo
matematico, foi na abordagem de geradores, que se deu por meio da observacdo do
comportamento da combinac&o linear de vetores, utilizando o software Geogebra, com o qual

os alunos puderam visualizar geometricamente a formagéo de subespacos de R? e dali extrair
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caracteristicas importantes para a compreensdo de subespaco gerado e conjunto gerador. 0s
alunos puderam comparar 0os quadros geométrico e algébrico da nocéo de subespaco gerado,
discutindo-os, simultaneamente, até chegar numa generalizacdo deste conceito, conforme

ilustra a figura 30.

Figura 30 — Construcdo de subespaco gerado utilizando o Geogebra e explanacdes na lousa
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Fonte: Pesquisa direta (2017).

Nesse caso, 0 Geogebra foi exposto via projetor multimidia na lousa, e iamos
fazendo questionamentos aos discentes, buscando evidenciar o papel das combinac6es lineares
na construgdo dos subespacos, de modo que eles pudessem perceber as relagdes entre os vetores
resultantes das combinacdes e seu comportamento geométrico no espaco R2. Em paralelo a essa
visualizacdo geométrica, se deu também a abordagem algébrica (figura 30 b), facilitando a
discussao das relagdes entre os resultados das infinitas combinacdes lineares e a construgéo de

um subespaco gerado pelos vetores v e w, dados inicialmente.

Vejamos o dialogo a seguir, que traz as principais falas da maturacéo e solugao:
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(13) Pesquisadora: Posso chamar v e w de um conjunto A = {v, w}. Quero que vocés
me digam o que esta acontecendo.
Ivo: Quando uso escalares, produzo um novo vetor, que também faz parte de R2.
Igor: Ja vi que qualquer que seja o escalar sempre vai ser um subespaco. Vai
acontecer que qualquer escalar vai gerar um novo vetor.
Ivo: Vai obedecer aquelas trés propriedades.
Pesquisadora: O que esta acontecendo aqui? Digamos que eu tenha S subespaco
de R?% ou seja, estou chamando o conjunto de vetores, que é resultado das
combinacoes lineares de S. Esse S se originou a partir de que?
Igor: Ele esta sendo gerado...
Ivo: Porvew.
Ana: Pela combinacao linear de v e w.
Pesquisadora: Ou seja, S esta sendo gerado pela combinacao linear dos vetores de
A. Mas, como eu poderia generalizar isso para um caso geral?

(13.1) Ivo: Seria S = av + pw?

Pesquisadora: E se fossem n vetores?

No didlogo (13), houve a tentativa de instigar os estudantes a observacdo dos
aspectos especificos da situacdo proposta, de modo que percebessem que 0s vetores do conjunto
A geram vetores que formam o subespaco S, sendo este Gltimo um subespaco de R2 gerado por
A. Pelas falas, percebemos que os alunos acompanham a ideia de que S esta sendo gerado pelas
combinagdes lineares dos vetores de A, inclusive, o Ivo [em (13.1)] conseguiu generalizar o
exemplo dado, com dois vetores, porém, ndo chegou a expressar com n vetores. Estas respostas
sinalizam que eles estdo acompanhando a ideia de subespaco gerado, sobretudo por este
conceito ndo ter sido introduzido de maneira direta pela definicdo formal, como geralmente
ocorre no ensino de Algebra Linear tradicional.

Na sessdo didatica 4, ao tratar da verificacdo de conjuntos geradores foi feita uma
tomada de posicao pedindo que os alunos verificassem se os vetores dados geravam o espacgo
R3. A técnica usada para verificacdo de geradores, no entanto, ainda ndo havia sido explicada
aos alunos. Assim, deixamos que maturassem a questdo, para ver como relacionavam os vetores

a ideia de “gerar” espagos vetoriais. Um aluno questionou:

(14) Lucas: Isso ai vai igualar ao vetor nulo, né?
Pesquisadora: Por que vocé acha que seria o vetor nulo?
Lucas: Para gerar?
Pesquisadora: Para gerar o R3, 0 que é preciso?
Livia: Faz um sistema e... como é?
Pesquisadora: Também. Mas qual é a ideia disso?
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Livia: E olhar se tem os escalares que vdo gerar e descobrir se tem os escalares,
por isso que faz o sistema, como ele falou, iguala a zero, ao vetor nulo. No caso vai
ser no R3, sera (0,0,0).

Aproveitamos o questionamento do aluno para pedir que explicasse por que teria
de igualar a combinacéo ao vetor nulo. Pelo didlogo, podemos perceber que os alunos ja tiveram
contato com o procedimento de verificacdo da independéncia linear, uma vez que mencionaram
o0 vetor nulo e a resolucédo de sistemas de equacdes lineares. Isso pode decorrer do fato de
estarem cursando, ou terem cursado, a disciplina Geometria Analitica Vetorial. No que diz
respeito, no entanto, a verificar se os vetores geram o espaco dado, foi preciso uma discussao

mais demorada. Vejamos:

(15) Igor: Tem que verificar se eles formam uma dimenséo... pois tem que ser L1I.

Livia: E por que o vetor nulo n&o é sempre subespaco? N&o sei..
(15.1) Livia: Ou entdo, iguala ao geral (x,y,z).

Igor: Tem que ser igual a zero, porque esses vetores podem ser multiplicados por
vetores canonicos. Eu posso multiplicar pelo elemento neutro que vai dar eles. E o
produto escalar desses vetores vai dar zero.
Livia: Da pra fazer comparando com o geral, ndo? (x, y, z)?
Igor: Por que igual a zero?Porque a principio tem que provar que o vetor nulo
pertence a esse subespago.
Livia: Nao, eu acho que tem que usar € o geral (X, y, z). Encontrar, tipo uma relacdo
que vai gerar o escalar.
Igor: Mas assim, tem que provar trés propriedades, que sao do vetor nulo e do...
Livia: Sim, mas ali tem que encontrar escalares: determine se 0s vetores geram o
R3. Para gerar o R3, ndo tem que encontrar o escalar?
Pesquisadora: Bom, vocés ja concluiram que tem que fazer a combinacao linear,
agora falta decidir se vai igualar a zero ou ao vetor genérico.
Livia: Acho que vai ser o genérico por conta da relacdo dos escalares, porque
quando for colocar 14, o vetor substituido por qualquer coisa, entdo substitui na
relacdozinha o produto escalar, uma coisa assim...

No dialogo (15), percebe-se claramente que os alunos tentam estabelecer relagfes
entre as informac6es apresentadas com o que ja viram sobre vetores em outras disciplinas.
Parece que estdo a “chutar” respostas. Aos poucos, entretanto, os palpites comegam a emergir
com sentido, a medida que relacionam o que sabem a no¢do de geradores e combinag&o linear.
Este é o caso da fala (15.1), na qual a aluna tenta explicar por que se deve igualar ao vetor
genérico. Como ainda ndo chegaram a um consenso, a discussdo continua. Fizemos a mediacao

direcionando o olhar dos alunos para os vetores que geram o R3:
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(16) Pesquisadora: Se eu digo que estes trés vetores geram o R3, estou dizendo o qué,

em relac@o a combinacéo linear entre eles?
Ivo: Que eles ndo podem pertencer ao mesmo plano.
Ana: Mas, eles tém que pertencer ao mesmo plano.
Ivo: Dois sim, porque duas retas sempre pertencem, mas o outro no.
Pesquisadora: Se geram o R3, significa que qualquer vetor do R? vai ser formado
pelo qué?
Livia: Pela combinagdo linear.
Pesquisadora: E escrevendo isso, como fica?

(16.1) Livia: Igual ao vetor genérico.

(16.2) Igor: Acho que tem que utilizar os dois, 0 genérico e o nulo.
Livia: Pode ser também, ndo tinha pensado nessa possibilidade néo.
Pesquisadora: Se eu for escrever fica:(escreve a combinacéo na lousa). E isso que
vOCés estdo dizendo?
Livia: Sim.
Pesquisadora: Entdo, essa combinacgdo vai gerar um vetor, € COmo eu escrevo esse
vetor?
Livia: (x, Y, 2)
Pesquisadora: Vocés concordam? Veja bem, se estou dizendo que esses vetores
geram o RS, significa que qualquer vetor no R? pode ser escrito como combinacéo
linear desses vetores. Entéo, se é qualquer vetor do R3, eu vou colocar o que nessa
igualdade?

(16.3) Livia: (x, Y, 2)

(16.4) Igor: (0, 0, 0)
Pesquisadora: Observem, que estou pegando um vetor qualquer do R3.

(16.5) Igor: No caso, o vetor (0,0,0) é um vetor particular!
Livia: Quando coloca zero vocé encontra os escalares.

No dialogo (16), Lia e Igor divergem nas respostas. Em (16.1) e (16.3), ela percebe
que deve igualar a combinacdo linear a um vetor genérico, enquanto em (16.2) e (16.4), ele
defende o argumento de que seja igual ao vetor nulo. Ambos tentam postular seus pontos de
vista, mas prevalece a resposta de Lia. A mediacdo docente levou o aluno a reorganizar seu
ponto de vista, como vemos em (16.5), que compreendeu o assunto conforme foi discutindo a
situacdo. Os processos de pensamento matematico avangado foram trabalhados ao se explorar
as relacdes implicitas na técnica de verificacdo de conjuntos geradores, uma vez que nao foram
apenas enfatizados os procedimentos para tal, mas foi instigada a reflexao sobre as relagdes ali
estabelecidas.

A sessdo didatica 5, que aconteceu nos dias 17 e 19 de abril, proporcionou as
situacGes mais significativas em termos da manipulacdo de diferentes representacdes pelos
alunos, pois foi desenvolvida uma atividade na qual puderam manipular vetores usando o

software Geogebra e visualizar seu comportamento ao gerar ou ndo um subespago, de modo
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que, a partir desses vetores, foi feita a introducdo dos conceitos de independéncia linear e base,
na qual os alunos puderam vivenciar as etapas que podem levar & abstracdo, descrita por
Dreyfus (2002).

Foram necessarios dois encontros, embora a previsdo fosse de que somente um seria
suficiente, no entanto, contrariando a expectativa, na aula do dia 17 de abril, s6 foi possivel
realizar a tomada de posicdo e a maturagéo, ficando a solucdo e a prova para o encontro a ser
realizado dia 19 de abril. Dada a importancia de se respeitar o tempo de maturacdo dos
estudantes, que devem chegar nas solugdes segundo seu ritmo, ndo seria condizente com a
Sequéncia Fedathi querer apressar ou pular etapas em face do tempo de aula preestabelecido.
A construcdo de significados pelos alunos é sempre mais importante.

A utilizacdo do software Geogebra foi essencial para propiciar aos estudantes a
visualizacdo de propriedades, de modo a usufruir de algo mais concreto para apoiar seus
raciocinios, enriquecendo suas representacGes mentais que auxiliam a estabelecer relagdes entre
objeto matematico e suas propriedades, de maneira flexivel, facilitando a abstracdo dos
conceitos de geradores, base e dimensao.

Inicialmente, foi entregue a cada aluno um roteiro com algumas questdes dirigidas
de modo que se trabalhasse inicialmente com manipulacdes algébricas a serem feitas no papel,
para entdo fazer a comparacdo com as manipulagdes feitas no Geogebra. As questdes estdo
ilustradas na figura 31.

Figura 31 - Questdes da atividade realizada no Geogebra

01. Verifique algebricamente se 0s seguintes vetores geram o R3;
Au=(1,0,1),v=(1,10ew=(0,1,1)
Bu=(1,2,0),v=(3,0,)ew=(2,-2,1)
C)u=(1,2,0),v=(12,-6,5 ew=(2,4,0)

02. Represente geometricamente cada item acima usando o Geogebra. Em seguida, salve cada
arquivo, separadamente, na area de trabalho (Arquivo => Gravar como) nomeado com
“seunome_ITEM”. Em seguida, faga o que se pede:

a) Faca combinacdes lineares entre os vetores de cada item e descreva o que acontece a medida
gue os vetores vao sendo combinados.

b) Descreva o comportamento geométrico dos vetores que geram 0 espaco e dos que ndo geram.

03. No escalonamento dos sistemas lineares dos itens B e C, feito na 12 questdo, ocorrem linhas de
zeros, com as quais obtemos equagdes. Insira-as nos graficos dos itens “B” e “C”,
respectivamente, utilizando a “janela de algebra” do Geogebra, em seguida responda:

a) Quais foram as equacGes inseridas e o que foi exibido?

b) Descreva as relagdes entre 0s vetores e o grafico inserido.

¢) O que ha em comum entre os vetores de “B” e de “C”?

Fonte: Adaptado de Figueiredo (2009).
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Nessa atividade, os estudantes puderam trabalhar as habilidades de extrair
caracteristicas importantes e descrever o comportamento dos vetores no espaco vetorial R3,
verificando se 0s conjuntos de vetores dados na questdo podem, ou nao, gera-lo. Ao trabalhar
estas habilidades, esperamos que, gradualmente, os alunos pudessem generalizar padrbes e
abstrair os conceitos implicitos nas questdes propostas, mediante o estabelecimento de relaces
sobre os observaveis. A figura 32 ilustra a fase de maturagdo vivenciada nessa sessdo didatica.

Figura 32 - Estudantes manipulando o Geogebra na fase de maturagéo
' T 18

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Na primeira questao, os estudantes teriam que verificar se determinados conjuntos
de vetores geravam o R3. Todos responderam usando sistemas de equacdes lineares, 0s quais
foram resolvidos pelo método do escalonamento. Trés alunos tiveram um pouco de dificuldade
na resolucdo, pois se atrapalharam quando realizaram as operacdes sobre as linhas das matrizes
associadas ao sistema. Concluiram que somente os vetores do item (A) geravam 0 espaco Ré.
Entdo, foi feito o tratamento das representacdes simbolicas em que partimos do registro
numerico (vetores-linha) e chegamos ao registro matricial. A figura 33 ilustra a resolugéo da

primeira questdo feita por um estudante.
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Figura 33 - Resolucdo da questdo 1 feita por um estudante
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A segunda questdo pedia que cada conjunto de vetores dos itens (A), (B) e (C)
fossem representados no Geogebra, de modo que os gréficos obtidos em cada item fossem
salvos em arquivos separados. Como resultados, tivemos que, dos seis alunos, cinco
conseguiram fazer as combinacGes utilizando o software. Houve a manipulacdo de
representacdes diferentes em paralelo, em que partimos do registro numérico e chegamos ao
grafico, permitindo que o aluno estabelecesse as relagdes entre as representacbes de subespacos.
A figura 34 ilustra alguns graficos obtidos.

Figura 34 - Gréaficos construido por um estudante

B ; C

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Com base nos graficos obtidos dos vetores da questéo 1, ilustrados na figura 34, os
alunos deveriam perceber que as combinagdes dos vetores em A resultam em novos vetores,
que, dependendo dos escalares escolhidos, poderdo ter sentidos e dire¢des distintos, de modo

que estdo gerando todo o espaco R3, ou seja, estdo a formar infinitas retas e planos que passam
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pela origem. Ja nos itens B e C, os alunos deveriam observar que os vetores dados e as
combinacdes lineares entre eles estdo formando um unico plano, e que, portanto, ndo geram R3.

Vejamos no quadro 17 breve andlise das respostas de trés dos sete alunos que
realizaram a atividade, selecionadas para ilustrar como procederam na sua realizagdo. As
demais respostas foram semelhantes, por isso, ndo houve necessidade de inseri-las como

exemplo. A integra das respostas de cada estudante para essa questdo se encontra no Apéndice

L.

Quadro 17 - Respostas dos alunos a questdo 2 (Q2)

Q2 Al A2 A3

(@) | (A) | Estdo gerando novos vetores que | Geram R3, O sistema continua em um mesmo
também geram R3 e quando algum sentido e dando qualquer valor
escalar é negativo o sentido dos positivo, ou negativo para o0s
vetores muda. escalares o vetor continua no R2.

(B) | N&o geram R3, pois estdo gerando | Geram um | Fazendo as combinacdes lineares,
um plano. anico plano. colocando qualquer valor para os
escalares 0 sistema é
indeterminado e esté fora do R3.
(C) | Néo geram R3, pois estdo gerando | Geram um | Sistema impossivel que fazendo
um plano. nico plano. todas as combinacgdes vai sempre
parar em um ponto especifico.

(b) Nos vetores que geram um espaco | Quando os | O vetor que gera 0 espago no R?,
ndo existe um plano que passe por | vetores geram | fazendo-se as combinagdes estara
todos eles simultaneamente, | espaco nao | direcionado com o primeiro
enguanto nos vetores que nao | ficam no | quadrante e dependendo das
geram um espaco R3, um plano | mesmo plano. | combinagdes esse ird mudar. Nos
passa por todos. Os que geram, | vetores que nao geram isso &

ficam. contrario.

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Segundo o quadro 17, os alunos Al e A2 perceberam que em (A) 0s vetores geram
R3 e seu sentido depende do escalar utilizado nas combinacdes, e, em (B) e (C), os vetores ndo
geram R3. Ao comparar 0 comportamento dos vetores que geram e nao geram R3, explicaram a
principal diferenga entre ambos com base na colinearidade e na coplanaridade observadas. Com
IS0, ao visualizar o comportamento dos vetores, os alunos puderam ampliar o0 conceito imagem

acerca dos conjuntos geradores e o significado da ideia de gerar o espaco R3.

Jaoaluno A3 associou a descricao do grafico com a discusséo dos sistemas lineares,
feita na quest&o anterior. Diz que, no item (B), o sistema é indeterminado, possivelmente, em
razdo de algum equivoco nas operacfes do escalonamento. Ao comparar (A), (B) e (C),
direcionou-se para 0s rumos que os vetores tomavam, conforme ia atribuindo distintos
escalares, no entanto, ao descrever 0s que ndo geram, apenas afirmou que acontece o contrario
dos que geram. Assim, ndo podemos afirmar que o aluno ndo tenha compreendido o significado

de vetores gerarem ou ndo um espaco vetorial, uma vez que ele ndo forneceu descrigéo clara.
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A questdo 03 explorou 0 modo de como encontrar a equagéo que descreve o espaco,
ou seja, como determinar o subespaco gerado pelos vetores dos itens (B) e (C). Assim, esperava-
se que encontrassem a equacdo: 2x —y — 6z = 0, tanto em (B) quanto em (C), de um plano que
contém todos os vetores resultantes das combinacbes feitas por eles nas questdes 01 e 02.
Deveriam perceber que, em ambos o0s casos, todos os vetores pertenciam ao plano,
independentemente, dos escalares escolhidos para fazer as combinagdes, e que ambos 0s
conjuntos de vetores de (B) e de (C) estdo gerando 0 mesmo subespaco de R3, embora possuam
vetores geradores distintos.

A figura 35 ilustra a solu¢cdo de um aluno que inseriu o plano no gréfico,
possibilitando a visualizacdo do subespaco R2? formado pelos vetores dos itens (B) e (C), no

Geogebra.

- 8 x
Entrar

Entrada:

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Na figura 35, podemos observar na “Janela de Algebra” a equacdo inserida e o
conjunto gerador formado pelos vetores a, u, v e w. Na “Janela de Visualizagdo 3D”, temos 0
plano passando pela origem contendo os vetores geradores. Os resultados apontaram que, ao
explorar o comportamento de vetores em R2 e R3, 0 ensino favorece a ocorréncia dos processos
de representacdo, pois explora os quadros numeérico, algébrico e geométrico dos vetores,
trabalhando o tratamento e conversdo dos registros. Além disso, a mediacdo docente voltada
para criacdo de um ambiente investigativo pode propiciar a participacdo ativa dos alunos na
atividade proposta, na qual puderam manipular e visualizar, via software, 0 comportamento dos
vetores, realizando combinagOes lineares e observando se estes geravam ou ndo 0S espacos

dados.
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Realizada a fase de prova da Sequéncia Fedathi, conduzimos as discussfes para
chegar & nocdo de independéncia linear. Para isso, utilizando os resultados da atividade
realizada no Geogebra, escrevemos na lousa os conjuntos dos itens (B) e (C) da primeira
questdo da atividade (ver figura 31), retirando um vetor do item (C), conforme mostra a figura
36.

Figura 36 - Vetores da questéo 1
[(1,2,0),(3,0, 1), (2,-2, D] =[(1, 2, 0), (12, -6, 5)]
\ o

\ J
4 Y

(B) (C)

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Com isso, fomos fazendo questionamentos, cuja discussdo remeteu a nocdo de
independéncia linear. Vejamos os principais trechos dos didlogos nos quais 0s alunos chegaram

a esta nocao.

17 Pesquisadora: Observem que a gente tinha vetores diferentes, tanto no item (B)
guanto no item (C) e apesar de serem diferentes eles geraram o mesmo plano, com
a mesma equacao. Mas se voceé tirasse um vetor, serad que os vetores que ficariam
continuariam gerando o mesmo plano?

Igor: Formaria uma reta, ndo? N&o, é a mesma coisa, continuaria formando um
plano. Continua o0 mesmo.

Livia: Mas no caso, tambem tem que verificar se... (trecho inaudivel)

Lucas: Nao é... (trecho inaudivel)

Igor: N&ao, mas o plano mudou, eu acho...

Pesquisadora: Observem o que acontece. Vejam isso utilizando o Geogebra.
John: o plano é o mesmo.

Pesquisadora: Observem que o conjunto (C), com dois vetores, gerou um plano.
Este outro, (B), com trés vetores gerou o0 mesmo plano. Excluindo um vetor em (C),
0 plano permaneceu 0 mesmo. Agora vamos analisar um pouquinho mais de perto...
Sera que existem escalares cuja combinacao seja igual a (1, 2, 0)?

Alunos: le-1

Pesquisadora: e se eu pegar agora: (3,0,1)=__ (1,2,0)+__ (2,2,1)
Alunos: 1el

Pesquisadora: e se eu pegar esse outro: (2,2,1)=__ (3,0,1)+_(1,2,0)
Alunos: -1e1l

Igor: Entdo, quer dizer que nesse exemplo cada vetor é combinacé&o linear de outro.
Pesquisadora: Isso, em (B), cada vetor é combinac&o linear dos outros. Mas, e em
(C), sefizermos: (1,2,0)=___ (12,-6, 5), tem algum escalar que torna a igualdade
verdadeira?

[siléncio]

Alunos: nao
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Pesquisadora: comparando as combinaces feitas com os vetores de (B) e de (C)
0 que eu posso afirmar?
Ivo: que em (B) cada vetor é combinacéo linear dos outros dois e em (C), n&o.
Pesquisadora: Considerando essa combinacdo linear entre eles, que relagdo é
possivel afirmar que existe entre os vetores de (B)?”

(17.1) Ana: Cada vetor ¢ linearmente dependente, é isso? E bem isso...
Igor: Que o determinante é igual a zero.
Lucas: Que vz vai depender de vi e vz pra ser combinacao linear.
Igor: Que o nimero de coordenadas é igual ao nimero de vetores...
Pesquisadora: Se for comparar o vetor (1, 2, 0) em (B) e o vetor (1, 2, 0) em (C), 0
que posso afirmar?
John: Que o primeiro é uma combinacao linear de dois vetores.
Pesquisadora: E o outro?
Lucas: N&o tem como fazer uma combinacgéo.
Pesquisadora: E se compararmos (B) e (C), seguindo o raciocinio da “Aluna A”.
O que posso dizer em relacéo ao vetor (1, 2, 0)?
Ana: Eles sdo linearmente independentes.
Pesquisadora: E qual seria dependente e qual seria independente?
Ana: (1, 2, 0) é independente, nestes dois vetores, e 0 outro é dependente.
Pesquisadora: Entéo, vocés estdo me dizendo que esses dois vetores de (C) sdo LI
e que estes tres vetores de (B) sdo LD.

O dialogo (17) ilustra a maneira como se deu a mediacdo docente na conducéo do
debate que levou os alunos a nocdo de dependéncia e independéncia linear. Utilizando os
mesmos vetores manipulados em atividade anterior, os estudantes foram questionados quanto
a possibilidade de realizar combinacdo linear entre eles, para que percebessem relacfes de
dependéncia e independéncia. Na fala (17.1), a aluna percebeu a independéncia linear, fazendo
com que os demais estudantes comecassem a olhar os vetores nessa perspectiva. Em seguida,
tivemos a fase de prova em que foi formalizado o assunto e apresentada a definicdo de
independéncia linear. Na sequéncia, foi feita nova tomada de posi¢éo, desta vez com objetivo
de abordar a nocéo de base de um espaco vetorial. Vejamos trechos do dialogo que culminou

na nogéo de base.

(18) Pesquisadora: Quando havia trés vetores em (C), o conjunto era LI ou LD?
Alunos: LD.
Pesquisadora: Quando tirei o terceiro vetor, que pode ser escrito como
combinacao linear dos outros, o que aconteceu?
Igor: Ficou LI.
Pesquisadora: Observem que ficou LI, mas continuou gerando o plano. Eleera LD,
quando tinha trés vetores. Foi retirado um e eles continuaram gerando o plano. O
mesmo plano, a mesma equacao. Entdo, agora que tenho um conjunto que é L1 e
que gera o subespaco, irei chamar aquele plano (plotado no grafico do item (C))
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de S, subespago S. Em (B), tenho um conjunto LD que também gera, mas se eu tirar
um vetor o que acontece? Sera que o plano continuard o mesmo?
[...]
Livia: gera.
Pesquisadora: Verifiquem no Geogebra.
Lucas: E se deixar s6 um?
Pesquisadora: Apague os outros dois, no item (B) e veja 0 que acontece.
Lucas: Gera também.
Pesquisadora: Vejamos, vou apagar u e v. O plano ainda esta 14, mas observem
um pequeno detalhe, quando faco combinagdes lineares s6 com um vetor, o que ira
gerar?
Ivo: Uma reta, somente!
Livia: Uma reta.
Pesquisadora: Uma reta, pois a medida que for colocando escalares, estes serao
multiplos e continuardo na mesma reta. Entao, s6 uma reta gera um plano?
Lucas: N&o.
Pesquisadora: Para gerar um plano o que preciso ter?
Livia: Duas retas.
Pesquisadora: Entdo, nesse caso, posso retirar vetores, porém tem um limite para
fazer essas retiradas e continuar gerando o subespaco. [...] E observem que quando
retirei os vetores que estavam “sobrando”, eles ficaram LI, mas continuaram
gerando. Porém, se retirar mais vetores, ele ndo gera mais. Entdo, o que posso
afirmar em relacéo a esses vetores que sé@o LI e que geram? O que irdo formar,
considerando que ao retirar vetores eles ndo geram mais 0 subespaco e ao
acrescentar vetores eles deixam de ser LI, mas continuam gerando?
(Siléncio)

(18.1) Livia: a base!
Pesquisadora: no caso eles formam a base do subespaco que eu chamei de S.
Livia: e a partir deles vai gerar outros.

O dialogo (18) mostra como se deu a introducdo da nocéo de base de um espaco
vetorial, na qual os alunos conseguiram chegar a esta nocao, observando o comportamento dos
subespacos ao incluir e excluir vetores, com o qual visualizaram os resultados mediante
representacdes algébrica e geométrica, utilizando o sofware Geogebra. Na fala (18.1), temos o
momento em que uma aluna percebeu que se tratava de uma base.

Em seguida, foi realizada a fase da prova, em que foi mostrada a defini¢do formal
de independéncia linear e base. Foi feita uma nova tomada de posicao, pedindo que os alunos
verificassem algebricamente se os vetores do item (B) formavam uma base. A figura 37 mostra

0 momento em que um aluno apresentou sua solugéo.
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Figura 37 - Aluno na fase da solucdo, apresentando uma

questdo sobre base

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Resumindo, nesta atividade foi possivel: construir o significado de conjunto

gerador; explorar as relagdes de dependéncia e independéncia linear; evidenciar que um mesmo

plano pode ser gerado por conjuntos distintos de vetores e como proceder para encontrar sua

equacao; incluir e excluir vetores chegando ao conceito de base. Assim, os estudantes puderam

utilizar mais de uma representacao em paralelo, sendo levados a estabelecer ligacdes entre elas.

Na sessdo didatica 6, o objetivo da mediacdo era levar os estudantes a percep¢éo da

necessidade da base ser LI, possuindo a quantidade minima de vetores para ser formada, para,

com base nisso, observando o niimero de vetores na base, introduzir o conceito de dimenséo.

(19)

Pesquisadora: Posso dizer que os vetores u, v e w sdo uma base do R??

Lucas: N&o.

Lucas: N&o.

Pesquisadora: Por qué?

Lucas: Porque tem trés vetores.

Ana: Tem dois que sdo multiplos.

Pesquisadora: Mas, por qué preciso de vetores LI para poder ter uma base?

Iris: E por causa do plano?

Igor: Ent&o, o nimero minimo de vetores seria dois. Ja que nds estamos no R?, se
nos tivéssemos no R3 0 nimero minimo seria trés.

Iris: E por causa do plano, porque se tiver s6 um vetor pode passar inimeros
planos por ele. Ja com dois vai ter apenas um Unico plano que passa pelos dois.
Pesquisadora: Observem, que o fato dele ser LI esta dizendo alguma coisa em
relacdo a base, em relagdo ao vetores que vao formar a base.

Ana: Acho que garante o espacgo que ele esta formando.

Pesquisadora: Observem a relacéo entre a indepedéncia linear e a quantidade de
vetores na base...
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(19.1) Ana: Deve ser minima, ndo?
Pesquisadora: E o que garante que essa quantidade vai ser minima?
Ana: O espaco que esté gerando.
(19.2) Lucas: Que eles formam uma base, ai significa que vai ser minimo.
(19.3) Ana: Ele ser LI.

Nas falas (19.1, 19.2 e 19.3) os alunos demonstram compreender a relagéo entre a
independéncia linear e a quantidade de vetores na base. Com isso, prosseguimos abordando a
dependéncia e independéncia linear de vetores por meio da insercdo de diversos vetores no
grafico desenhado na lousa, com o qual falamos do teorema?* da base e iniciamos o contelido
de dimenséo, fazendo uma tomada de posi¢éo ao questionar quantos vetores terdo uma base de
R2, R3, R® etc. e propor um exercicio com o objetivo de leva-los a perceber que o nimero de

vetores na base fornece a dimensdo do espaco.

7.2.2 Mediacédo dos dialogos e abordagem das representacdes

As aulas descritas no topico anterior trouxeram trechos dos dialogos vivenciados
em sala de aula, que foram analisados considerando a comunicagdo estabelecida entre os
participantes e a respectiva mediacdo do ensino. Além disso, utilizamos como categorias as
fases da Sequéncia Fedathi, os processos de PMA definidos por Dreyfus (2002) e o conceito
imagem e conceito definicdo descritos por Tall (1988, 1995).

Nos dialogos descritos em 7.2, houve a intengdo de propiciarmos a construcao
conceitual partindo do delineamento do conceito imagem referente a cada contetdo estudado,
usando para isso perguntas que suscitavam reflexdes e questionamentos sobre os contetdos. A
elaboracdo dos conceitos se deu com o estimulo ao desenvolvimento de habilidades, como
observar, descrever, comparar, classificar, inferir, relacionar, visualizar, generalizar e abstrair.
Estes processos tiveram sua ocorréncia manifestada nos dialogos entre nds e os estudantes,
sobretudo nos momentos de conflitos e duvidas que aos poucos iam sendo superados mediante
a troca e confronto de ideias entre os estudantes.

O quadro 18 ilustra as perguntas utilizadas e os principais processos mentais

suscitados.

24 Teorema da base: Se um espaco vetorial V tem uma base com n vetores, entdo toda base para V tem
exatamente n vetores (POOLE, 2011, p.410).
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Quadro 18 — Sintese das perguntas e processos mentais mobilizados nos dialogos

Processos mentais

Diélogo Conteudo Sintese da pergunta geradora associados
(1) Vetor [...] 0 que é um vetor? Extrair e definir
@) [...] serd que existem outros conjuntos que | Observar, comparar e
Espaco permitem estas operacdes? descrever
3) vetorial [...] como vocés descreveriam um espago Observar, sintetizar e
vetorial? descrever
(4 (Aluno) Existe vetor no R1? Observar e refletir
[...] que caracteristicas um subconjunto de
5) um espaco vetorial precisa ter para também
ser um espaco vetorial? Obser_v ar, comparar €
< - identificar
(6) [...] se ndo tenho que verificar os dez
axiomas, 0 que é preciso verificar?
@) Subespago (aluno) [...] por qué so essas duas condi¢Bes? gl?gse{i\éi;?
(8) (Gréfico) A reta H é um subespaco vetorial Observar e comparar
de R??
Verifique se o conjunto U de todos os pontos .
S . Manipular, comparar
€)] (x,y) em R?, tais que x>0 e y>0, é um e abstrair
subespaco de R2.
(10), (11) | Combinagéo [..] 0 que & uma combinagéo linear? Observar, extrair,
e (12) linear 104 ¢ ' descrever, refletir
Subespago [...] Posso chamar v e w de um conjunto A = Ob_s ervar, descr_ev_er,
(13) . . visualizar, definir
gerado {v,w}. Me digam 0 que esta acontecendo? generalizar
(14), (15) Conjunto . Observa_r, comparar,
e (16) gerador Os vetores geram R37 conje_ctulrar,
manipular
(17) Independéncia [...] se vocé tirar um vetor os que ficam Observar, extrair e
linear continuam gerando um plano? descrever
(18) [...] quando havia trés vetores o conjunto era | Observar, comparar e
Base LlouLD? descrever
(19) [...] Posso dizer que os vetores u, v, w sdo | Observar, comparar e
uma base do R%? descrever

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Compreendemos que a busca pela superacdo dos desequilibrios cognitivos

(equilibracdo), quando junta ao exercicio constante dos processos mentais descritos no quadro

16, pode favorecer a manifestacdo da generalizacdo e da abstracdo, pois pressupde a reflexéo

sobre os objetos estudados, contribuindo para a expansdo do conceito imagem e apreensédo do

conceito definicdo. O dominio do segundo também contribuira para o aprimoramento do

pensamento matematico dos discentes, a medida que puderem aplicé-lo a outras situacdes. A

figura 38 resume esta analise.
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Figura 38 - Os dialogos e a mediagdo docente na proposta da SF
MEDIA(;f\O NA SEQUENCIA FEDATHI

o10® desequilibrios (oWGA° descobert,

CONCEITO PROCESSOS CONCEITO
IMAGEM DE PMA DEFINICAO

LwWooOor T O
NWoOOoO T =T O

TOMADA DE POSICAO

MATURACAQ SoLUCAQ

Fonte: Pesquisa direta (2017).

A figura 38 destaca o fato de que a mediagdo docente na Sequéncia Fedathi permitiu
a interacdo dos participantes, adotando uma atitude disposta a escutar os estudantes, respeitando
suas ideias, raciocinios e pontos de vista, mesmo que estes nao estivessem em acordo com a
comunidade cientifica, como ocorreu com os dialogos (8), (9) e (16), em que, apesar de alguns
equivocos, os estudantes conseguiram chegar as respostas esperadas sem que 0s corrigissemos
diretamente.

Ao agir dessa maneira, a mediacao docente, nos pressupostos da Sequéncia Fedathi,
pode contribuir positivamente para a construgdo do conceito imagem que 0s alunos passavam
a ter do conteudo, desde a tomada de posi¢cdo. Em meio a perguntas, conflitos, davidas, erros,
acertos etc., conforme ilustra a figura 25, foram mobilizados processos de PMA, e, consoante
acontecia a mediacdo, apoiada em perguntas que fomentavam os didlogos, chegava-se na
formagéo do conceito defini¢do, propicio a acontecer na fase da prova.

Assim, ndo houve um ensino focado na transmissao de conceitos e defini¢cdes em
sua forma final, mas o cuidado para que estes emergissem nas discussdes, de maneira
significativa. A qualidade dos dialogos foi reflexo da mediacdo docente, disposta a escutar o
que os alunos tinham a dizer, a0 mesmo tempo em que havia um direcionamento do ensino,
instigando-o0s a agir, refletir sobre as caracteristicas e propriedades dos contetdos, buscando
evidenciar as relagdes e significados.

Nos dialogos, percebemos que as fases de maturacédo e solugdo aconteceram quase
em paralelo, a medida que iam sendo feitas as perguntas e 0s alunos expunham seus raciocinios

maturando as ideias, apontando aspectos relevantes, levantando hipéteses, davidas, erros, iam
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chegando numa solucdo mantendo uma linha coerente de raciocinio, que ia sendo construido
com a participacdo de todos os envolvidos, embora ndo fosse uma construcdo imediata, pois
sempre havia conflitos e dividas que aos poucos iam sendo esclarecidos. Assim, havia 0s

desequilibrios cognitivos necessarios a construcao do saber.

Olhando esses dialogos mais de perto, percebemos que os alunos eram levados a
extrair, classificar, sintetizar, generalizar e abstrair, favorecendo o exercicio dos processos de
PMA. Isso, sem duvida, foi facilitado pelos recursos e estratégias utilizados nas aulas, uma vez
que as representacdes desempenham papel fundamental na atividade matematica, servindo
como instrumento para se alcancar a generalizacdo e a abstracdo. Desse modo, conveém se ter 0
dominio de diversas representacGes de um conceito, porquanto é essencial para se ter
flexibilidade de pensamento e estabelecer relacdes entre 0s objetos em estudo.

Além disso, ao proporcionar ao estudante a liberdade para se comunicar e expor
seus raciocinios e ideias, a Sequéncia Fedathi se diferenciou dos modelos tradicionais de ensino,
de nos exigindo uma postura flexivel e aberta ao didlogo. Assim, a comunicacao se deu baseada
na valorizagio do pensamento e fala dos discentes, em vez de um comportamento docente que
remetesse a imposi¢do ou autoritarismo.

No que se refere a maneira como as representacGes matematicas foram trabalhadas,
realizamos a andlise dos dados utilizando as etapas descritas por Dreyfus (2002). Assim, de
acordo com os resultados obtidos, elaboramos o quadro 19, que mostra o uso das representacoes

matematicas utilizadas durante o Curso de Introducéo a Algebra Linear.

Quadro 19 — Tratamentos e conversdes verificadas nas sessdes didaticas

Sessio Manipulagéo de Manipulagéo de Processos de
. Contetido uma unica distintas representacdes .
didatica x PMA associados
representacéo em paralelo
Operagdes com n-uplas => grafico L
Vetores vetores algébrico => gréfico Vlsuall_za(;a?
1 Espagos Verificagdo dos Generalizacdo
paco cac - Abstracéo
vetoriais axiomas
5 Subespa(;o Verificacdo dos graflcq =>_a|gek?r!co Visualizagio
vetorial subespacos algébrico => grafico
Comblna(;ao Verlflc_a(;aONdas matricial => linguagem Abstracio
3 linear combinacdes natural
Subespaco ) n-uplas => grafico Visualizagéo
gerado gréafico => algébrico Generalizacdo
4 Geradores V_erlflca(;ao dos algébrico => gréfico Visualizacdo
conjuntos geradores
SuZ(re;ngo Verificagao algébrica n-uplas => grafico Visualizagdo
5 _ geraco, de conjuntos grafico => algébrico Generalizagéao
independéncia A ~
I geradores, algébrico => grafico Abstracéo
inear e base
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independéncia linear grafico => linguagem
e base. natural

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Na abordagem das representaces, sintetizada no quadro 18, observamos que, na
sessdo didatica 1, as representacOes de vetores passaram por mudancas do registro
numérico/algébrico para o geométrico em duas e trés dimensdes, favorecendo a assimilacdo e
visualizagdo do contetudo mediante a manipulacdo de variadas representagdes em paralelo.

Os espagos vetoriais foram explorados por meio de exemplos distintos, em que 0s
alunos utilizaram inicialmente uma Unica representacdo, ao identificar e verificar os axiomas
dos espacos vetoriais. Assim, estes exemplos favoreceram a construcdo do conceito de espaco
vetorial, podendo culminar na sua generalizacao e abstragéo.

Na sesséo didatica 2, foi imprimida énfase aos aspectos geométricos dos espagos
vetoriais, cujo foco era a visualizacdo de propriedades implicitas, enfatizando aspectos
conceituais essenciais a compreensdo do contetdo. Houve tratamento algéebrico, utilizando-se
a representacdo de n-uplas para verificacdo das propriedades dos subespagos, bem como
aplicacdo de exemplos e contraexemplos de subespacos vetoriais como meio de ampliar a
percepcao do conceito pelos estudantes.

Na sessdo didatica 3, houve a conversédo do registro simbdlico (combinacdo linear)
para o registro em lingua natural, em que os alunos foram convidados a elaborar uma definicéo
de combinacdo linear com amparo na observacdo de um exemplo. Além disso, apos as
manipulacdes de vetores no Geogebra, foi possivel chegar no conceito de subespaco gerado, no
qual utilizamos, paralelamente, representacdes graficas e algébricas, observando o
comportamento dos vetores ao realizarmos as combinacdes lineares via software. Isso remeteu
aos processos de visualizacdo, generalizacdo e abstracdo, que poderiam ser vivenciados pelos
alunos, conforme estabelecessem as relagdes pertinentes.

Na sessdo didatica 4, aconteceu o tratamento do registro algébrico, no qual os
alunos puderam verificar conjuntos geradores, chegando eles préprios a técnica de resolugéo.
Também foi usado registro grafico para visualizacdo de vetores geradores no plano e no espaco.
Além disso, os alunos fizeram exercicios para determinar os geradores de espacos vetoriais
dados, podendo observa-los sob perspectivas diversificadas.

Na sesséo didatica 5, foram procedidos a tratamentos e conversdes, remetendo aos
processos de visualizacdo, generalizacdo e abstracdo dos conceitos de combinacdo linear,

geradores, independéncia linear e base. Registrou-se maior destaque as transformacdes de
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registros, pois os proprios alunos usaram o Geogebra numa atividade que os levou a manipular
vetores e realizar tratamentos e conversdes, observando atentamente os comportamentos dos
vetores e subespacos. Assim, passaram do registro numeérico para o grafico e do grafico para o
registro em lingua natural, bem como realizaram tratamentos nos registros algébrico e gréafico.

Ja na sessdo didatica 6, que tratou dos conceitos de base e dimensdo houve o uso de
representacdo geométrica e algébrica, em que a primeira teve o intuito de rever o
comportamento dos vetores LI e LD no plano, relacionando-os a caracterizacdo de uma base.
Enquanto isso, a segunda levou os alunos a observagdo do vinculo entre 0 nimero de vetores
na base e a dimensdo do espaco. Em seguida, foram feitos exercicios em que os alunos deveriam
verificar a dimensdo de espacgos vetoriais dados.

Assim, os conceitos foram trabalhados usando diversificadas representacdes em
paralelo, auxiliando na visualizacéo e percepcao deles, transpondo a manipulacdo algoritmica,
corroborando com as ideias de Dreyfus (2002), quando defende a importancia de trabalhar no
ensino com varias representacdes, de modo a levar o estudante a desenvolver habilidades de
transitar entre uma representacdo e outra, ampliando sua visdo do conteddo e obtendo
flexibilidade de pensamento.

Né&o se trata, no entanto, apenas, de trabalhar representacGes, mas, sobretudo, ter
consciéncia de como conduzir e mediar 0 ensino para a compreensao da necessidade dessa
mudanga de registros, bem como de seus significados intrinsecos. Nesse sentido, em todas as
sessOes didaticas, a postura e a mediacdo docente foram responsaveis pela qualidade da
abordagem das representacbes matematicas, permitindo a acdo direta dos estudantes, cuja
maturacdo aconteceu, respeitando-se o tempo dos alunos e fornecendo as oportunidades de
manipulagdo de representacdes distintas, em paralelo.

Além disso, do ponto de vista do conceito imagem e conceito defini¢do, descrito
por Tall (1988;1995), observamos que, na tomada de posi¢do, o contexto inicial das aulas
proporcionou a mobilizagcdo de conhecimentos prévios, evocando, assim, as imagens mentais
necessarias a formacdo do conceito imagem referente ao novo contetdo, introduzido em cada
sessdo didatica. Assim, o conceito imagem comeca a ser trabalhado desde o plateau, mas o foco
é a sua formacdo sendo viabilizada no curso das fases da Sequéncia Fedathi, criando, assim, a
base para a apresentacdo do conceito defini¢do, que surge somente apos processos de reflexao
sobre as relacdes e propriedades dos conceitos estudados.

Na fase de maturacdo, acontecia a construgdo do conceito imagem referente ao
contetdo de cada sessdo didatica, em que, com apoio em exemplos, a mediacdo docente se

utilizava de questionamentos para fomentar o dialogo, a interacdo e a reflexdo sobre os
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contetdos estudados. Na solucdo, a exposicdo das estratégias de resolucdo e do raciocinio
utilizado pelos estudantes nos mostrava como estes estavam compreendendo o contetdo,
fornecendo, assim, dados sobre o conceito imagem que estava sendo formado por eles.

Na prova, a formalizacdo do conteudo proporcionava a aproximacdo entre o
conceito imagem (trabalhado na aula) e o conceito defini¢do, uma vez que as defini¢des formais
sO eram expostas apos os estudantes terem explorado os conceitos de maneira intuitiva.

Desse modo, a Sequéncia Fedathi proporcionou um ensino em que 0 conceito
imagem referente aos contetidos da Algebra Linear foi explorado de maneira reflexiva e de
acordo com o tempo de maturacdo dos alunos, sendo que ndo houve a transmissao direta de
conceitos e defini¢cbes em sua forma final, mas o cuidado para que emergissem nos dialogos,
de maneira significativa, possibilitando a construcdo gradativa das imagens conceituais em

Algebra Linear.

7.4 As impressdes dos estudantes sobre a Sequéncia Fedathi

Nesta sessdo, tratamos de verificar as impressdes dos discentes sobre a vivéncia da
Sequéncia Fedathi, visando a conhecer os reflexos da mediagdo docente nas suas percepgoes.
Com efeito, o significado da palavra impressdo se refere as ideias recebidas, ou mesmo, as
sensaces vividas pelos estudantes, ao depararem uma metodologia que rompeu com o contrato
didatico a que estavam habituados.

As informacdes foram coletadas com amparo em instrumentos aplicados logo ap6s
o curso de Introducdo a Algebra Linear, por meio de questionario e entrevista coletiva, e no
decorrer do grupo de estudos, criado para apresentar a Sequéncia Fedathi aos cursistas, cujos
dados foram coletados por meio de féruns de discussdo online e questionario impresso. O grupo
de estudos teve duracdo de 20h, semipresencial, utilizando o ambiente virtual Moodle, com
foco no estudo da Sequéncia Fedathi, do qual participaram quatro alunos que concluiram o
curso de Algebra Linear. Os detalhes estdo descritos no capitulo 6.

Desse modo, para compreender como os alunos perceberam a experiéncia com a
Sequéncia Fedathi, no dia 28 de abril, apos a ultima sessdo didatica do curso de Introducao a
Algebra Linear, realizamos com os seis estudantes presentes na aula, uma entrevista coletiva
na forma de grupo focal, registrada em audio. Na ocasido, eles ndo conheciam a Sequéncia
Fedathi, uma vez que, durante o curso, nada foi mencionado sobre aspectos metodoldgicos das

aulas.
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O quadro 20 apresenta as principais respostas obtidas, trazendo as perguntas feitas

pela pesquisadora (representadas por Pn), as unidades de analise ilustrando recortes das

respostas dos discentes (representadas por Rn) e as ideias centrais obtidas dessas falas.

Quadro 20 — Trechos das principais falas dos estudantes no grupo focal

sabe nem o que que esta fazendo.

Pergunta Unidades de analise Ideia central
R1. [...] A gente fica tentando, entdo, um diz uma palavra, outro
diz outra coisa. Um diz uma coisa errada, outro diz outra coisa Interagao e
errada, mas isso vai estimulando que a gente va pensando, se descoberta
lembrando e acabe descobrindo aquilo que vocé esté
P1. O que perguntando.
vocestema | R2 [..] a gente aprende na disciplina pra verificar que é LI, LD Enfase a0s
dizer sobrea | g tudo mais, s6 que aqui a gente consegue ter uma visio diferente. sianificados
maneira como | por que é LI? Por que é LD? g
0s contetidos R3 r P : ~ on
. [...] a gente é o principal agente do conhecimento, vocé s .
foram i . Autonomia
esta facilitando isso.
trabalhados ao , -
longo do R4. [...] no geogebra nds conseguimos ver porque quando o
curso? sistema tem solugdo gera um plano. Enfim, tudo isso. Vocé | Visualizagédo
consegue ter uma visao diferente daquilo que é passado na sala
de aula.
R5. N&o tem discussao entre os alunos. Interagéo
R6. L& passa s6 a definicdo. Nao tem como imaginar, sem ver...
P2. por exemplo, no Geogebra... a gente vé muita definicdo e nédo Visualizacio e
Comparando o | sabe formalizar aquilo, pois € ruim de imaginar. Mas, através do ima inagéo
que Geogebra que vocé passou, ficou melhor para imaginar ginag
vivenciaram | realmente como é que forma as coisas...
no curso com | R7. [...] ele ndo vai chegar pra cada um e perguntar se esta Interacio
as aulas a que | entendendo ou nio. ¢
estdo ] L .
habituados. o | R8:[--] um da uma opinido, o outro completa ai forma uma
que ' opinido s6, mas em sala cada um tem a sua, ai ele explica de Interagdo
observaram? | Modo geral e pronto.
R9. Sim, porque vocé vé como é que esta sendo aplicado aquilo. L
L Visualizagédo
E desenhar no caderno € muito dificil.
Visualizagéo;
R10. [...] Eu fiquei sempre imaginando, lembrando como foi feito | Imaginacéo;
P3.0 no computador. Representacio
Geogebra mental.
ajudou na R11. A gente viu no Geogebra como funcionam as combinacfes | Representacdes
compreensao | lineares, mas na pratica aprende apenas a calcular sistemas... em paralelo
dos conceitos : P ; N
estudados o R12. A_cho-que é furJdaAmentaI 0 geogebra no inicio do CUrso, POiS | penresentacio
5 a partir disso vocé vé o que forma... Entdo, da pra imaginar mental:
curso: estudando as definicdes, outras imagens na cabeca da gente, do | . . ,éO'
que a gente esta fazendo. Por causa que a gente faz coisa que nao . GN '
Imaginagao.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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Quando falaram sobre a maneira como os contetudos foram trabalhados (P1), os
alunos explicitaram livremente opinides que remeteram a uma recepgéo positiva da interagao
vivenciada entre eles, nos e os contetidos, destacando-se como ideias centrais os significados
matematicos, o desenvolvimento da autonomia e a oportunidade de visualizar, sob outros
pontos de vista, 0s contetdos trabalhados, saindo da viséo algébrica que costuma prevalecer no
ensino tradicional.

Em P2, ao comparar a metodologia adotada no curso com o ensino a que estavam
habituados, os estudantes relataram que, neste Gltimo, ha pouco espago para troca de ideias
entre os participantes. Mencionaram a dificuldade de imaginar os conceitos, uma vez que 0
ensino se d& mediante a apresentacdo imediata das defini¢des, tornando a visdo do contetido
muito limitada: “L& passa so a definicdo. Ndo tem como imaginar, sem ver... [...]a gente vé
muita definicdo e ndo sabe formalizar aquilo, pois é ruim de imaginar”.(R6).

Desse modo, implicitas as falas dos estudantes, esta a percepcao da interacdo dos
participantes, bem como do incentivo a visualiza¢do e imaginacdo dos conceitos e definigdes,
sobretudo no que se refere ao uso do software Geogebra (P3), em que foram unanimes em
apontar as vantagens de seu uso no ensino, facilitando a compreensdo dos contetdos. Assim,
destacaram-se as representagdes mentais e a oportunidade de trabalhar com representacfes em
paralelo.

Ap6s o grupo focal, aplicamos um questiondrio com questdes abertas, buscando
verificar as impressdes dos alunos sobre a maneira como os conceitos foram trabalhados, o uso
de perguntas, a recorréncia ao Geogebra e a fase da solu¢do, marcada pela apresentacdo das
resolucdes na lousa. Cinco alunos responderam a esse questionario. Para analise, apresentamos
as respostas como unidades de andlise e as ideias centrais, obtidas de cada resposta, que
sintetizam a visdo dos estudantes sobre cada assunto questionado. As perguntas na integra estdo
no Apéndice M.

O quadro 21 ilustra as respostas referentes a maneira como se deu a abordagem
metodologica dos contetdos, em especial, as impressfes que ficaram sobre a construcao

conceitual incentivada nas aulas.

Quadro 21 - Respostas dos discentes sobre a metodologia do curso
Unidades de Analise Ideia central

Infiga g cwniovdadt 'Mﬁm/f«wl & A fs ol amn WW .
AL | 2 Al vadey_ornds Jpa®  dipgin ok A coms i [Pmakingde s hui Curiosidade
g e LS d/v'/&"«vw.vxw ma »ala

T
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Imaginacdo
(formacéo do
conceito
definicdo)

A2

Interacdo e
curiosidade.

Interacdo e

A4 o ala L\m_ng e sntenrssendke apl’endlzagem

Uso de
exemplos
(formacéo do
conceito
imagem)

A5

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Nas respostas do quadro 21, destacaram-se, como ideias centrais, curiosidade,
imaginacdo, interagdo, aprendizagem e uso de exemplos. Segundos os relatos, o ensino
proporcionou a curiosidade mediante 0s questionamentos que iam sendo propostos, cuja
discussdo remetia a imaginacdo das definicbes conforme se ia avangando com o conteldo.
Nesse aspecto, houve indicios do quanto a Sequéncia Fedathi pode contribuir para a construcdo
do conceito imagem e do conceito definigcdo, pois, segundo as falas dos estudantes,

A2. (...) me fez tentar imaginar a definicfo a cada passo dado a caminho da definig&o.
A5. E importante 0 uso de exemplos simples antes de explicar o contetdo pela
definicdo formal, pois isso permite uma melhor visdo do que as defini¢Bes afirmam,
e isso melhora a compreensdo do conteido e nos instiga a estudar mais (...).

Para os alunos, poder imaginar as definicdes facilitou a compreensdo tornando a
abordagem dos conteudos interessante, sobretudo pelo uso de exemplos que os instigou a
estudar mais o assunto. A interacdo como momento de troca de informagdes, saberes e ideias
também foi mencionada nas falas, ao afirmarem que as discussdes vivenciadas auxiliaram na
compreensdo dos contetdos.

O quadro 22 traz as respostas referentes as impressdes dos estudantes quanto ao uso

de perguntas como estratégias de mediacéo do ensino.



Quadro 22 - Respostas dos discentes sobre 0 uso de perguntas para mediac¢do do ensino
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Unidades de Analise Ideia central
IWW PR N s 0S5 phin 9> O s i 9 el O]
oo _dimd _woda _alimd o ronsdbedp o Pt manind, comglimidonds o Novas ideias

Curiosidade e
reflexdo

g A X pon \ nh
e ARnAD s a&ut\nn & Quanen n?hnnAun covn e Cu Amom(\nAﬂ

Curiosidade

Curiosidade

Reflexdo e
autonomia

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Assim, os estudantes destacaram o surgimento de outras ideias como resultado da

reflexdo estimulada pelos questionamentos. Todos perceberam as perguntas como elementos

essenciais da mediagdo docente, pois incentivavam o raciocinio, a curiosidade e novas ideias,

resultando no desenvolvimento de sua autonomia.

Quadro 23 - Impressdes dos discentes sobre a fase da solucdo

Unidades de Analise Ideia central
Era  dimamca ok com g hajl dinginnad =« nll¥ o R }9’17“4 i &
abins  of,” sdds  Agsa waM,&dw«[a"l /lﬂ%d&cﬂvntﬁ“//m/lb .
Mmetd  iduon ppia complindol g puotugs Novas ideias
Diferentes
resolugdes
Facilita o

aprendizado

Interacéo




131
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0 = ¢
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Fonte: Pesquisa direta (2017).

Quanto a fase da solucdo, descrita no quadro 23, os alunos destacaram que o fato
de apresentar suas solucdes na lousa facilitou o aprendizado, sobretudo por viabilizar a troca de
ideias e exposi¢cdo de caminhos que levam a mesma solucdo. Embora tenha reconhecido sua
importancia, um aluno expressou, durante a realizacéo do grupo focal, sentimentos de receio de
estar exposto aos questionamentos da turma no momento em que apresentou a solucéo de uma
questdo trabalhada em sala.

O quadro 24 ilustra as respostas dos alunos sobre o que acharam do uso do software

Geogebra para manipular vetores e subespacos vetoriais em R? e R®,

Quadro 24 - Respostas dos discentes sobre 0 uso do Geogebra nas aulas
Unidades de Analise Ideia central

TFo it soIveati Mf//ﬂ‘;,ow’ do Gugla | o0 Fivtmdy a Visualizacio;
I dad yinadinet dlgf of] sFap abakls i dera JFma gedil  Percepcio do
s WM& s oows o qu i PmaBn  pmo pcompsdasam,| comportamento dos
vetores.

Justifique as oones marcadas

Visualizacéo;
Compreensdo do
conceito de base.

Visualizagéo
O __aunad J Goouyrhand Lo \\\/’\!\J”‘Q }: {U»’, B! Aj/D' OU \ILC»'.)‘ Y
oo 2 uitealilieon i Songla s (oo teciiul e Ouienody Visualizagdo
if).‘1&<‘.0' 2l o 3in, .
0 wm dl/nL §(3Hu/a/\/_ b bbwa w’i’ ru/l/)bw?(i V(w) (,dZ/A,Wn Ay Los . o
0 = Visualizagédo

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Corroborando o que foi dito no grupo focal, os estudantes foram unanimes em
destacar o quanto o Geogebra permitiu a visualizacdo das defini¢des, o incentivo a imaginagéo
dos conceitos, facilitando a compreensao dos contetdos. Assim, segundo seus relatos, foi um
recurso essencial na apreensdo de significado e consequente constru¢do do conceito imagem

referentes aos contetdos de subespacos, geradores e base.
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Durante a efetivagdo do grupo de estudos, foram realizados dois foruns para
discussdo no ambiente Moodle para abordar as fases da Sequéncia Fedathi. Antes da
participacdo nos foruns, eles foram orientados a realizar leitura do texto de Souza (2013), que
caracterizava as fases da Sequéncia Fedathi. Sintetizamos no quadro 25 as principais falas que

retratam, no férum 1, as impressdes dos alunos sobre a tomada de posicdo e a maturacéo e, no

férum 2, a solucdo e a prova.

Quadro 25 - Trechos das principais falas nos foruns de discussao

Unidades de Analise

Ideia central

FORUM 1: TOMADA DE POSICAO E MATURACAO

R1.[...] indica que o professor deve proporcionar uma maior autonomia
para o aluno, e leva-lo a desenvolver o raciocinio matematico, através da
exploracdo, compreensao e investigacao [...]

R2. Acredito que seja de grande importancia o professor medir o grau de
conhecimento dos alunos antes de apresentar o problema para poder
aplicar essa metodologia, pois muitos alunos tem niveis de conhecimentos
desiguais.

R3. Segue sera também importante trabalhar o nivelamento da turma.

R4. Outra etapa bem interessante é na fase de maturacgao. Quando existe a
interac&o entre os alunos e o professor, sendo que isso contribui e muito na

R6. o professor deve levar seus alunos a construirem suas aprendizagens a
partir das experimentac@es e constatacGes feita por eles no decorrer da
aula.

R7. o problema proposto deve proporcionar uma maior autonomia para o
aluno, e leva-lo a desenvolver o raciocinio matematico, através da

Autonomia

Experimentagéo

aprendizagem, pois 0s alunos questionam uns aos outros e ao professor. Raciocinio
t R5. Esses questionamentos que tém na maturacgdo s6 vem a contribuir para matematico

gue os alunos reflitam e possam adquirir o conhecimento de maneira mais

solida. Interacdo

Investigacédo

Planejamento

exploragdo, compreensao e investigacdo de problemas matematico. Mas Nivel de
antes de passar qualquer problema o professor vai ser um investigador de conhecimento
sua sala de aula, fazendo um diagndstico para saber o nivel que sua turma dos alunos

Se encontra.

R8. Eu acho o método tradicional valido também, mas penso que possa
limitar muito o aluno, pois esse pode se acostumar a esperar resposta para
0s seus questionamentos dos outros, ndo se dando ao trabalho de investigar
por si mesmo. Sem esse trabalho, seus erros e acertos, eu penso que seja
mais dificil de se absorver qualquer que seja o conteudo.

FORUM 2: SOLUCAO E

R1. Essa 3 etapa promove diversas trocas de conhecimento entre os alunos.
[...] A Gltima etapa € fundamental, pois é a partir dela que os alunos
poderdo ver como criar um modelo que possas resolver outras situacoes-
problemas.

NN\ /A

R2. E importante lembrar também que, nessa terceira fase, é preciso dar
tempo para que os alunos realmente consigam produzir algo. No modelo
tradicional, facilmente vocé pode passar toda uma aula sem fazer e/ou
entender absolutamente nada. Digo isso empiricamente.

R3. Na solugéo do problema o professor deve induzir o aluno para com
seus conhecimento possa responder e se ele ndo conseguir propor contra -
exemplos que possam leva-lo chegar numa solugé@o necessaria e através de
Sseu raciocinio

Troca de ideias
Interacdo
Contraexemplos
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R4. O docente deve procurar meios para que o aluno chegue a solucéo da
guestdo, ndo quer dizer que o Unico meio seja 0 que o professor vai
ensinar, podera haver meios até mais faceis que chegue a mesma solucéo
problema com isso ele deve buscar que o aluno tente através de seus
conhecimentos chegar na resposta.

Fonte: Pesquisa direta (2017).

As falas descrevem uma compreensdo mais sistematizada da Sequéncia Fedathi,
uma vez que agora puderam conhecé-la e caracterizar suas fases, relacionando com o que
vivenciaram no curso de Introducdo & Algebra Linear. Assim, puderam refletir sobre a
mediacdo e postura docente com base nos pressupostos tedricos da metodologia. Destacamos

as respostas R8 e R2, dos foruns 1 e 2, respectivamente:

R8. Eu acho o método tradicional valido também, mas penso que possa limitar muito
ao aluno, pois esse pode se acostumar a esperar resposta para 0S Seus
questionamentos dos outros, ndo se dando ao trabalho de investigar por si mesmo.
Sem esse trabalho, seus erros e acertos, eu penso que seja mais dificil de se absorver
qualquer que seja o contetdo.

R2. E importante lembrar também que, nessa terceira fase, é preciso dar tempo para
que os alunos realmente consigam produzir algo. No modelo tradicional, facilmente
vocé pode passar toda uma aula sem fazer e/ou entender absolutamente nada. Digo
isso empiricamente.

Nessas falas, ficam evidentes as reflexdes discentes sobre o0 método tradicional de
ensino e a proposta da Sequéncia Fedathi. Ao fazer essa comparacdo, o aluno sinaliza
compreender os beneficios a qualidade da aprendizagem mediante um ensino que valoriza a
acao e o pensamento discente em sala de aula. A principal ruptura/diferenca apontada pelos
alunos ao comparar a Sequéncia Fedathi com o ensino tradicional, foi a auséncia da interagéo,
das perguntas, das discussdes sobre 0 assunto, antes de apresentar as defini¢cGes formais.

No primeiro forum, os alunos demonstraram compreensdao do quanto a Sequéncia
Fedathi pode proporcionar a autonomia discente, & medida que propde a experimentacdo que
fard com que use de seu raciocinio matematico num ambiente que favorece a investigacdo e a
interacdo. Também destacaram a importancia de um bom planejamento e a necessidade de o
professor fazer um diagndstico sobre o nivel de conhecimento da turma.

O segundo férum sobre a solucédo e a prova teve como categorias: 0 tempo, a
interacdo e o uso de contraexemplos. Destacaram a necessidade de se dar tempo para os alunos
resolverem a questdo, bem como a importancia da interacdo proporcionada na apresentacao da
solucéo e o0 uso de contraexemplos para estimular o raciocinio dos alunos sobre o contetdo.

Pelo exposto, percebemos que as falas dos foruns se assemelham aos depoimentos que deram
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antes de conhecer a Sequéncia Fedathi, sinalizando aproximagéo entre o que vivenciaram na
pratica e 0 que viram na teoria.

Ao final do grupo de estudos, aplicamos com quatro alunos um questionario para
que avaliassem o curso de Introducfo a Algebra Linear (40h) e o grupo de estudos (20h). O
intuito foi verificar as impressdes dos discentes sobre a experiéncia vivenciada em ambos 0s
momentos. As respostas na integra estdo no Apéndice N. Destacamos aqui algumas falas

transcritas no quadro 26.

Quadro 26 - Principais respostas obtidas no Questionario 2

Unidades de Analise Ideia central

“Foi uma experiéncia nova para mim, onde obtive outro modo de ver o ensino | e Acdo
da matematica em que se pode deixar o aluno mais a vontade para que eles | discente
possam atraves dos seus conhecimentos chegar no resultado final do problema, | Autonomia
e com isso, ter uma interacdo com os colegas e professor. Assim, 0 assunto ~
abordado serd mais bem aprimorado pelos alunos e com isso o professor ira ter * Interagao
um melhor desempenho em salade aula [...]”
“[...] eu pude ter uma experiéncia de aprendizado diferente da qual eu estou | e Nova forma
habituado. Foi como uma nova forma de aprender. E dessa vez eu consegui |  de aprender
realmente participar das aulas, podendo ajudar os meus colegas. Isso me trouxe | o Autonomia
alguns beneficios, ao mesmo tempo que aumentou bastante a minha ~
responsabilidade como aluno: ou nds (alunos) nos esforgcamos no processo de * Interagao
aprendizagem, ou nem mesmo com uma boa mediacéo, feita pela professora, o | ® ESforco
contetdo conseguira ser efetivamente apreendido por nés. [...] 7
“[...] Através dessa metodologia consegui entender conceitos muito importantes | e Compreensio
da Algebra Linear, pois esta disciplina possui um contetdo muito abstrato. o Formacio
Vivenciar essa sequéncia como aluno contribuiu muito ha minha formagdo como docente
professor de matematica, pois foi possivel perceber de forma bem clara quais séo
0s objetivos da Sequéncia Fedathi.”
“Vivenciar a Sequéncia Fedathi como aluna no curso de Algebra Linear foi muito | e Autonomia
interessante, visto que essa nova didatica de ensino de matematica permitiuands | o |nteracio
alunos uma maior autonomia dentro de sala, fazendo com que pudéssemos C e

. ~ . S e Raciocinio
aprender a partir de nossas constatacdes e nos deu a liberdade de discutir sobre
determinadas perguntas com nossos colegas. ”

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Observamos que a ruptura do contrato didatico do ensino tradicional foi vivenciada
por eles de maneira positiva, uma vez que se destacaram a interacdo, a autonomia, a
compreensdo, a formacdo docente, o esforco e o raciocinio. Os sujeitos demonstraram que
sentiram o ambiente de ensino favoravel a investigacéo e a reflexdo, despertando-lhes a vontade
de continuar aprendendo sobre o conteudo, corroborando as respostas apresentadas no grupo
focal e no questionario 1. Nao mencionaram enfado, rotina ou qualquer outro fator que minasse
sua predisposi¢do para refletir ativamente sobre o conteddo. Em um dos instrumentais um aluno

relatou a ansiedade que sentiu em alguns momentos por querer ver logo as defini¢fes e 0s
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métodos algoritmicos, e outro falou sobre a resisténcia na adaptacdo a fase da solugéo, pelo
receio de ter que apresentar suas respostas na lousa.

Das ideias centrais obtidas, observamos que 0s termos interacdo, autonomia,
reflexdo, visualizacdo e imaginacdo ocorreram com frequéncia nos instrumentais aplicados,
caracterizando-se como as impressdes mais fortemente percebidas pelos estudantes em relagéo
a metodologia vivenciada.

Desse modo, considerando o contexto das falas, trazemos o quadro 27, que
relaciona as principais impressdes identificadas as categorias: cognicdo, socializacao,
afetividade e metacognicéo, que emergiram das ideias centrais, sinalizando aspectos que,
embora subjetivos, ndo estdo dissociados do contexto de sala de aula, uma vez que a acgao

docente reflete na acdo discente ultrapassando os aspectos cognitivos.

Quadro 27 — Categorias emergentes das ideias centrais

Ideias centrais Categorias
Socializacédo
Interacéo Afetividade
Cognicéo
Visualizagdo Cognicéo
Imaginacéo Cognicéo
Socializacdo
Reflexdo Afetividade
Metacognicdo
Socializacéo
. Afetividade
Autonomia .
Cognicao
Metacognicdo

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Na Sequéncia Fedathi, a interacdo ocorreu em todas as fases, sobretudo na
maturacao e solugdo, uma vez que esta pressupde a socializacédo das ideias de cada pessoa, que,
em suas singularidades, estdo repletas dos produtos da atividade cognitiva e, também afetiva,
uma vez que estas sdo indissociaveis, conforme defende Piaget, ao conceber a ideia de que “[...]
tanto o aspecto cognitivo quanto o afetivo desempenham papéis chaves no desenvolvimento
intelectual.” ( WADSWORTH, 1996).

Desse modo, a interacdo vivenciada durante o curso, mediada segundo a Sequéncia
Fedathi, trouxe ao ambiente de ensino as dimensdes sociais e afetivas da aprendizagem,
imprescindiveis a construcdo do conhecimento e, sobretudo, ao desenvolvimento do

pensamento matematico, uma vez que as emocgOes tendem a influenciar diretamente a
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motivagdo e o interesse, que, a seu turno, estimulam a curiosidade, o senso investigativo e a
consequente mobilizagdo dos processos mentais que constituem o PMA.

A visualizacéo e a imaginacao se relacionam, sobretudo, aos aspectos cognitivos,
estando intimamente associadas as representacGes mentais e simbolicas. A visualizacdo dos
objetos no plano e no espaco permitiu que comparassem e manipulassem as representacoes
(numéricas, algébricas e geométricas) em paralelo, favorecendo a imaginagdo dos conceitos e
definicdes. Isso facilitou a compreenséo e forneceu ferramentas para a realizacao dos processos
de generalizacdo e abstracdo dos contetdos estudados. O software Geogebra foi imprescindivel
para isso, bem como a mediacdo docente, ao possibilitar que a interacdo em sala de aula
favorecesse a visualizagdo e a imaginagao.

Consequentemente, a reflexdo se deu a medida que os estudantes eram incentivados
a repensar 0s conceitos, a reconsiderar as informacgdes disponiveis, buscando relacdes e
significados, refletindo sobre estes e acerca das acOes realizadas e suas consequéncias, num
processo que se coaduna com a metacogni¢ao que “[...] se refere ao conhecimento que se tem
dos proprios processos e produtos cognitivos ou de qualquer outro assunto relacionado a eles,
por exemplo, as propriedades relevantes para a aprendizagem de informagdes ou dados”.
(FLAVELL, 1976, p.232 apud ROSA, 2011, p. 42)

No ato de refletir sobre 0s objetos matematicos, a pessoa evoca processos mentais
que vao desde a simples observacdo de caracteristicas relevantes a abstracdo das definicGes
formais. Desse modo, quando na fase de maturacéo, a acdo docente estimulava a reflexdo sobre
0 conteldo e discutia procedimentos inerentes ao conhecimento matematico, tal como o papel
das estruturas, do raciocinio e da abstragdo, estava incentivando habilidades metacognitivas que
atuam na “[...] avaliacdo ativa e consequente regulacdo e orquestracao desses processos em
funcédo dos objetivos e dados cognitivos sobre o que se quer [...]”. (IBID., p.42).

A autonomia desenvolveu-se como resultado da interacdo e reflexdo sobre a
experiéncia vivenciada, tanto em seus aspectos cognitivos, quanto sociais, afetivos e
metacognitivos, & medida que proporcionaram ao aluno o conhecimento sobre conceitos
matematicos e a respeito da prépria atividade matematica, desenvolvendo neste a confianga na
propria capacidade de investigar e descobrir caminhos e estratégias de resolugéo das situagdes
propostas, bem como habilidades de argumentacéo e defesa de pontos de vista. Com isso, 0s
alunos puderam ter melhores condi¢Ges de administrar a propria aprendizagem, conforme
ilustra a fala de um dos estudantes:

[...] essa nova didatica de ensino de matematica permitiu a nés alunos uma maior
autonomia dentro de sala, fazendo com que pudéssemos aprender a partir de nossas
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constatacdes e nos deu a liberdade de discutir sobre determinadas perguntas com
nossos colegas.

Desse modo, ao verificar as impressdes dos estudantes sobre a experiéncia
vivenciada com a Sequéncia Fedathi no ensino da Algebra Linear, deparamos categorias que
nos auxiliaram a compreender o quanto essa metodologia interfere positivamente nos aspectos
sociais, afetivos, cognitivos e metacognitivos, essenciais na aprendizagem e no

desenvolvimento dos processos de Pensamento Matemaético Avancado.

7.5 Discussao dos resultados

Nesta sessdo, aprofundamos as analises dos resultados, de modo a evidenciar
aspectos relevantes que esclarecam como a SF pdde contribuir para o desenvolvimento dos
processos de Pensamento Matematico Avancado de alunos de licenciatura em Matematica em
aulas de Algebra Linear. Desse modo, analisamos o resultado de cada etapa, fazendo a

triangulacdo dos resultados, conforme ilustra a figura 39.

Figura 39 - Triangulacdo dos resultados obtidos nas trés etapas da investigacao

Observagdes da SF

/\

Impressdes dos
l Vivéncia da SF sujeitos e

PI‘lI‘lC 1p ais 1® Etapa Elemmtos que utilizados na analise tedrica contnbmra.m para prepa.rar;ac das

ReSUltadOS esséncia do contetido, mampula;ao algoritmica, desafio e estratégias de ensine.

2* Etapa: Ampliacio das relacBes entre as fases de maturagde e solugdo; Mediacio
docente aberta ao didlogo mediante o uso de questionamentos, recurso computacional e
estratégias de ensino; Discurso e acio docente voltados para incentivar os processos que
constituem o PMA;

3* Etapa: Relatos dos discentes refletem as contribuigSes da SF para os campos:
cognitivo. socio afetivo e metacognitivo.

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Os resultados da primeira etapa ajudaram a entender como a Sequéncia Fedathi
pode propiciar a construco conceitual em aulas de Algebra Linear, fornecendo informagoes
sobre a maneira como o contetdo das aulas observadas foi explorado nas fases da SF. Com

isso, obtivemos um padrao estrutural que auxiliou a compreender como as sessdes didaticas de
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Algebra Linear poderiam ser preparadas, uma vez que surgiram elementos que auxiliaram na
realizacdo da andlise teorica para a elaboracdo de sessdes didaticas voltadas para a construcdo
de conceitos, levando em consideracdo o raciocinio matematico subjacente a cada contetdo.
Nos contetidos da Algebra Linear, isso foi importante, pois pela natureza de seus
conceitos, ndo ¢ possivel introduzi-los por meio de problemas?®, uma vez que estes seriam faceis
ao ponto de serem resolvidos sem uso da Algebra Linear, ou dificeis, ao ponto de os alunos
ainda ndo possuirem conhecimentos suficientes para resolver. Desse modo, chegar a um modelo
que auxiliasse na realizacdo da andlise teodrica foi imprescindivel para a preparagdo das aulas

de Algebra Linear ministradas no curso de Introducéo a Algebra Linear.

Ao realizarmos a andlise tedrica, precisamos considerar o raciocinio matematico
subjacente aos contetidos que seriam ministrados, para, entdo, projeta-lo nos desafios propostos
aos estudantes. Para isso, foi pertinente questionar-nos: que caracteristicas os alunos deverao
observar no conteddo para que possam comecar a entende-lo? Que relacdes o aluno precisa
estabelecer para compreender o conteddo? Que processos de pensamento matematico o aluno
deve mobilizar para compreender o contetdo de maneira significativa? Que desafio propor para
levar os alunos a estabelecer tais relacfes e evocar tais processos de pensamento? Estes
guestionamentos indicam que 0s processos constitutivos do PMA precisam ser considerados
desde a preparacdo das sessfes didaticas, pois, assim, o professor tera claro em seus objetivos
quais processos 0s alunos devem ser motivados a vivenciar e 0 que fazer para incentivar sua
manifestacao.

Os elementos esséncia do conteudo e manipulacdo algoritmica trouxeram
implicitas as respostas a estes questionamentos, servindo como ponto de partida para delinear
0s objetivos da sessao didatica e o desafio a ser proposto, exigindo, assim, de modo consciente,
acOes mentais, como observar, extrair, classificar, relacionar etc. A coordenacdo destas a¢oes
mentais, segundo Piaget, leva o aluno a construcao do conhecimento. Para Dreyfus, estas a¢des
configuram os processos que levardo a abstracdo do conteudo e desenvolvimento do PMA.
Assim, dependendo do desafio proposto, é possivel estimar os principais processos que deverdo
ser mobilizados para que haja uma compreensao do contetdo. Esta previsao, entretanto, por si,
ndo serd suficiente para a manifestacdo dos processos de PMA pelos estudantes.

Desse modo, cada sessdo didatica foi pensada buscando partir do que chamamos
esséncia do contetdo, uma vez que esta expressao foi bastante utilizada nas falas do professor

doutor Herminio Borges Neto, na primeira etapa da investigacdo, trazendo a tona seu papel e

25 Afirmacdo constatada por Dorier et al. (2000, p. 98).
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importancia na organizacdo e elaboracdo de aulas na perspectiva da Sequéncia Fedathi. Na
esséncia do conteldo, estavam os principais aspectos a serem explorados em sala de aula, cujo
conhecimento docente, aliado a mediacdo didatica, auxiliou na mobilizacdo de processos
mentais associados ao PMA.

Assim, pressupusemos a ideia de que, identificada a esséncia do conteudo, esta seria
a base para que o discente possa desenvolver um raciocinio coerente do qual decorressem
processos mentais associados ao desenvolvimento do PMA. O quadro 28 ilustra a esséncia do

conteddo, extraida de cada assunto trabalhado nas sessoes didaticas.

Quadro 28 - Esséncia do conteldo trabalhada em cada sessdo didatica

N~ . - Processos
. Esséncia do Desafio dos Estratégias de .
Conteudo . RPN mentais
conteudo estudantes mediacao didatica .
associados
Espaco Adicéo de vetores e | Elaborar os Uso de perguntas e
Vetorial multiplicacdo de axiomas de espago | diferentes exemplos de
vetor por escalar vetorial espacos vetoriais
Propriedade de Identificar as
Fechamento propriedades dos Uso de perguntas e
Subespago | referente as subespacos diferentes
Vetorial operacdes de soma representagdes de
e multiplicagdo por subespacos, em paralelo
escalar
- rvar
_— Construir Uso de perguntas, do Obse /a
. .| Adicdo de vetores e Extrair
Combinacéo T subespacos software Geogebra e
. multiplicacdo de L Comeparar
Linear vetoriais. mudancas de e
vetor por escalar ~ Identificar
representacdes Descrever
Verificar se um Manipular
conjunto de vetores Visualizar
Conjunto S gera um subespaco | Uso de perguntas e S
Combinacéo linear - A . Sintetizar
Gerador vetorial, sem resolucédo de exercicios Definir
exposicao prévia Conjecturar
das regras para tal Generalizar
. Descrever 0 que Uso de perguntas, do :
Conjunto de g perg ’ Abstrair
acontece com o software Geogebra,
vetores :
. subespaco diferentes
Base independente . ~
o conforme se insere | representacdes.
maximo ou . . o
- Ou extrai vetores numéricas, algébricas e
geradores minimos oo
geométricas
Perceber arelacdo | Uso de perguntas,
, entre a nocéo de exemplos, exercicios e
. « Numero de vetores . ~ !
Dimenséo dimensé&o e os diferentes
na base ~
vetores de uma representacdes em
base paralelo

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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Saber identificar a esséncia dos conteldos a serem trabalhados se tornou
imprescindivel para o planejamento das sessdes didaticas, uma vez que esta guiou as escolhas
referentes aos objetivos, desafios e recursos a serem utilizados nas sessées didaticas.

Na vivéncia da SF, houve em todas as fases o incentivo a mobilizacéo dos processos
que constituem o PMA por meio do discurso docente, recurso computacional e estratégias de
ensino que colocaram os alunos em situagdes de desequilibrio cognitivo. Para isso, a mediagdo
do ensino se deu mediante questionamentos sobre o contetdo, partindo, principalmente, de
exemplos que remetiam aos processos de observacdo, comparacao, descri¢do, argumentacéo e
deducado.

Assim, em meio a troca de informac@es e ideias entre os participantes, cada um foi
construindo seu conceito imagem do contelido discutido, cujos processos mentais os levaram
as solucodes, permeadas pela reflexdo e descobertas que foram formalizadas na fase da prova,
culminando no delineamento do conceito defini¢ao, havendo, assim, o estimulo a generalizaco
e abstracao do contetdo estudado.

Isso ficou evidente na construcdo do conceito de espaco vetorial, cuja mediacao
docente partiu de conceitos simples e conhecidos dos estudantes (vetores), para entdo trazer
variados exemplos de espacos vetoriais (sem té-lo definido ou apresentado formalmente) com
0s quais os estudantes puderam observar sua estrutura (comegar a construir 0 conceito imagem)
e depois identificar os axiomas, para, s6 entdo, serem apresentados a definicdo formal
(relacionando o conceito imagem ao conceito definicdo). Nesse percurso, se deram as passagens
dos processos de observacdo, comparacdo, extracao de caracteristicas e sintese, até que 0s
alunos pudessem ter informacges suficientes para chegar a posterior generalizacdo e abstracao
do novo conteldo: espaco vetorial, havendo a transformacéo de seus esquemas de assimilacao
para dar conta deste novo conhecimento.

Nesse sentido, a postura docente teve contribuicdo imprescindivel, pois, sempre
aberta ao dialogo, mediou o ensino de modo que ndo houvesse aulas exclusivamente expositivas
com vistas a proporcionar o aprendizado por via de repeticdo, mas sim a construcdo dos
conceitos estudados, uma vez que ambos 0s segmentos — alunos e nds — estavamos em constante
interacdo com o saber em jogo. Nesses dialogos, houve a participacdo ativa dos estudantes, para
guem adotavamos a postura mao-no-bolso, deixando-os livres para chegar a alguma concluséo
do que fora discutido, intervindo com questionamentos e explanac6es, conforme a necessidade.
Somente apOs esse momento de troca de ideias, é que o conteido era formalizado
matematicamente e nds continudvamos com a abordagem de novos contetidos. A explanacéo

do assunto era necessaria ante a abstracdo envolvida nos conceitos trabalhados, sendo
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importante o nosso olhar atento no sentido de identificar quando o didlogo entre os alunos ndo
estava sendo produtivo, pois isso poderia leva-los a disperséo.

Destacamos no quadro 29 as principais caracteristicas da mediacdo docente como
fator determinante para o estimulo ao desenvolvimento do PMA identificados na vivéncia da
SF.

Quadro 29 — Sintese da acdo docente e seus reflexos no pensamento matematico

Fase Acdo docente Implicacbes ao pensamento matematico discente
o | Discurso sobre o ¢ Observacdo do préprio raciocinio;
f% raciocinio matematico « Verificacdo de padrdes ou caracteristicas que estruturam o
S subjacer_mg ao contetdo contetido;
@ Uso/ revisao do plateau ¢ Relaciona o que ja sabe ao novo conteido, mantendo um
o Interacdo professor-aluno |  encadeamento de ideias;
@ | Uso de perguntas ¢ O aluno se sente a vontade para expor suas ideias,
% Apresentacdo da situacdo questionamentos e duvidas; e
F | desafiadora e Observacéo e identificacéo das variaveis envolvidas.
Interacdo aluno-aluno ¢ O aluno ouve, compara, revé e avalia sua percepcéo e a dos
Uso de perguntas colegas (fala interna e externa);
Manipulagdo de e Foco nas propriedades de um conceito representado sob
9 diferentes representacdes formas distintas; ampliacéo da vis&o do contetdo e maior
< | Respeito ao tempo do significagdo;
5 | aluno e Tempo satisfatorio para realizar os procedimentos (e processos
T | Enfase ao raciocinio de pensamento) necessarios a realizagdo da atividade;
= | matematico ¢ O aluno é incentivado a observar, extrair, analisar, conjecturar,
testar, validar, generalizar, abstrair etc.; e
Pedagogia méo-no-bolso | e O aluno é deixado livre para planejar e executar suas
estratégias de resolucao.
Acompanha a exposi¢ao
das solugdes dos alunos . . ) .
¢ Ao expor sua solucdo, revisa os procedimentos que utilizou;
o | Uso de perguntas L
'S ermite a interacao ¢ O aluno troca ideia c~or.n o0s colegas e com o professor ao
k= apresentar sua solucao; e
& | aluno-aluno e professor- | | 5 3100 ¢ levado a perceber seu proprio erro, revendo seu
aluno. = — raciocinio ou estratégia de resolucéo.
Valorizagdo/mediacdo do
erro
Formalizagéo do o ) ) L
< | conteddo » Conceito imagem passa a se aproximar do conceito definicao
3 | Generalizagdo de (todo ou em parte, dependendo da compreenséo do aluno); e
a | modelos ¢ O aluno é levado a generalizar ou abstrair os conceitos
estudados.
Uso de perguntas

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Pelo quadro 29, na tomada de posicdo, as acdes do professor foram voltadas
inicialmente para a revisdo do plateau, criando um contexto no qual os estudantes poderiam
relacionar conhecimentos prévios ao assunto a ser tratado e, ao mesmo tempo, fazendo o

diagnostico do nivel de conhecimento da turma, mantendo um encadeamento das ideias



142

trabalhadas. Além disso, o discurso docente buscou enfatizar o raciocinio matematico e
processos mentais subjacentes ao contetdo, atuando de modo a favorecer a interacéo professor-
aluno para, em seguida, apresentar a situacdo cognitivamente desafiadora. Como implicacdes
dessas acOes ao pensamento matematico dos alunos, observamos que ele passaram a observar
0 proprio raciocinio, verificando padrdes ou mesmo a estrutura subjacente ao conteudo, se
sentindo mais confortaveis para expor seus raciocinios e ideias. Os didlogos descritos no topico
7.2 ilustram esse resultado.

Na maturacdo, os dialogos foram marcados pela interacdo ativa dos alunos
conosco. Por meio de questionamentos, 0s remetiamos a observar, extrair caracteristicas,
comparar, relacionar aspectos dos conceitos estudados etc., fazendo com que empregassem
constantemente processos mentais que poderiam leva-los a outros mais complexos, tais como
a generalizacdo e a abstracéo.

Além disso, nessa fase, os alunos vivenciaram atividade mental significativa, a
medida que, além de expor seus raciocinios, também escutavam os argumentos dos colegas,
avaliavam as respostas, comparavam com as suas, percebendo o contetdo sob outros pontos de
vista. Ndo temos como mensurar a qualidade de tais processos, mas, certamente, isso facilitou
0 acompanhamento do assunto, fazendo com que fossem, aos poucos, criando 0s conceitos

imagem dos contetdos discutidos. Em suas impressfes, uma estudante relatou:

[...] A gente fica tentando, entdo, um diz uma palavra, outro diz outra coisa. Um diz
uma coisa errada, outro diz outra coisa errada, mas isso vai estimulando que a gente
vé pensando, se lembrando e acabe descobrindo aquilo que vocé esta perguntando.

Este relato evidencia que, de fato, eles iam aos poucos construindo uma imagem
mental do conceito estudado, sobretudo pela troca de ideias e informacdes sobre o tema em que
um contribuia com o raciocinio do outro. Essa imagem mental ia sendo construida mediante a
interacdo de processos de pensamento que eram mobilizados no desenrolar das discussoes.

Além disso, ao analisarmos especificamente a maneira como os conteidos foram
representados, temos que, de fato, houve um cuidado em trabalhar com as distintas
representagdes de um conceito, possibilitando a ampliar a visédo do aluno sobre o tema. Houve
passagem do quadro algébrico para o grafico e vice-versa, tanto na explicacdo do contetdo,
quanto na manipulacdo direta pelo proprio aluno, tendo este ultimo efeito mais significativo.

Manipular vetores usando o Geogebra, no plano e no espago, proporcionou
ferramentas para que os alunos pudessem rever seus conceitos e estabelecer relagbes mais
significativas entre as representacdes e suas propriedades. Vejamos algumas falas extraidas do

grupo focal:
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[...] vocé vé como é que esta sendo aplicado aquilo. E desenhar no caderno é muito
dificil. [...] Eu fiquei sempre imaginando, lembrando como foi feito no computador.
[...] A gente viu no Geogebra como funcionam as combinag@es lineares, mas na
préatica aprende apenas a calcular sistemas... [...] Acho que é fundamental o geogebra
no inicio do curso, pois a partir disso vocé vé o que forma... Entéo, da pra imaginar
estudando as defini¢des, outras imagens na cabeca da gente, do que a gente esta
fazendo. Por causa que a gente faz coisa que nédo sabe nem o que que esta fazendo.

Por via desses relatos, observamos que foi uma experiéncia enriquecedora em
termos de apreensdo de significados, tanto que, posteriormente, ao resolver outras atividades,
ficavam lembrando como era a visualizagdo dos conceitos manipulados via software.

Observamos, também, que, muitas vezes, as fases da maturacdo e solucdo
aconteceram quase simultaneamente, durante a discussdo do assunto proposto, o que nos leva
a concluir que ambas, nem sempre, irdo se dar, exclusivamente, no debrucamento fisico e
mental do aluno para resolver as questdes propostas, no qual o professor adota, literalmente, a
postura mao-no-bolso. Ambas, também, podem acontecer em meio a discussdes acaloradas,
permeadas de reflexdes que acontecem na acdo, quando os estudantes se questionam, expressam
conhecimento, opinides e ideias, quando desafiados pelo professor. Além disso, ao expor sua
solucéo, o aluno revisa os procedimentos que utilizou e conhece distintos caminhos para chegar
a solucdo.

Na prova, destacaram-se a formalizagdo do conteldo e a generalizacdo de modelos,
implicando a construgdo do conceito defini¢do do aluno, sendo, portanto, momento favoravel
para chegar a sintese, generalizacdo e abstracdo. Quanto melhor o aluno tiver formado o
conceito imagem, melhor ira relaciona-lo ao conceito definicdo, dai a importancia de se abordar
conceitos abstratos com suporte em exemplos e ir construindo o conceito mediante a observacéo
de suas caracteristicas. Do contrério, se apresentarmos as defini¢des de imediato, a formacéo
do conceito imagem pode ser prejudicada, tornando-se fragmentada e superficial.

Segundo os alunos, no ensino tradicional,

R2. [...] a gente aprende na disciplina pra verificar que é LI, LD e tudo mais, s6 que
aqui a gente consegue ter uma viséo diferente. Por que é LI? Por que é LD?

R2. L4 passa s a definicdo. Nao tem como imaginar, sem ver... por exemplo, no
Geogebra... a gente vé muita definicdo e ndo sabe formalizar aquilo, pois é ruim de

imaginar. Mas, através do Geogebra que vocé passou, ficou melhor para imaginar
realmente como é que forma as coisas...

Pelas falas, percebemos que os estudantes sentem a necessidade de um ensino que
trabalhe o conteldo, utilizando recursos que proporcionem outros pontos de vista, além das
manipulagdes algoritmicas, instigando a imaginacgéo e a descoberta dos porqués matematicos

implicitos as regras e definicdes.
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Na terceira etapa da pesquisa, as falas dos discentes revelaram que, na pratica, a
mediagdo do ensino proporcionada pela SF lhes permitiu melhor compreender os conteudos,
uma vez que possibilitou “visualizar, imaginar, interagir, descobrir ¢ refletir”, antes de serem
expressas as defini¢cdes formais.

Suas falas corroboraram os resultados e constatacdes inferidas do curso de AL,
principalmente quanto ao que se esperava do uso do Geogebra, da mediacdo dialogada e do
processo de trazer as definicGes somente na fase da prova. Para eles, isso foi um diferencial
significativo, sobretudo pela facilitacdo do entendimento dos conceitos estudados. Além disso,
obtivemos ideias-centrais que sinalizaram o desenvolvimento de atitudes e/ou habilidades que
vao além dos aspectos cognitivos da aprendizagem, incluindo a socializacdo, a afetividade e a
metacognicao.

O desenvolvimento cognitivo se deu mediante a construcao dos conceitos estudados
num ambiente investigativo que remeteu os alunos a pensarem ativamente, elaborando seu
raciocinio com base nos conhecimentos e dados de que dispunham, construindo um conceito
imagem que s6 apos maturado ia sendo formalizado matematicamente.

O desenvolvimento social e afetivo aconteceu em virtude da mediacdo voltada para
a interacdo e o dialogo desencadeado por questionamentos, planejados para fomentar a reflexdo
e discussdo de ideias sobre os conteudos, que criou um ambiente de ensino permeado de
relacfes de confianca mitua entre os participantes, contribuindo para que os estudantes fossem
se adaptando ao contrato didatico implicito a Sequéncia Fedathi.

O desenvolvimento metacognitivo se tornou evidente quando a mediacdo docente
visava a incentivar o raciocinio matematico do ponto de vista do conhecimento matematico, ou
seja, da observacdo das estruturas e padrdes, dos procedimentos da atividade matematica,
levando o aluno a pensar sobre a propria atividade matematica, a maneira como observa 0s
conteudos fazendo refletir de modo consciente sobre processos de pensamento.

Pelo exposto, fazendo a triangulacdo dos resultados obtidos nas trés etapas da
investigacdo, por meio das distintas fontes de evidéncia, respondemos a pergunta principal do
estudo, sintetizando a resposta na figura 40, que traz informacdes sobre como a mediagéo

docente influenciou o desenvolvimento do PMA.
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Figura 40 - Sintese dos resultados da triangula¢éo dos dados

Sequéncia Fedathi no Ensino da Algebra Linear

Postura/Mediacéo Principios da SF
Docente « PERGUNTAS

= DIALOGICA _——" T » CONTRAEXEMPLOS

» QUESTIONADORA * PEDAGOGIA MAO-NO-BOLSO
e FLEXIVEL * SITUACAO ADIDATICA
» CONSCIENTE » CONCEPCAO DO ERRO
* REFLEXIVA * PLATEAU
/ \ SOCIALIZACAD
tomada de posigio maturagdo solugio prova AFETIVIDADE

COGNICAD

METACOGNICAQ
Recursos/ Estratégias

« SITUACAO DESAFIADORA
EXEMPLOS

USO DE DIFERENTES REPRESENTACOES
USO DE SOFTWARE

VISUALIZACAO (R? e R3)
TRATAMENTOS E CONVERSOES

Desenvolvimento
do PMA

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Pela figura 40, vemos que a postura docente seguindo os principios da Sequéncia
Fedathi se mostrou: dialdgica, no sentido de escutar os estudantes, estejam suas ideias corretas
ou ndo; questionadora, com vistas a mediar o ensino, fazendo uso de questionamentos; flexivel,
porquanto se adapte a realidade e necessidades da turma; consciente, do papel como educador
que estd a formar futuros professores; e reflexiva, que repensa a propria pratica, buscando
aperfeicoamento constante.

Além disso, constatamos que, nas sessoes didaticas baseadas na Sequéncia Fedathi
houve énfase em: fatores cognitivos, sociais, afetivos e metacognitivos, que influenciaram a
aprendizagem operando em conjunto, & medida que a mediacdo docente ndo apenas seguiu as
fases da SF, mas também pbs em pratica principios pedagdgicos determinantes na criacdo de
um ambiente didatico favoravel a construcdo do conhecimento, tais como: a postura mao-no-
bolso, a concepcdo do erro e 0 uso de perguntas e contraexemplos.

Com estas caracteristicas, a Sequéncia Fedathi se opde ao ensino propiciado pelas
metodologias tradicionais/tecnicistas, que, centralizadas nos aspectos cognitivos, deixam em
segundo plano a interacdo, que desenvolve a socializacdo e a afetividade, bem como a

metacognicdo tendente a ficar sob encargo do aluno, uma vez que 0s conteldos s&o
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apresentados em sua forma final. Essa dissocia¢do da dimenséo afetiva em aulas de matematica
do Ensino Superior tende a limitar ou mesmo coibir o desenvolvimento do pensamento
matematico dos estudantes, uma vez que as emocdes interferem diretamente na aprendizagem
da Matematica, sendo determinantes no que se refere a predisposicdo do aprendiz a buscar
novos conhecimentos.

Desse modo, descrevemos a maneira como a Sequéncia Fedathi pode contribuir
para 0 desenvolvimento de processos de Pensamento Matematico Avancado, buscando
compreender como e por que essa metodologia péde cumprir esse papel neste estudo de caso.
Ao emergirem 0s aspectos sociais, afetivos, cognitivos e metacognitivos, abrimos espaco para
novas reflexdes, sugerindo outros estudos que esclarecam melhor as relac6es destes com a SF.

N&o trazemos uma receita de como ensinar Algebra Linear, mas mostramos
algumas possibilidades metodoldgicas em face de uma problematica que situa o ensino
tradicional como um modelo a ser superado, quando se busca a melhoria da qualidade do ensino

e aprendizagem dessa disciplina. No capitulo que segue, trazemos as consideraces finais.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, ndo tivemos como objetivo “medir” o pensamento matematico dos
sujeitos, mas analisar a pratica docente, buscando evidenciar a maneira como a mediagdo do
ensino baseado na SF pode favorecer o desenvolvimento do PMA de alunos em sala de aula.
Fazendo uma andlise geral dos resultados, observamos que 0s processos constitutivos do PMA
foram manifestados nos trés niveis da Sequéncia Fedathi: preparacdo, vivéncia e anélise — tendo
a mediacgéo docente papel determinante e significativo.

Os resultados da primeira etapa da investigacdo mostraram evidéncias do incentivo
ao pensamento matematico, partindo da mediacao do professor, sobretudo no nivel do discurso,
que buscava instigar o raciocinio da turma mediante a participacao ativa dos estudantes. Nas
aulas de Algebra Linear observadas, na qualidade de docente, nos preocupamos, desde o inicio,
com a énfase na observacédo da estrutura matematica subjacente aos contetidos trabalhados e no
raciocinio matematico voltado para a generalizacao e abstragéo.

Além disso, subjacentes a mediacdo e as falas do professor, identificamos a
estrutura organizacional dos contetdos, que forneceu informacdes sobre como a SF pode
propiciar a construcdo conceitual. Com este resultado, pudemos pensar no planejamento de
aulas dirigidas a construcdo de conceitos, chegando ao delineamento de categorias, que foram
inseridas na analise tedrica da SF e utilizadas para preparacdo das sessdes didaticas ministradas
no curso de Algebra Linear (extens&o), realizado na segunda etapa da pesquisa de campo.

No caso especifico da Algebra Linear, o preparo da aula nessa perspectiva supre a
impossibilidade de introduzir seus conceitos abstratos por meio de “bons” problemas, sendo
este, um caminho viadvel para contornar essa dificuldade e prosseguir o ensino com foco na
construcdo conceitual. Assim, estes resultados atenderam ao primeiro objetivo especifico, que
visava a compreender como a SF pode auxiliar o professor a promover o ensino da Matematica
COMO uma construcao.

Ap6s etapa de observacio da SF nas aulas de Algebra Linear, ao planejar as sessdes
didaticas do curso de extensdo, identificamos o fato de que a manifestacdo dos processos de
PMA pelos estudantes pode ser potencializada, com auxilio da mediacdo docente quando, na
analise tedrica, o professor refletir sobre como estimular o raciocinio matematico dos discentes,
levando em consideracédo o plateau, a esséncia do contetdo, as manipulacGes algoritmicas e o
desafio a ser proposto.

Olhando especificamente para o plateau, verificamos que este forneceu a base

necessaria para que o ensino acontecesse em sala de aula num contexto favoravel a conexdo
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entre saberes antigos e novos. Seu diagndstico é imprescindivel & compreensao e construgao
dos conceitos estudados, uma vez que, ao levar o aluno a se lembrar de contetidos ja estudados,
relacionando-0s ao novo saber, o professor favorece a ocorréncia dos processos de PMA, pois
as imagens mentais e procedimentos realizados partem de conhecimento prévio que ajudarao
na reorganizacdo do saber antigo que se ampliara no contexto do novo saber.

Além disso, também destacamos o fato de que as fases de maturagdo e solucéo
podem acontecer durante a explanacao dos conteudos, nos dialogos estabelecidos entre alunos
e professor, de modo que a fase de maturacéo da Sequéncia Fedathi, neste estudo, ndo se limitou
ao debrucamento do aluno para resolver um problema proposto, mas também se deu na reflexdo,
nas acdes mentais direcionadas a compreensao do assunto discutido, cuja busca pelas respostas
as questdes expressas retirou o aluno da passividade e zona de conforto, chegando na fase da
solucdo quase em paralelo com a maturacdo, a medida que nos dialogos havia a troca de ideias.

Consideramos que esta constatacdo, juntamente com os elementos identificados
como constituintes da analise tedrica, sejam uma contribuicdo deste trabalho para o
aperfeicoamento e ampliacdo da Sequéncia Fedathi, no sentido de que, posteriormente, estes
possam ser aprofundados e discutidos, visando a melhor compreender a dindmica de suas fases
em variados contextos.

Ao analisarmos a mediacdo docente, notamos o quanto esta foi determinante para
que a abordagem dos contetdos fluisse em meio a dialogos, sem a centralizacdo das falas na
nossa figura como professora/pesquisadora. De um lado, nos preocupamos em conduzir o foco
da conversa para aspectos importantes do contetdo, e, de outro, em deixar 0s alunos a vontade
para explicitar seus raciocinios. Mesmo nas aulas de exercicios algoritmicos ndo nos limitamos
a apenas explicar os passos para resolucdo, mas possibilitamos que houvesse uma reflex&o sobre
os significados envolvidos nos procedimentos realizados, de modo que eles proprios chegavam
no “como fazer”.

A mediacdo docente seguiu 0s principios da Sequéncia Fedathi, dos quais
destacamos: a postura mao-no-bolso, a valorizacdo do erro, 0 uso de perguntas e
contraexemplos, sendo o tempo todo dialdgica, buscando estimular o raciocinio matematico do
aluno, conforme os conduziamos a pensar sobre os processos de PMA envolvidos nas situacdes
trabalhadas.

Este fato foi importante, pois, por exemplo, a visualizacdo, nem sempre, se da de
maneira espontanea e imediata pelos estudantes. Ao desenhar um grafico na lousa ou no
Geogebra, 0 aluno precisa fazer relacdes, que, dependendo da situacdo, ndo ira de imediato

perceber o que deve observar ou quais relacdes estabelecer. E preciso que o professor esteja
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atento a como mediar essa “visualiza¢do”, pois ndo convém simplesmente apontar “onde esta
o que deve ser visto”, mas fazé-lo rever as propriedades estudadas ou descrever o que acontece
ao se realizar determinadas acOes sobre 0s objetos matematicos e, dessas observacOes, fazer
deducdes, levantar hipéteses e verifica-las.

O mesmo acontece com 0s processos de generalizacdo e abstracdo. N&o é suficiente
que o professor diga o que serd generalizado, mas sim que crie situacdes em que os alunos
possam vislumbrar essa generalizacdo como consequéncia da reflex@o acerca dos resultados de
suas acdes sobre os conteudos, seja resolvendo exercicios ou discutindo aspectos conceituais
assentados em exemplos. As discussdes e reflexdes, no entanto, s6 foram possiveis por causa
do uso de perguntas, que estimularam o pensar, a curiosidade e a busca pelos porqués implicitos
nos conteudos, auxiliando, também, na mediacdo dos processos de Pensamento Matematico
Avancado.

Assim, constatamos que a mediacdo pode ser direcionada a fazer uso das perguntas
para levar o aluno a perceber os processos envolvidos e refletir sobre os procedimentos adotados
numa acdo mental que remete a metacognicdo (no sentido atribuido por Flavell). Se o aluno
adquire o habito de pensar nesses processos, conscientemente, terd melhores condicdes de
desenvolver a autonomia, o pensamento matematico. O professor desempenha papel essencial
neste processo, pois o estimulo ao raciocinio deve ser intencional, previsto desde a preparacdo
da sessdo didatica.

Além disso, a mediacdo como didlogos possibilitou a interacdo dos participantes,
de modo a ensejar relacdes de confianca do aluno para conosco - professora/pesquisadora -
criando a realidade propicia para os alunos exporem seus raciocinios de modo espontaneo,
rompendo o medo e/ou receio de serem avaliados pelos colegas. A qualidade dos dialogos foi
reflexo da mediacdo docente disposta a escutar os estudantes sem o interesse prévio do
julgamento ou avaliagdo de suas capacidades cognitivas, mas com o proveito de facilitar o
acesso a aprendizagem mediante a reflexdo e a troca de conhecimento.

O ambiente de confianca entre os participantes foi a base para motivacdo dos
processos de PMA, constantemente estimulados, uma vez que os alunos ficaram a refletir
ativamente sobre o assunto, de modo que chegavam aos conceitos desejados pelo préprio
esforco e raciocinio, alimentando com isso a autoestima, curiosidade e desejo de aprender mais.
Aliada a essa interacédo, a pedagogia mao-no-bolso, também, contribuiu para criar um ambiente
de ensino propicio a atividade investigativa e ao desenvolvimento da independéncia e

autonomia do aluno.
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Olhando especificamente para 0s processos de representacdo, que, segundo
Dreyfus, levam a generalizacdo e abstracdo, sendo necessaria a exploracdo de distintas
representacdes associadas a um mesmo conceito, observamos nas aulas que, desde o inicio do
curso, foram explorados os registros figurais (representacdes geométrica e grafica), simbolicos
(n-uplas, numérico, algébrico, combinacdes lineares) e registro em lingua natural (definicdes
de vetor, espaco vetorial, combinacéo linear), de modo a haver, tanto na explicagéo na lousa
quanto nas atividades realizadas, tratamentos e conversdes de registros.

Para isso, 0 uso do software Geogebra foi essencial, pois possibilitou que os alunos
manipulassem os vetores, sendo possivel explorar a visualizacdo de conceitos abstratos, como
os de espaco, subespaco, geradores, base e dimensdo, manipulados na forma numérica, n-upla,
algébrica e grafica, propiciando ao aluno a oportunidade de construir imagens mentais destes
conceitos, aperfeicoando o pensamento visuoespacial que trabalha processos mentais como
abstracdo reflexiva, descoberta de relagdes, transformagdes mentais, verificagdo, comparagéo,
intuicdo, generalizacdo, reconstrugdo mental da visdo de um objeto, planificagbes mentais,
previsdo mental e transferéncia. Tais processos ajudam o aluno a ampliar seu conceito imagem,
recorrendo a eles quando necessitar relembra-los.

Estes resultados ilustram que o segundo objetivo da pesquisa foi atendido, pois
identificamos relacGes entre a mediacdo do ensino na Sequéncia Fedathi e 0s processos que
constituem o PMA, instigados no discurso, nos dialogos e nas atividades, sobretudo por
proporcionar ao aluno participacdo ativa e reflexiva, acompanhadas pela nossa mediacdo como
professora.

Sobre a experiencia dos estudantes com a Sequéncia Fedathi, identificamos o fato
de que sentiram o ambiente de ensino favoravel a agdo reflexiva e a investigacéo, despertando
neles a vontade de continuar aprendendo sobre o contetdo. Pelas falas, observamos que
vivenciaram as aulas de maneira positiva, cuja ruptura do contato didatico aconteceu sem que
mencionassem sensacdes de enfado, rotina, resisténcia ou qualquer outro fator que minasse a
predisposicéo para refletir ativamente sobre o contetdo.

As falas forneceram ideias que classificamos nas categorias socializagéo,
afetividade, cognicdo e metacognicdo — uma vez que estas resguardam os principais reflexos
do ensino da Algebra Linear propiciado pela Sequéncia Fedathi, e que trazem consequéncias
favoraveis ao desenvolvimento do Pensamento Matematico Avangado em sala de aula. Com
isso, atendemos ao terceiro objetivo especifico, que visou a conhecer as impressées dos

discentes sobre a Sequéncia Fedathi, extraindo informagdes sobre suas relagdes com o PMA.
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Pelos resultados, observamos o quanto a Sequéncia Fedathi pode contribuir néo
apenas para o desenvolvimento cognitivo dos alunos, mas também para o desenvolvimento
social, as relacdes afetivas e metacognitivas, que contribuem significativamente para a
predisposi¢cdo do aluno em adquirir conhecimentos e pér em pratica o raciocinio investigativo.

Desse modo, € pertinente que as dimensdes sociais, afetivas e metacognitivas sejam
estudadas de maneira mais aprofundada, com o fito de esclarecer suas relagdes com a Sequéncia
Fedathi, uma vez gque nesta investigacdo emergiram como consequéncia da mediagéo do ensino.
Seré possivel otimizar as relagdes socioafetivas no sentido de trabalhar a autoestima e 0 gosto
pela matematica no Ensino Superior? E a metacogni¢cdo em que medida esta na SF? Indagacdes
como estas impulsionam novas reflexdes que esperamos poder elucidar futuramente, ampliando
as investigacdes sobre estes temas.

Além disso, ndo podemos deixar de mencionar o fato de que talvez o leitor se
questione se este estudo, que contou com sete sujeitos, pode ser replicado numa sala de aula
regular com 30 ou 40 estudantes. Consideramos que sim! Isto porque, embora seja uma
realidade diferente e o professor tenha outras variaveis para se preocupar, ndo tratamos aqui de
uma “receita”, poiS 0 docente tem a flexibilidade de adaptar-se a turma, considerando suas
particularidades. Um ndmero maior de alunos também pode ser mediado dialogicamente, por
meio de perguntas e dando-se tempo para maturacao das solugdes.

Para facilitar a comunicagdo em salas de aula numerosas, sugerimos o trabalho em
equipe, em que os alunos troquem ideias em pequenos grupos. No caso da Algebra Linear,
equipes utilizando o Geogebra no computador, aparelho celular ou tablet para discutir conceitos
e propriedades; ou, ainda, explorar nas equipes a demonstragdo de um teorema. Exploramos no
curso de extensdo a construcdo de conceitos, mas poderiamos ter incluido a construcdo de
teoremas. Esta pode ter sido uma limitacdo do estudo, que sugerimos também como tema de
pesquisas futuras.

Desse modo, neste trabalho, a Sequéncia Fedathi foi discutida ndo apenas do ponto
de vista de suas fases, mas verificamos caracteristicas que conduzem a agéo do professor a agir
de maneira que possa favorecer o desenvolvimento do pensamento matematico do aluno, a
medida que possibilita acdo e reflexdo em sala de aula mediada com base em principios
didaticos que o tornam um professor questionador, dialégico, reflexivo.

Portanto, em raz&o dos resultados, estes principios didaticos, aliados as concepgdes
de ensino e aprendizagem do professor, constituem o primeiro passo para a promogao do
desenvolvimento do PMA em sala de aula, uma vez que estes orientam a agdo docente. O

segundo passo esta na compreensdo e dominio dos significados e implicagdes de cada fase da
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Sequéncia Fedathi para a aprendizagem do aluno, pois estas o conduzirdo a agir e mediar o
ensino com foco nos processos de aprendizagem, e ndo somente na verificacdo das respostas
corretas e formalizacdo do contetdo.

O professor precisa ter consciéncia da importancia de sua mediacao, pois ela pode
favorecer, ou ndo, os processos de pensamento matematico que, dependendo da maneira como
forem mediados, tender&o a evoluir para nivel “avangado” conforme o estudante vivenciar a
experiéncia de agir como um matematico em sala de aula, sob 0 acompanhamento do professor,
cujo dominio da Matematica auxiliard a enxergar as relagdes necessarias, sem que precise, para
1SS0, apenas mostrar a resposta ou 0 caminho, sem dar chances ao aluno de pensar por si mesmo
e vislumbrar os significados.

Numa aula convencional, o aluno exercitara seu pensamento e raciocinio, porém,
estara sob as limitacdes de um ensino que se satisfaz com a exposicéo do contetido, obedecendo
a sequéncia definicdo-teorema-exercicio-aplicacdo, que, conforme destacado na problematica
e referencial tedrico, pouco contribui para o desenvolvimento do Pensamento Matematico
Avancado dos estudantes.

Portanto, esperamos que esta pesquisa possa contribuir para que docentes de
Matematica superior, sobretudo das licenciaturas, reflitam sobre sua préatica e a respeito de
como favorecer o desenvolvimento do PMA em sala de aula; e, alem disso, reflitam também
sobre os reflexos de sua pratica na formacéo de estudantes, futuros professores de Matematica,

que precisam de um ensino que valorize o desenvolvimento do raciocinio matematico.
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APENDICE A: TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA - UFC

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCAng - PPGE
CURSO DE DOUTORADO EM EDUCACAO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu, ,
portador(a) do RG e CPF
, aluno(a) matriculado(a) no Curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Estadual Vale do Acarau - UVA, autorizo Francisca Claudia
Fernandes Fontenele, estudante do curso de Doutorado em Educacéo da Universidade Federal
do Cearé - UFC, com orientacdo do Prof. Dr. Herminio Borges Neto, a utilizar em partes, ou
integralmente, as informacfes referentes a minha participacdo no projeto de pesquisa,
intitulado: “Construgdo de conceitos abstratos em Algebra Linear: reflexdes sobre ensino e
aprendizagem”, para fins de pesquisa cientifica, coletadas por meio de registro escrito, imagens,
audios, videos e depoimentos. Declaro, por oportuno, estar ciente de que a pesquisadora se
compromete a respeitar os critérios cientificos de sigilo, responsabilidade e respeito aos
sujeitos, no decorrer de todo o processo de coleta de dados. Declaro, ainda, que fui informado(a)
e esclarecido(a) quanto a investigacao desenvolvida.

Sobral, 22 de marco de 2017.

Aluno(a)
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APENDICE B: ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 2 — TEMA:

SUBESPACOS VETORIAIS

ESSENCIA
Fechamento das
operacoes de soma
e multiplicagdo por
escalar.

CONTEUDO

SUBESPACO
VETORIAL

MANIPULACAD I

Verificar
algebricamente as
propriedades dos
subespacos.

subespacos.

$

e uso de slides.

DESAFIO
Identificar as propriedades dos

PLATEAU

Axiomas de espago
vetorial

~

|

—/

Mediagao por meio de perguntas

ESTRATEGIAS/RECURSOS

Nesta sessdo didatica, o plateau foi verificado com suporte nos conhecimentos
trabalhados na aula anterior, especificamente, os axiomas de espaco vetorial, que servirdo de
base para construcdo/elaboracdo da nocao de subespaco. A esséncia do conteludo se constituiu
como a propriedade de “fechamento das operagdes de soma e multiplicagdo por escalar”. A
manipulacdo algoritmica diz respeito ao dominio da verificacdo algébrica das propriedades dos
subespacos, que constituem a definicdo de subespago. Assim, o elemento desafiador foi
construir a no¢do de subespaco, ou seja, compreender as propriedades que garantem que um
subconjunto de um espaco vetorial € um subespaco. As estratégias e/ou recursos utilizados
foram a mediacdo dialogada com apoio do PowerPoint, baseada no uso de perguntas que
estimulassem a reflex&o sobre o assunto. Assim, delinearam-se 0s seguintes objetivos, a seguir

dispostos.

e Construir o conceito de subespaco vetorial.

e Identificar as propriedades que garantem que um determinado conjunto € um subespago

vetorial.
e Verificar se um subconjunto é um subespaco.
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APENDICE C: ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 3 — TEMA:
COMBINACAO LINEAR

ESSENCIA

Adicdo de vetores e
multiplicagdo de vetor

por escalar. CONTEUDO
- PLATEAU
I COMBINACAO
MANIPULACAO LINEAR —y SR

Realizar combinacgdes /

lineares. Verificar se um

vetor & combinagdo DESAFIO
linear de outros.
;' Construgdo de subespacgos vetoriais

$

Mediacao por meio de perguntas

ESTRATEGIAS/RECURSOS

O tema central nesta sessdo didatica foi a combinacdo linear. A esséncia do
conteido sdo as operacgdes de soma de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar, intrinsecos
a definicdo de combinacdo linear. A manipulacéo do algoritmica se refere tanto ao dominio da
realizacdo das combinaces, quanto a verificar se um dado vetor € combinacéo linear de outros.
O plateau, nesse caso, foi diagnosticado com amparo nos conhecimentos referentes as
operagOes com vetores.

Considerando a esséncia do contetdo e a sua manipulacdo algébrica, se faz
interessante inserir nesse quadro 0s aspectos geométricos que possibilitam a compreensdo do
comportamento dos vetores nas combinacdes lineares realizadas nos subespacos de RZ e R3,

Portanto, o elemento desafiador escolhido para motivar os estudantes a reflexdo
sobre o contetdo desta sessdo didatica foi a construcé@o de subespacos vetoriais de R?, a partir
de combinacges lineares realizadas com alguns vetores do espago. Desse modo, 0S recursos
utilizados foram a mediacdo dialogada e o software Geogebra. Assim, foram expressos 0s
seguintes objetivos, que vém na sequéncia.

e Reconhecer uma combinacdo linear como resultado da soma de vetores e multiplicacéo
por escalar.

e Perceber que uma combinacéo linear produz um novo vetor.

e Visualizar as combinacdes lineares nos quadros algébrico e geométrico.

e Compreender a construcdo de subespacos vetoriais a partir de combinacgdes lineares de
um dado conjunto de vetores.
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APENDICE D: ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 4 — TEMA:
.CONJUNTO GERADOR

ESSENCIA
Combinagdo Linear 3
CONTEUDO

PLATEAU

CONJUNTO 5 = :

" ~—y peragdes com vetores;
MANIPULACAD GERADOR Resolucdo de sistemas de

Procedimento para equacdes lineares.

verificar se um conjunto

de vetores gera um DESAFIO

espaco vetorial.
\ Como verificar se um conjunto de
vetores gera um espaco vetorial?

Mediacao por meio de perguntas
e resolucao de exercicios.
ESTRATEGIAS/RECURSOS

O tema conjunto gerador teve como esséncia a combinacdo linear, no sentido de
que, compreendendo o significado e papel da combinacdo linear na construcdo dos espacos
vetoriais, 0 aluno podera melhor entender o conceito e funcdo do conjunto gerador, nesta teoria.
O foco do ensino, entretanto, foi a manipulacao algoritmica, uma vez que a ideia de geradores
como vetores cujas combinacBes geram um espaco vetorial ja havia sido trabalhada. Aqui, 0
objetivo foi conhecer como verificar se um dado conjunto de vetores gera um espago Vvetorial,
de modo que se pudesse trabalhar as relagdes entre o significado de gerar um espaco e como
fazer a verificagdo. Assim, os recursos/estratégias de ensino utilizadas foram a resolucdo de
exercicios, expressa nas fases da Sequéncia Fedathi e na mediacdo dialogada, por meio de
perguntas. Desse modo, eis 0s objetivos foram.

e Conhecer como verificar algebricamente se um conjunto de vetores gera um espago.
e Compreender o significado da técnica de verificacéo.
e Perceber que, dado um espaco vetorial, € possivel obter os geradores e vice-versa.
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APENDICE E: ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 5 — TEMA:
INDEPENDENCIA LINEAR E BASE

ESSENCIA
Conjunto gerador )
CONTEUDO
- PLATEAU
) I INDEPENDENCIA Espaco vetorial;
MANIPULACAO LINEAR E BASE y Sistemas lineares;
Escalonamento.
Verificacdo de /

conjuntos geradores.
DESAFIO

\ Descricdo do comportamento de
vetores nos subespacos de R®.

$

Mediagdo por meio de perguntas e uso do

ESTRATEGIAS/RECURSOS

Esta sessdo didatica se propbs a, inicialmente, revisar os principais conceitos
trabalhados até entdo, por meio da abordagem geométrica dos conceitos de espaco vetorial,
subespaco, combinacdo linear e conjunto gerador, estudados até entdo. Apos essa revisdo,
seriam, entdo, introduzidas as noc¢des de independéncia linear e base.

Neste esquema, a ideia de conjunto gerador levara ao conteddo principal
independéncia linear e base. Consideramos que a combinagéo linear seja 0 ponto chave para
que o estudante compreenda esta no¢do. A manipulacdo algoritmica, imprescindivel para a
fixacdo dos significados, se da com a técnica de verificacdo, que permite constatar se um dado
conjunto gera determinado espaco vetorial. A estratégia da mediacdo por meio de perguntas
também desempenha papel essencial para que o0s estudantes possam compreender 0S
significados conceituais envolvidos na atividade.

Organizamos a sesséo didatica de modo que, apos o fechamento da atividade com
0 Geogebra (fase da prova), prosseguissemos observando os vetores trabalhados no seu curso,
de modo que, por meio de perguntas e reflexdes sobre o que acontece com o subespaco a medida
que acrescentamos ou retiramos vetores dos conjuntos geradores, chegassemos a nogdo de
independéncia linear. E, observando o que acontece quando temos vetores “sobrando”, ou se
retiramos vetores demais, chegdssemos & nocao de base. Desse modo, 0s objetivos dessa sesséo
didatica estdo sequenciados.

e Visualizar geometricamente o significado de “gerar” um espago vetorial.

e Compreender o papel das combinag0es lineares na teoria dos espacos vetoriais.
e Estabelecer relagdes entre conjunto gerador e discussdo de sistemas lineares.

e Perceber que vetores distintos podem gerar 0 mesmo espaco vetorial.

e Discutir dependéncia e independéncia linear.

e Introduzir a nocao de base.
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APENDICE F: ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 6 — TEMA:
DIMENSAO

ESSENCIA

Numero de vetores

na base CONTEUDO
I \ PLATEAU

= Espaco vetorial;

x DIMENSAO -—y '
MANIPULAGAO Conjunto gerador;
/ Independéncia linear;
Verificacdo da Base.
dimensdo.
DESAFIO

\ Perceber a relacdo entre a nogio de
dimensao e os vetores de uma base

$

Mediagdo dialogada por meio de
perguntas.
ESTRATEGIAS/RECURSOS

Para o planejamento dessa sessdo didatica, levamos em conta a maneira como a
no¢do de base foi introduzida na aula anterior, de modo que pudéssemos rever, exercitar e
introduzir o conceito de dimensdo. Desse modo, o foco foi rever o conceito de base, por meio
de exercicios e discussdes, que culminaram na nocao de dimensdo. Assim, 0s objetivos estdo
na sequéncia.

* Rever o conceito de base de um espaco vetorial.

* Introduzir a nocdo de dimenséo relacionando-a ao nimero de vetores na base.

»  Verificar se um conjunto de vetores € base de um espaco vetorial, conhecendo-se a sua
dimenséo.
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APENDICE G: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 1.

Fase Acdes realizadas
Tomada de Apos nivelamento dc_) p_Iatealu trouxemos o quest?onamento: “Estas operagoes
Posicao de soma e multlpllca(_;ao por escalar se aplicam a outros conjuntos
matematicos? Imaginem outros conjuntos e reflitam sobre isso.”
~ Os alunos buscaram respostas, refletiram sobre exemplos que obedecessem as
Maturacao e
operacdes discutidas.
Solucéo Um aluno cita 0 exemplo dos nimeros naturais, mas percebe que € falho.
Prova Falamos sobre o exemplo dado e trazemos outros, chegando a ideia intuitiva de
espaco vetorial.
Apos abordar a nogdo de espaco vetorial, questionamos: Até o momento, vimos
Tomada de que um espago vetorial pqssui_a_s operacdes de soma e multiplicagél_o por
Posicio escalar._Mas sera que para |dentn:|car um espago vetorial, basta v§r|f|car seo
conjunto obedece tais operacdes? Considerando estas operagoes, que
propriedades podem garantir que um conjunto € um espaco vetorial?
Os alunos se debrugaram para identificar as propriedades dos espagos vetoriais
Maturagéo tendo como base seus conhecimentos prévios referentes as propriedades da
adicéo e multiplicagéo.
Solucéo Alguns alunos apresentaram suas solucdes na lousa.
Prova A partir das so_lug(“)es apr_esentadas ede Qiscusséo sobre as carac_te_risNticas de um
espaco vetorial, formalizamos o contelido, apresentando a definicdo formal.
Tomada de E apres?qtadg uma atividade: qutre que _RZ € um espaco vetoNriaI. (Parece um
Posicio exercicio simples, no entanto, é a primeira vez que fazem; ndo resolvemos
nenhum similar antes!)
Maturacéo Os alunos se debrugaram para resolver.
Solugo Apo6s a maturacao, dois_ alunos apresgan}aram suas solugc”)_es na Igusa, um
mostrou as propriedades da adicdo e outro da multiplicacéo.
Prova Discutimos as solugdes apresentadas e fizemos o fechamento do assunto.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICE H: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 2

Fase Acdes realizadas
Tomada | Apds trabalhar o plateau apresentamos a seguinte situacdo: Mostre que R" é um
de Posicdo | espaco vetorial.
Maturacio Os alunos se deb_rugaram para resolver. Tiveram dificuldade por se tratar de um
espaco n-dimensional.
Solugéo A_presentagéo da resolugéo_, dessa vez, for_nosA escrevendo na IousNa 0 que os alunos iam
ditando como resposta, pois nenhum se disp6s a expor sua solucdo.
Reforcamos a formalizacdo da defini¢do de espacgo vetorial, enfatizando como fazer a
Prova verificag_éu_), destacando os pontos em que 0s alunos tiveram dificuld_ade. Para_iss_o,
foram utilizados exemplos com matrizes e diagramas de Venn para ilustrar a ideia de
espaco vetorial e introduzir a nocao de subespaco.
Tomada Apos falarmo§ d_os subconjuntog. dos espacos vetoriais, a_pesquis_adora guestiona:
de Posicio “Que caracteristicas um subcanunto de um espaco vetorial precisa ter para que ele
proprio seja um espago vetorial?”’
Caracterizou-se pela discussdo entre os alunos, que buscavam identificar tais
Maturagao caracte_rl’sticas. Houve_diélogos marcaglos por perguntas que 0s ipstigavam a olhar 0s
subconjuntos sob o prisma das operagdes de soma e multiplicacdo por escalar. Assim,
houve reflexdo, discussao, socializacdo, ddvidas etc.
Aconteceu concomitante a maturacdo; a medida que refletiam, discutiam, expunham
Solugdo | suas ideias, suas conclusdes. Néo foi algo “feito a mao”, mas construido com base nas
discussoes.
Prova Até aqui,_ nao hOL_Jve airlda um fechamento. Fizemos uma nova tomada de posicao,
prosseguindo a discussao.
Ap0s os alunos concluirem que um subespacgo deve obedecer as mesmas propriedades
Tomada | do espago vetorial ao qual pertence, questionamos: “Vocés constataram que valem
de Posicdo | todas as propriedades, mas sendo assim, sera que é preciso verificar todas os axiomas
para que se prove que tem-se um subespaco vetorial?”
Maturacdo | Novamente se da na discussdo, no didlogo entre nos e o0s alunos.
Também nio foi feita no papel, mas aconteceu concomitante & maturagdo. A medida
Solucdo | que discutiam, refletiam, iam elaborando solugédo a pergunta colocada. Os proprios
alunos chegam a solucéo.
Prova Aproyejtamos as respostas dos alunos e formalizamos o assunto, apresentando a
definicdo formal e justificando-a.
Tomada | Apresentagdo de trés graficos com os quais os alunos deveriam dizer se eram
de Posicdo | subespacos.
Maturacéo | Discussdo entre os alunos.
Solucdo | Acontece concomitante & maturacao.
Prova Apresentamos o0s subespacos de R? e RS
Tomada E 'apresentada a questdo: Verifique se o conjunto U 0~Ie todos os pontos .(x, _y) em R?,
d .~ | taisque x >0 ey >0, ¢éum subespago de R2. Estes sdo 0s pontos do primeiro
e Posicao
guadrante!
Maturacdo | Os alunos se debrucam para resolver.
Os grupos divergem na solugdo. Um aluno apresenta sua solugcdo na lousa e defende
Solugao veementemente sua [esposta, em detrimento das resplostas.dos demais; porém,
mediante as colocacdes dos colegas, percebe que esta equivocado e ele mesmo
corrige seu erro.
Aproveitamos as respostas e fizemos um fechamento da questao, apresentando seu
Prova grafico. Destacamos a importancia de se defender ideias e que o erro é parte

importante da aprendizagem.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APEI\JDICE I: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAOQO DIDATICA 3.

Fase Acdes realizadas

Mostramos trés graficos e perguntamos aos alunos se eram exemplos de
subespacos vetoriais.

Os alunos responderam sem dificuldade os dois primeiros, mas tiveram
que fazer a verificagdo algébrica do terceiro.

Solucédo Um aluno foi a lousa apresentar sua solucéo, justificando-a.

Foi feita a sistematizacao das solucGes e foram relembradas as
propriedades dos subespagos.

Indicamos combinac¢des de matrizes e perguntamos: “Observando o
Tomada de Posi¢do | exemplo, 0 que é uma combinac&o linear? Vocés estdo diante de uma
combinacdo linear, tentem descrever isso no papel.”

Tomada de Posicéo

Maturacéo

Prova

Maturacéo Os alunos se debrugam para responder.
Solugo Apés algum tempo, uma aluna exprime sua definicdo de combinagéo
linear.
Prova Sistematizamos as solucdes e a definicdo formal de combinacéo linear.
Tomada de Posicéo Questionamos: “Como construir subespacos de R2?”
Maturacéo Acontece concomitante com a fase da solucdo, mediada por perguntas
sobre o comportamento de vetores no R2 quando se fazem as
Solucéo combinag0es lineares. Foi uma construgdo realizada pelos alunos e por
nos.

Aproveitamos as respostas e discussoes para relacionar a construcao de
subespacos de R?, a ideia de subespago gerado, em que, apos explicar e
Prova discutir com eles 0 que acontece, algebricamente e geometricamente,
com as combinacdes lineares de um dado conjunto de vetores, apresenta
a definicdo formal de subespaco gerado.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICE J: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 4.

Fase Acdes realizadas
Sem que tivesse sido resolvido nenhuma questéo semelhante, foi
apresentado o seguinte exercicio:
Determine se 0s vetores geram 0 R3.
avi=(2,2,2) v.=(0,0,3) e vs=(0,1,1)
Houve discussdo sobre como resolver. Num primeiro momento os alunos
propuseram igualar a combinacdo linear ao vetor nulo. Mas, apés alguns

Tomada de Posicéo

Maturagao esclarecimentos decorrentes da discussdo desencadeada, concluem que
deveriam igualar ao vetor genérico. Sé entdo se debrucam para resolver.
Solucéo Apresentam suas soluces.
E feita uma breve explicag&o sobre os procedimentos de resolug&o, uma
Prova Vez que era a primeira vez gue resolviam questdo como esta, no decorrer
do curso.

Determine os geradores dos seguintes espagos vetoriais:
a)S={(X,2X); xe R} = R?
b) S={(x,x+y,y); X, yeR} = R®
Tomada de Posicdo | ¢) S={(x,y,z) eR%; x+y+z=0}
d)S={(x,y,2) eR} x—-y+2z=0}
e)s={[* Z] € Mao(R); a=-d e c = 2b}
Maturacéo Os alunos se debrugam para resolver.
Solucédo Apresentam e discutem suas solugoes.

Fizemos um fechamento do assunto, explicando os procedimentos
utilizados na resolucdo dos exercicios.

Prova

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICE K: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 5.

Fase Acdes realizadas
Tomada de Questdes dirigidas sobre conjuntos geradores.
posicéo
Maturacéo Alunos se debrucam para responder as questdes, utilizando o Geogebra.
Solucédo Alunos apresentam suas solucdes.
Fizemos o fechamento das questdes, destacando 0s principais aspectos do
Prova contetdo estudado, tais como: combinacdo linear, resolucéo/discussao de

sistemas lineares e conjunto gerador.

Ao comparar 0s conjuntos de vetores trabalhados na atividade proposta

Tomada de anteriormente, questionamos: E possivel tirar um vetor do item (C) e ele
posi¢éo continuar gerando o subespago? Quais as relacfes entre os vetores do item (B)?

E entre os de (C)?

Aconteceu no didlogo, cujos raciocinios e reflexfes sdo compartilhados,

Maturagao discutidos, aceitos, refutados, ampliando a visdo dos alunos sobre o contetdo.
Acontece quase concomitante com a maturagéo, sendo que os alunos ndo se
Solucéo debrugaram para resolver no papel, mas nos dialogos chegaram nos conceitos
esperados.
Prova Apresentacdo da defini¢do de independéncia linear, contextualizando-a com tudo

gue foi discutido até entdo.

Tomada de A discussdo continua partindo do questionamento: o que acontece se tirarmos ou
posi¢éo acrescentarmos vetores no conjunto de vetores do item (B) e nos do item (C)?
Aconteceu como discussdo da qual todos participaram, expressando suas ideias e

0 modo como estavam compreendendo o assunto tratado.

Solucgéo Aconteceu guase concomitante com a maturacao.

Considerando o que discutido, foi feita a formalizacdo do assunto com a
apresentacdo da definicdo de base de um espaco vetorial.

Tomada de Exercicio: verificar se os vetores do conjunto de vetores do item (A) formam

Maturacéo

Prova

posicao uma base de R3.
Maturacéo Os alunos se debrucaram para resolver.
Solucéo Um aluno foi a lousa apresentar sua solucgdo.
Prova Houve um fechamento do conteldo, enfatizando os procedimentos realizados.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICE L: RESPOSTAS DA ATIVIDADE REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 5.

02. Represente geamelricimente cada item ackess wsands o Geogebry. Em sezuida, salve cads anquive, separsdsmente, na
:::::: watalho {Anquivo == Gravar como) nomeado com “seanome_ITEM"™, Em seaulda, l‘mo qque s¢ pade no quadro
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0T, Rigessimbe perometricamenie cedn fem eelme ussido o Gespebra, Bm segmida, salve ceda arguive, scperademente, na
i e trabalho | Arpaive =2 Graver comog nomesds ot “scumsme_ITEM™, Em seguida, I':p-:-l:[uzu pads no qendm
wharima:
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(2. Represeiite geometricamente cada item acima usando o Geogebra, Em seguida, salve cada arquivo, separadaments, na
arga de trabalho { Arquivo == Gravar como) nomeado com “seanome ITEM”, Em sepnida, fa;;aa que sz pede no q_uadm

abaixa:
- (A} (B) (]
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{12. Represents geometricamente cada item acima usando o Geogebrs, Em segnida, salve cuda anquivo, separadamente, na
area de trabalbo (Arquive == Gravar como) nomeado com “gepnome_ITEM®. Em seguida, faga o que ¢ pede no quadro

ghaixa:
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02, Represente geometricamente cada item acima wsando o Geogebra. Em seguida, salve cada arquive, separadamente, na
grea de trabalho {Arquivo => Gravar coma) nomeado com “seunome_ITEM". Em seguida, faga o que se pede no quadro
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APENDICE M: MODELO DO QUESTIONARIO | APLICADO APOS TERMINO DO
CURSO DE EXTENSAO.

Curso Introduco as nogdes elementares da Algebra Linear
QUESTIONARIO

Marque as op¢Oes de acordo com sua vivéncia ao longo das aulas e justifique sua resposta.

01. Em relacdo a construcao conceitual, feita através de exemplos, na qual se apresentou a defini¢éo
somente apos a discussdo do conteudo, vocé considera que:

() Tornou a compreensdo mais consistente. () Tornou o assunto mais dificil.
() Instigou a curiosidade matematica. ( ) Tornou a aula cansativa.
Justifique as opgdes marcadas:

02. Sobre as perguntas feitas em sala pela professora aos alunos, vocé considera que:

() Instigaram a curiosidade matematica para buscar compreender o assunto.

() Tornaram a compreensdo confusa, logo foram desnecessarias.

() Fizeram-me refletir mais sobre o contetido estudado, favorecendo a compreensao do mesmo.
() Foram desnecessarias.

Justifique as opc¢des marcadas:

03. Sobre ir a lousa mostrar as soluc6es dos exercicios realizados em sala, vocé considera que:
() Foi importante, pois pdde aprender com os colegas e discutir mais o assunto estudado.

() Tornou a aula cansativa.

() Dificultou a compreensédo do conteudo.

() Foi importante, pois fez com que fossem levantados novos questionamentos que ajudaram a
refletir sobre o assunto e compreendé-lo de modo mais amplo.

Justifique as op¢Bes marcadas:

04. Em relacdo ao uso do Geogebra, vocé considera que:

() Foiirrelevante.

() Dificultou a compreenséo do contetdo.

() Ajudou-me a visualizar o comportamento dos vetores ao gerar 0s subespacos de R2 e R3.
() Tornou a aula mais dindmica e interessante.

Justifique as opgOes marcadas:
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APENDICE N: RESPOSTAS DO QUESTIONARIO 2 APLICADO APOS TERMINO DO
GRUPO DE ESTUDOS.

O que aprendi neste projeto?
Descreva o que vocé aprendeu neste projeto analisando como foi vivenciar a Sequéncia Fedathi como

“aluno”, nas aulas do curso de Algebra Linear, e em seguida, como “professor”, ao estudar e planejar uma
aula de Matematlca com base em seus pressupostos.
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O que aprendi neste projeto?
Descreva o que vocé aprendeu neste projeto analisando como foi vivenciar a Sequéncia Fedathi como

“aluno”, nas aulas do curso de Algebra Linear, e em seguida, como “professor”, ao estudar e planejar uma
aula de Matematica com base em seus pressupostos.
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O que aprendi neste projeto?
Descreva o que vocé aprendeu neste projeto analisando como foi vivenciar a Sequéncia Fedathi como
“aluno”, nas aulas do curso de Algebra Linear, e em seguida, como “professor”, ao estudar e planejar uma
aula de Matematlca com base em seus pressupostos.
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APENDICE O: FOTOGRAFIAS DE ALGUNS MOMENTOS DO CURSO DE
INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR.
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ANEXOS
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ANEXO 1 — EMENTA DA DISCIPLINA OBSERVADA NA PRIMEIRA ETAPA DA
PESQUISA

Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional
MA 33 - Introducéo a Algebra Linear

Ementa

Sistemas lineares e matrizes. Transformacao de matrizes e resolucéo de sistemas. Espacos
vetoriais. O espago R3. Transformagdes lineares. Transformagdoes lineares e matrizes.
Espacos com produto interno. Determinantes. Diagonalizacdo de operadores.

Referéncia Bibliografica
HEFEZ, A.; FERNANDEZ, C.S. Introducéo a algebra linear. SBM, 2012 (Cole¢édo
PROFMAT).

Programa

. O que é algebra linear?

. Matrizes

. Transformag0es elementares de matrizes, matriz escalonada

. Matrizes elementares, resolucdo de sistemas

. Subespacos vetoriais

. Dependéncia e independéncia linear

. Bases e dimensdo

. Espaco linha de uma matriz

9. Retas e planos em R3, posi¢des relativas

10. Determinantes e geometria

11. Transformagdes lineares, ncleo e imagem

12. Teorema do nucleo e da imagem. Operac6es com transformacdes lineares
13. Matriz de uma transformacéo linear, operacGes de transformacdes lineares e matrizes
14. Operadores lineares em R? e em R?, mudanga de base

15. Produto interno, angulo entre vetores e ortogonalidade

16. Bases ortonormais, operadores em espagos com produto interno

17. Determinantes

18. Matriz adjunta, regra de Cramer

19. Polinbmio caracteristico — autovalores e autovetores

20. Diagonalizacdo de operadores

21. Teorema espectral para operadores simétricos, reconhecimento de conicas

coONO Ol A~ WN K-
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ANEXO 2 — FOMULARIO DE SOLICITACAO DE ABERTURA DO AMBIENTE
VIRTUAL PARA REALIZACAO DAS ATIVIDADES A DISTANCIA.

iras
i
m - I
Nticleo de Educacao a Distancia ‘1‘

U fade Estadual Vale do Acara S
niversidadi Estadua Vale do Acarad UNIVERSIDADE ESTADUAL (GOVERNO po
VALE DO ACARA EsTADO po CEARA

Secret

aria da Ciéncia, Tecnolagia
¢ Educagdo Superior

FORMULARIO PARA SOLICITAGCAO DE SERVICOS - NEAD/UVA

SOLICITACAO N2 / (Preenchimento NEaD)

1) TITULO DA ATIVIDADE

Projeto: Construindo conceitos abstratos em Algebra Linear: reflexdes sobre ensino e aprendizagem

2) COORDENADOR (A) / RESPONSAVEL

NOME: Marcio Nascimento da Silva/Fca. Claudia Fernandes Fontenele = TELEFONE:
SETOR/CENTRO/CURSO: Matematica E-MAIL:

3) SERVICO SOLICITADO

(X ) ABERTURA DE AMBIENTE VIRTUAL
( ) GRAVAGAO DE VIDEO

( ) EDICAO DE VIDEO

( ) WEBCONFERENCIA

( )OUTRO -

ESPECIFICAR:

4) NATUREZA DA ATIVIDADE

( ) DISCIPLINA SEMIPRESENCIAL ( ) GRADUACAO ( ) POS-GRADUAGAO
( ) APOIO A DISCIPLINA PRESENCIAL ( ) GRADUACAO ( ) POS-GRADUAGAO
( ) CURSO DE EXTENSAO

( ) OFICINA

( ) GRUPO DE ESTUDO

( ) GRUPO DE PESQUISA

(X) PROJETO - ESPECIFICAR: Construgdo de conceitos abstratos em Algebra Linear: reflexdes
sobre ensino e aprendizagem

( ) PROGRAMA -

ESPECIFICAR:

( )OUTRO -

ESPECIFICAR:

5) ANEXO (S) 6) CARGA HORARIA 7) N° DE PARTICIPANTES
( )SIM (X)NAO 60H 15
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8) DATA PREVISTA PARA A REALIZACAO DA
ATIVIDADE 9) LOCAL DE EXECUCAO

PERIODO: 22/03 A 02/06

CCET

10) PUBLICO ALVO

ALUNOS DO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

11) OBJETIVO (S) / OBSERVACAO

SUBSIDIAR ACOES DO REFERIDO PROJETO, SERVINDO DE SUPORTE PARA REALIZAR
ATIVIDADES COMPLEMENTARES (FORUNS, PORTIFOLIOS, DISPONIBILIZAGAO DE MATERIAL

DE ESTUDO, VIDEOS, ETC.) DO CURSO “INTRODUCAO AS NOGOES ELEMENTARES DA ALGEBRA
LINEAR” E DO “GRUPO DE ESTUDOS” A SER REALIZADO.

OBSERVACAO.: DEIXAR EM BRANCO O CAMPO QUE NAO CORRESPONDA A SOLICITAGAO.

DATA DA SOLICITACAO: 16/03/2017

COORDENADOR (A) DA ATIVIDADE / RESPONSAVEL FUNCIONARIO NEAD
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ANEXO 3 — EMENTA DA DISCIPLINA DE ALGEBRA LINEAR DO CURSO DE
MATEMATICA DA UVA

Algebra Linear (80 horas)
Objetivos
Oferecer ao estudante e futuro professor uma visdo mais ampla dos espacos vetoriais que séo
vistos na educacao basica como plano, espaco, conjunto de matrizes e espago de polinémios.

Ementa Espacos Vetoriais, Transformacdes Lineares, Autovalores e Autovetores, Espacos
com produto interno.

Contetdo Programatico

1. Espagos Vetoriais 3. Autovalores e Autovetores
1.1.Vetores em Rn 3.1.Polinbmios de matrizes e de operadores
1.2.Definicdo de espagos vetoriais lineares;
1.3.Subespacos vetoriais; 3.2.Autovalores e Autovetores;
1.4.Soma direta; 3.3.Diagonalizacao de operadores;
1.5.Combinacdo linear 3.4.Polinbmio Caracteristico
1.6.Subespaco gerado
1.7.Base e dimensdo 4. Espacgos com produto interno
1.8.Mudanca de base 4.1.Produto escalar;

4.2.Produto interno;
2. Transformag0es lineares 4.3.Norma,
2.1.Definicdo 4.4.Desigualdade de Cauchy-Schwarz
2.2.Determinacéo de transformagdes 4.5.0rtogonalidade
lineares 4.6.Processo de Gram-Schmidt.
2.3. Imagem e ndcleo de transformacgéo
linear

2.4. Teorema do Ndcleo e Imagem

2.5. Isomorfismos e Automorfismos
2.6.Transformacéo inversa

2.7.Matriz de uma transformacao linear
2.8.Transformagdes lineares associadas a
matrizes

Bibliografia Basica

[1] LIMA, E. L. Algebra Linear. 72 ed IMPA. Rio de Janeiro, 2004,

[2] BOLDRINI, J. L.; COSTA, S.R.; FIGUEIREDO, V. L.; WETZLER, H. G. Algebra Linear.
3% ed Harbra. Sdo Paulo, 1986.

[3] DOS SANTOS, N. M. Vetores e Matrizes — Uma introducdo a Algebra Linear. 42 ed
Thompson Editora. Rio de Janeiro, 2007. Complementar

[4] LEON, S. J. Algebra Linear com aplicaces, 42 ed LTC Editora. Rio de Janeiro, 1999. [5]
CARLEN, E. A.; CARVALHO, M. C. Algebra Linear Desde o Inicio. LTC. Rio de Janeiro,
2009.

[6] LAY, D. C. Algebra Linear e Suas Aplicacdes, 22. Edicdo. LTC, Rio de Janeiro, 1999.
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ANEXO 4 — PROJETO DE PESQUISA APRESENTADO A COORDENACAO DO CURSO
DE LICENCIATURA EM MATEMATICA DA UVA

,‘
»

@
B

[

e )
LAGeRg seqyrut 659

UNIVERSIDADE ESTADUAL
VALE DO ACARAU

UNIVERSIDADE ESTADUAL VALE DO ACARAU
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA - CCET
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

PROJETO DE PESQUISA

TITULO DO PROJETO: Construcio de conceitos abstratos em Algebra Linear: reflexdes
sobre ensino e aprendizagem.

PROPONENTE (ORIENTADOR): Marcio Nascimento da Silva [professor da UVA]
Francisca Claudia Fernandes Fontenele [pesquisadora]

(x) Projeto inicial () Renovacgéo
() solicitacdo de 1 bolsista () solicitacdo de 2 bolsistas

Area e a sub-area do conhecimento (*): Matemética, Algebra.
*Conforme Tabela de Areas do Conhecimento do CNPq

1. RESUMO DO PROJETO:

Ante a complexidade dos problemas inerentes ao ensino e aprendizagem de conceitos abstratos
da Algebra Linear, surge a necessidade de investigar maneiras de abordar o contetido de modo
a proporcionar aos discentes uma aprendizagem mais significativa. Desse modo, este projeto
tem como objetivo explorar conceitos abstratos de Algebra Linear na perspectiva de um ensino
centrado na construcao conceitual e acdo discente em sala de aula, por meio da metodologia
Sequéncia Fedathi. Serdo ministradas aulas no contra turno (curso 40h), com as quais se espera,
principalmente, que os alunos participantes possam estudar os contetidos abordados de forma
mais participativa e reflexiva, bem como vivenciar o ensino e aprendizagem como um processo
construtivo, ampliando suas concepcdes de ensino e fortalecendo sua formagao docente.

Palavras-chave: Matematica, Algebra Linear, Ensino, Aprendizagem.

2. INTRODU(,;AO/REFERENCIAL TEORICO/REVISAO DE LITERATURA
A Algebra Linear € um ramo da Matematica que cada vez mais se destaca no ambito

académico, em razdo das diversas possibilidades de aplicagbes em distintas areas do
conhecimento cientifico, inclusive dentro da propria Matematica, sendo uma disciplina comum
na grade curricular da maioria dos cursos da area das Ciéncias Exatas e afins. Seus conceitos e
definicBes, no entanto, possuem um carater complexo e abstrato que, aliado a outros fatores,
contribui para o surgimento de problemas no ensino que comprometem a aprendizagem dos
estudantes e consequente uso em seus respectivos campos de atuacao profissional.
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Os problemas inerentes ao ensino e aprendizagem de Algebra Linear se referem
principalmente as dificuldades que os alunos enfrentam para tentar compreender nocoes
abstratas, tais como: espaco vetorial, subespagos gerados, base e dimensdo. A énfase que
geralmente se d4 na “algoritmizac¢do”, bem como o excesso de formalismo, constituem entraves
no ensino dessa disciplina, conforme apontam estudos de Dorier (2000; 2008) e Rogalski (1994)
que se dedicaram a compreender os problemas especificos do ensino e aprendizagem da
Algebra Linear no contexto francés, cujo cenario de dificuldades ndo difere muito do que
acontece em outros paises, inclusive no Brasil. Segundo o Dorier (2008)

Nesse caso, ha indicios de que esses alunos conseguem encontrar a solugdo de modo
meramente mecanico, via algoritmo, sem necessariamente compreender seu sentido e
significado dentro da teoria de espaco vetorial. No entanto, apesar das consequéncias negativas
desses problemas de natureza didatica para a aprendizagem discente, ainda é essa a postura
habitual de professores de matematica de nivel superior, que geralmente seguem em suas aulas,
0 padrdo: definicdo, teorema, demonstracao, exercicio.

Compreende-se que a superacdo dessas dificuldades perpassa pelo trabalho docente
em sala de aula. A maneira como acontece a mediacao do professor pode ser determinante para
aprimorar o pensamento matematico do aluno, levando-o a desenvolver processos de
representacdo, sintese, generalizacdo e abstracdo, cujo desenvolvimento requer pratica e o
habito da reflexdo sobre a experiéncia matematica. Ha, portanto, a necessidade de um ensino
que proporcione mais a¢do ao aluno em sala de aula, no sentido de motiva-lo a refletir sobre os
contetdos trabalhados, buscar solucGes, tracar estratégias, analisar seus erros, aprendendo
assim a ter mais autonomia na construcdo de seu conhecimento matematico.

Autores como Tall (1995), Dreyfus (2002) e Dubinsky (2002) defendem que o
ensino baseado unicamente na exposicdo de contetdo, pouco favorece o desenvolvimento
cognitivo discente em sala de aula, uma vez que ao apenas reproduzir o que Ihe foi passado, o
aluno, ndo adquire o habito de refletir sobre os conceitos trabalhados e seus porqués
matematicos. E necessario que o estudante ao chegar no ensino universitario possa ser
estimulado a passar do pensamento matematico elementar ao pensamento matematico
avancado, melhorando assim sua forma de lidar com os conceitos, defini¢des e abstraces.

Nesse sentido, traz-se a metodologia de ensino nominada Sequéncia Fedathi
(SOUSA et al.,, 2013), cujos pressupostos tedrico-metodoldgicos coadunam com essa
perspectiva. Constituida por quatro fases — tomada de posi¢ao, maturacéo, solucéo e prova —
pode proporcionar um ensino que sai dos moldes do ensino tradicional, conforme verificado
por Barroso (2009), Alves (2011), Fontenele (2013), Nasserala (2014), entre outros, que
investigaram a aplicagdo dessa metodologia no ensino de matematica superior.

Assim, nesta pesquisa aborda-se o ensino da Algebra Linear, especificamente, os
conceitos abstratos, como espaco vetorial, base e dimensdo, dando énfase a construcao
conceitual, que de certa forma, desconstréi a sequéncia: “defini¢ao-teorema-prova-
exemplificag@o”, na qual estas nogdes sdo geralmente ensinadas. Destaca-se desse modo, a
maneira como o professor pode estar conduzindo o processo de ensino, observando suas
implicagdes para o desenvolvimento do pensamento matematico discente.
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3. OBJETIVOS GERAIS E ESPECIFICOS

Objetivo Geral: Explorar conceitos abstratos de Algebra Linear na perspectiva de um ensino
centrado na construgdo conceitual e acdo discente em sala de aula, mediado por meio da
metodologia Sequéncia Fedathi.
v" Realizar sequéncias didaticas mediadas segundo a Sequéncia Fedathi, abordando os
conceitos de espaco vetorial, subespaco gerado, base e dimensao;
v" Conhecer os reflexos dessa forma de ensino na compreensdo dos conceitos trabalhados e
na formacéo docente dos alunos participantes da pesquisa.

4. JUSTIFICATIVAE RELEVANCIA DO PROJETO EM FACE AO
DESENVOLVIMENTO CIENTIFICO E TECNOLOGICO
A motivacao desse estudo se da pela compreensao da complexidade que envolve o0s

problemas inerentes ao ensino dos contetidos da Algebra Linear, que surgem diante da crescente
importancia dessa disciplina para o cendrio cientifico e tecnologico, em que cada vez mais seus
conceitos e aplicacdes se fazem necessarios aos profissionais da area das ciéncias exatas e afins.

O convivio com essa realidade e a convicgdo de que alguma intervencéo pode ser
feita para a melhoria no ensino dessa disciplina, remete a buscar novas formas de abordar os
contetdos em sala de aula, de modo que a mediacdo docente preconizada pela Sequencia
Fedathi, condiz com esta perspectiva. Segundo Fontenele (2013) a Sequéncia Fedathi valoriza
a acdo discente em sala de aula, direcionando o aluno ao fazer cientifico a medida que
oportuniza e instiga a curiosidade, a descoberta, a reflexdo, o levantamento de hipoteses, as
validac@es, advindas da acdo do proprio aluno, ndo apenas imposta ou transmitida por meio
externo (professor).

Este projeto se torna relevante a medida que possibilita ampliar as reflexdes sobre
0 ensino da Algebra Linear e da matematica como um todo, podendo despertar diferentes
percepcdes e atitudes na préaxis docente, suscitando a vontade de reelaborar a forma de
abordagem dos conceitos matematicos discutidos, percorrendo caminhos favoraveis a reflexdo
discente sobre as nogBes abstratas da Algebra Linear e buscando superar as dificuldades
inerentes ao proprio conteddo.

5. METODOLOGIA

Para explorar conceitos abstratos de Algebra Linear na perspectiva de um ensino
centrado na construcdo conceitual e acdo discente em sala de aula, pretende-se realizar, no
contra-turno, um curso de 40h, planejado e executado com base nos pressupostos teorico-
metodoldgicos da Sequéncia Fedathi, abordando os conceitos de espaco vetorial, subespago
gerado, base e dimenséo.

Para conhecer os reflexos dessa metodologia na compreensdo dos conceitos
trabalhados e formacdo docente dos alunos participantes da pesquisa, serdo coletados dados
atraveés de:

e Observacao participante;
e Questionarios;
e Entrevista Semi-Estruturada.
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A Anélise dos resultados se dara numa abordagem qualitativa (LAVILLE; DIONE,
1997). O registro das aulas do curso se dard por meio de gravacdes em audio e/ou video, bem
como, diério de campo. Além disso, contar-se-& com a presenca de 3 monitores voluntérios,
que ja tenham cursado a disciplina Algebra Linear, atuando como observadores externos, que
registrardo suas impressdes, falas dos participantes do curso, bem como fornecer um feedback
ao término de cada aula, para que se possa ter uma melhor visao do andamento do curso e ainda
evitar perda de dados importantes.

Participardo do curso 20 alunos que ja tenham cursado a disciplina Algebra
Matricial, mas que ndo tenham cursado Algebra Linear. Terdo direito a certificagio, caso
concluam até 70% da carga horaria.

6. RESULTADOS ESPERADOS/FORMA DE DIVULGACAO/APLICACAO DOS
RESULTADOS

Espera-se que os alunos participantes do projeto, executado na forma de um curso de 40h, possam:

v Estudar as nocdes abstratas da Algebra Linear de maneira mais participativa e reflexiva
em sala de aula;

v Vivenciar a aprendizagem matematica como um processo construtivo, em detrimento
da mera repeticdo de técnicas desprovidas de relagdes e significados;

v Desenvolver habilidades de representar, sintetizar, generalizar e abstrair;

v Compreender o ensino e aprendizagem de matematica como um processo e ndo como
produto pronto e acabado;

v Ampliar suas concepgdes sobre como ensinar matematica com vistas a constru¢do do
conhecimento;

A divulgacdo dos resultados se dard por meio de publicacdo em eventos e periodicos
especializados, bem como na pagina do curso.

7. CRONOGRAMA
ATIVIDADES

ago set out | nov | dez jan fev
2016 | 2016 | 2016 | 2016 | 2016 | 2017 | 2017

Planejamento e elaboragdo do curso

Abertura das inscri¢fes

Realizacdo do curso

Anélise dos dados e divulgacéo dos
resultados
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