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INTRODEGAD

Keste btrabalho, baseado em motas, nao publigadas
do professor HERNINID BORGES NETD [l | e no artige DEDEKIND
COMATNS AND BINGS OF QUOTIENTS,de Luther Claboxn [[2] , nés estu-
damos, de uma maneitra natural, os angis de Dedekind.

Estudames a relacac entre o grupo de classes de
um &nel de DNedekind K com o de 5_1R onde § & um sistema mul
tiplicativamente fechado de R. Construimes exewplos de um
anel de Dedekind mem ideais primos principais. E obtemos ,
ainda, algumas informagoes sobre o nimero de ideais primos
nie principais de um anel de Dedekind qualquer.

Np final do primeiru caplitulo damos um exemplo
de um anal de Dedekind que nac @ o fecho integral de um do-
minio principal, provando gue & conjectura, no livro Commu
tative Algebra ]:3], nac & verdadelra.

Mo ultimo capitule prowamos, sob forma de exen
plo, gue se R & um apel de Dedekind, § € o conjunte de to
dos os polindmios ménices ¢ T & o conjunte de todes os poli
nomwics primitivos de B [x | entao 57w [x] ) e (R =zl
sao, amhos, aneéis de Dedekind. Para finalizar, obtemos o
grupo de classes deste% novos sneis de Dedekind em termes do
de R.

A explicagao de todos os Fermos matemiatices uss
dos agqui, bhem como a dos gque aparecem no decorrer deste tra

balho, podem ser encontrades no capitule 0.



0. CONCEITOS BASICOS

{0.1) = Introducao

Fara uma melhor nnmpteansiu deste treEbalho dare
mos, agora, alguns rtesultadeos basicos que serao usados nas
capitulus posteriores.

Heste capituls, per anel entenderemos anel cofmy
tativo com unidade. Por Ideais proprios entenderemos ideais

nao triviais, iste B, diferentes de 0 e do anel.

(Q.2) = Besultados

(0.2.01) - Lema deé Zorn - Eeja § um conjunte nae wvazio, par
cialmente ordenado. 5e toda cadeia ascendente de 5 & esta~

cionaria, entac 5§ tem pelo menos um elemento maximal.

(0.2.02) - Lema - Se R & uum anel & & & um ideal de R, entaan

pxiscte um ideal mazimal d= R que contém A.

{(0.2.03) - Definigao - Sejam B um anel e A e B ideais de R.

A e B sao ditos ideais co-mazimais se, e somente se,A + B=EK,
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(0.2.04) — Lema — 3e R g um anil e Al,ﬂz,..., nn gae ideaiﬁ

de B. dois a dois co-maximais, entao

o
n

I . = d

. .h1 _Fﬁ hl

R B i=1

Prova - A prova serz feita por indugae sobre o ni-
mero n de fatores.

Para n = 2,

E F -

E claro gue hrﬁzc: hlrﬁ 7

Como

(A + A0 CA N4 = A (A A, 4 Azmlﬂﬂz} K hidy,

|

e desde gque ﬁl + ﬁl = (1) , teremos

4 .
T L

Logo Alhz = Alfj by
Suponha que o resultado @ valido para um produto

¢com n-1 fatoeres, com n> 2,

Para n factores.

e ja
n=1

B = || SR
. 1
i=1

Por hipbtese de indugao

n-1 =1
n o= n a. = ) Ay
=1 * i=1
Como 4, *+ A = (1), para cada i existem x.g A. i
g

n 1 1

VB A tais gue
?1 A q
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g ST
&, portcanto,
n-1 n=1 " =
iEI Xy iﬂl {I-jiJ—l mod {hn}

Logo Au + B = (1)

E assim

Bf"}.ﬁ.n=3.a "

n

ou seja:

n—-1
{iil AY(YA = ¢ T 4. 4

0 gue nos da:

(0.2.05) = Lema = i) Sejam R um anel e Pl' PI""'Fr ideais
—_— . "
primos de R. & séja A om ideal de R, tal gue A{:LJPi. Entaao

im]
AC P.ir.:l para algum io.

ii) Sejam R um anel e 4A_,4 ...,ﬂrid:ais de R

il b
L
e P um ideal primo de R tal que P I[N Ay Entao F ) A, pa-
T i=1
ra algum io, Se P = [ Ai entao P=Aiu para. algum io.

i=1

(0.2.06) - Definigdo ~ Se R & um anmel e A e B sac ideais de

B, seu ideal guociente & denotado por (A:B) e e definido
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por I
(a:3) = Ixer 3 x8 C Al

o antlader de B se indiea por Ann(B) & & o com-

junte (0:B)

(0.2.07) - Definicio - Se R & um anel e A & um ideal de B,

o tadical de & @ denotado por r(4) e e definido peor:

ria) = {zelh ; *E A opara algum n>0}

(B.2708)- Lema - Sejem B um anel e & e B ideais de R. Entao
?aiEmI
iy r(A) = R se, e ‘somente se, A = K

$1) t(a+B) = r{x{a) + r{B))

Prova — i)} Se r{A) = R emtae 1€ r{&). Assim g =
xiste n>0 rel gue 1% £ A. Mas 1T =1, Logo 1 E A e portanto

4 = BR. A reciproca & obvia.

i1) Como aAC r(A) e BC x(B) entao 4+BC r(a)+r (B .
Lozo t(A+B) C t(r{a)+xr(B)}. Reciprocamente, s&ja
z & wic{a) #+ r{Eﬂ. Assim existe n> 0 tal que 'k r{A)+c(B)
Portanto %" = a + b, nﬁd& gaerlA) e be r(B). Entao existen

nl} 0 e nib 0 rtais gue a“lE A B "2 £ B,

Logo

{xu)nl+u2 = {a+b]n1+ﬂ£ g A * By
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gseguindo-se o resultado.

(0.2.09) - Definigao - Sejam R, @ Hg aneis, Se f & um homo
morfismo de Rl =4 RE g A B um ideal de Rl’ a extensaoc de A

a kR (A%) & o ideal de Ry gerado por £(A}, isto e,

2
hE= {% a:b. onda @ £ £[A) ¢ by € R }
b i I 1 x

S5e B & um ideal de ﬂ? o ideal f_l{E} ¢ chamado a

contragac de B em B, e & denotado B

(0.2.10% - Lema - Sejam By © R, aneis e f um homomorfismo de

R, em R,. Se & & B sao ideais de Ry & Ry o respectivamente,

val em:
i) &C &%°
ii) B D B°%.
(0.2.11) - Definigac - Seja R um anel. Um E-modulo & um

grupo abeliano M tal que para todos x e y em M @ todos aeb
em R, walem,

i} ax E M

ii) alx+y) = ax + ay

1E4) Ea+hjn = ax + bx

iv) (a.b)x = a(bx)

v) 1.x = x., onde 1 EXR,

(0D.2.12) - Definigdc - Um R-mbdule M & diro um R-module fini
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0h

to (ou um BR-module finitamente gerado) s¢, ¢ Somente se, &=

;2 Bm M tais que para cada x em M wvale:

lgtem X e T
X138 EI n

1 n

(0.2.13) - Definigac - Sejam M e N doisz R-modulos. Uma a-

plicagﬁu f : M+ K & um homomorfismo de E-modulos se, € 80

mente se&, pera todos x ¢ ¥y em M & a em B, Cam=—se:

iy fl{xty) = £{x) + £{3)

ii) f£(ax) = a f(x)

{0.2.14) - Lema — M & um B-médule finitamente gerado se, .e
spmente e, M e isomerfo & um guociente dé AT para algum
> .

Prova — Sejam Rl' RI...., In garadores de M co-
mo R-module. Defina:

¢ B  — M

E.all alr"': EH}I—H-&]E]. * 3212"'---"' H.“I.n
4 2 um homomorfismo schrejetor. Logo M = B Ker.

. - n g
Reciprocamente s$e M & isomorfo = R /B, existe um
a - n
homomorfisme sobrejetivo de B em M.
i}

ASE1im como {Ei — {U,U,.;.,l.a-.,ﬂﬁ}gera B

¢{ei} gera M. Logo M @ finitamente gerado (como E-modulo)

(0.2.15) - Definigao - Seja R um anel comutative com wuni



oy

dade. Um sistema multiplicativamente fechado de R e um sub
conjunto S de R tal que:
1) 1 8.,

ii) § # fechado com respeito & meltiplicacan de

Se definirmos. em B X § uma relagac de equivalen-
cia = poXi

{a, ) = (b,t) se, e somente se, (at = bs)n =0
para algum n& S,

o denotarmos por als a tlasse de equivaléncia de (a,s), en

= : =1 : s
taie o conjunta 5 B de todas as classes de equivalentia com

a5 ﬂPEIﬁI;.EEE 1

¢ = B4 b _ at + bs
& = 5C
H —_ P- - ,a_h
5 t st

2 um anel, chamado ANEL DE FRAGOES de R COM RESPEITO a §S.

(0.7.16) - Observacao - Se P & um ideal primo de B entao

S = R - F & sistema multiplicativamente fechado de R &, mnes

te caso, 5-1R sera denotade por RF.

(9.2:,17) = DefiniEEn - Um ‘anel R & dite um anel local ea, e

somente se, R possui um anice idezl maximal.
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{(G.2.18}) - Lema - Ep B um anel loeal.

(Q.2.19) - D.&finiiﬁﬂ - Sejam R um anel ¢ M um R-moédulo.0 con
junto de tedos of elementos x de R tais gue x ¥ =0 e um i-

deal de B, chamado o anulador de M & denotade por Ann (M),

f.2:20) = Lema - Sejam R um anel, M um R-modulo e Piresp Ml
um ideal prime (resp. maximal) de R. Denote por HP- (tEEpHM}
o Rp-—madulc- {reap. RH“mEdulo} E_lﬁ onde § = R = P (resp R-M)
As seguintes afirmacoes sao eguivalentes:

i) M = 0

1i) ]'-!IP = () para todo ideal prime P de R.

1ii) HM =  para todo ideal maximal M de R.

Prove — £ claro gue i)—s ii)—2 iii).
Suponiha que vale iii) e que M seja diferente de 0,
Sejam % um elemento nac nulo de M & 4 =Ann{x)

A B um ideal proprio de R &, portento, pele lema

{0.2.02% A esta contido em um ideal maximal M de R.

=01, PFnr=-

=54

Azsim % esta em HM' Como ]'_’.I,II -0

tante existe uw em B — M tal que ux = 0. Neste caso uE &nn(x).

Mas Ann{x)( M. Absurde! Logo M =~ 0.

|

(0.2.21) - Lema — i) Cads ideal de & "R & pm ideal eztendide.
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ii) 8¢ A & um ideal de R, entao A% Ca L}{ﬁ:s}.
EED

E 1
fortante & = § R se, & somente se, AM)S # 0 .
iii) Os ideais primos de 5 R estac em COTTEEpON

- - = - = 1 ] - i - -]
dancia biunivoeca (F- 5§ "F) com os ideais primes de R que nao

interceptam 5.

Prove — i) Sejam B um 1deal em E"IR e x/& £ B.En~-

- Ce
tao #%/1 € B, portanto :;ﬁEE o congeguentemente, x/s €8 s
s q

4 ce
gim 3 C 8°°. Como B 2 B, segue-se que B = B,
ki B o LR s
ii) Temos que A = (8 “4)
. e
Assim X €4 = ge, & somente se, x/1 = als para al

gum 4 EA @& algum s E 3. HMas Cermod
xf1l = afs.
& equivalente a existir £t €35 tal que
{xs - a)t = 0
Isto nos da que xsE £A. Logo x£[J (Azs).
5 &5
& reciproca se faz seguimde o sentido contTArio

ao gue foi feita.

o T - . . -1 i =
114} Se O ® um ideal prime de § R entao Qf @

um ideal primo de R. Reciprocamente se P & um ideal prime de

R entso R/F & um dominio de integridade. Se § & a imagem de

5 em R/P tem=se S_IRIE_IP - ET-I{RJF}

1

M&as E_IR;S P ou B ZEro ou gesta contido mo cor-

po de fracgoes de R/P e portanto & um dominic de integridade,
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Assim EF]'P ou & um ideal primo de E_lﬂ ou @ SFLR.HEE por ii)

5_1P = E_iE ge, & somente se, PMS # @.

(0.2.22) — Definicac - Sejam R, um arie¢l comutative com uni-
dade & B um subanel de El tal gue 11‘-‘. E E. Ur elemento
1

xR g-dito inteiro sobre B s&, B somente 56, existem

1

El_l, EEFI-I-I--'E-“ anm R, tais quﬂ:

n i
:t+a:'|:n ]+,.++_a = .,
I 1

0 conjunto C dos eplementos de R1 gue sao intel-
rog sobre R & uvm anel chamado fecho inteiro de K em H"l‘ Se
£ = R dizemes que B & INTEGRALMENTE FECHADO em Rl.se c "Hl

dizemos que R, & INTEIRO =sobre R.
e R & um dnmiﬂiq de integridade gue & integral
mente Fechado em seu cerpo de fragoes entac dizemos apenas

que B & integralmente fechado.

(0.2.23) - Exemplos = iy O fache intepgral de 2/ em EE".LE
po % & integralmente fechado, De fato, seja xE€Q inteiro

sobre % . Assim existem al,az,...,an em &, tais gue:

Como xEQ entao podemos tomar x = a/b, =&, bEX, b ¢ O,com

{a,b) = 1,
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0 que nos da:

n n—1 Ti

iz] +Bh$ +|1a+hE = 1]

i o

Entao bfa € assim b = % 1

Logo xEZ.
(0.2.24) — Lema - Sejam Rl um apnel comutativo com unidade e

tal que IRE R. As seguintes afirmagoes

B um subanel de E
A I

50 eguivalentes:
i) xehy & inteiro sobre R
11y B txj ¢ um R-modulo com geragae finmita
iii)R [x ] estd contido em um subanel € de R, tal
que € & um R-mbdule com geragae finita.

iv) Existe um E [ﬁ] - module fiel M que & de g

raceo Finita como R-mddulo.,

{0.2.25) - Lema - Sejam R{fﬂlﬂ'kz anéis comutatives com u

gidade. %e B. B inteiro sobre R e HE & inteirc sobre R, en
tao RI & inteira sobre ER.
Prava — Seja x EHE. Entao existem bos bz“"JHFEJ
teis gue:
S a2 PRI TR
1 o

Pelo lema (0.2.24), o anel R'= R E hI,...,bn ]

z um R-ngdulo com geragie finita ¢ RV [x] 8 um R,-mBdulo com
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geragﬁﬂ finita pols: X g itnteira sabre Rl- Aessim R'Exj & um
E-modulo com.geragae finita. Pelo lema anterior, x & intei-

ro sobhre R.

(0.2.26) - Lema - Sejam F..C'Ill aneis & seja C o fecho intei-

ro de R em R, . Entaoc ©C & integralmente fechada By

{02,27) - Lema - Sejam R‘i'.; Rl dominices de integridade.Supe-
nha gque R'l £ inteire sobre R. Emtao 111 & um corpe se, € E0

mente B¢, E &8 um corpo.

(B.2,28) - Lema = Zejam Rg F..1 aneis comutativos com unida
de. Suponha que R, & inteiro sobre R. Se 3 & um sistema mul

: i i - i T .
tiplicativameénte fechado de R, entao 5 Rl ¢ inceiro sobre

s g,

(0.2.29) = Lema:- Seje K um dominio de integridade. As sa
guintes afirmagoes gsaoc equivalentes:
i} R & integralmente fechado

ii) HF' & integralmente fechado para cada ideal

primo P, de K.

iii) R % intepralmente fechado para cada ideal

maximal @& de R.

e
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facho intepral de R em K. Considere a aplicagae.

f': B ——a
Xo—— %

Entae R & integralmente fechado se, & somente g
f # sobrejetiva. Pele lema anterior Rp & integralmente fe

chado se, ¢ somente Ea:

0% F oo % B e (s = B = B)

nje
o | e

& sobrejetiva.
ssgim, para provarmos o lema, basta provarmes gue
as tres afirmacoes abaixe sao equivalentes:

iy f : € & sobrajetiva

i1) £+ R= Enlc ¢ sobrejetiva (8 = R - E)

=L

+: B + %5 "C e gsobrejetiva {Sl= R=m}

Provaremos estas equivelencias prevando o lema

magis geral:

(0.2.30) - Lema = Sejam R um anel, ¥ e B dois R-modulos E
¢ : M+ ¥ um homomorfismo de R-modulo. As seguintes proposi
ghes sao equivaleutes:.

i) ¢ E sobrejetivas

Iy s Mo HP & sobrejetiva para cada ideal pri

| ma Fo
111) ¢ : How i & sobrejetiva para cada ideal maxi-
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mal m
Prova — 1)} —3ii)
Seja yE:HF4 Assim y = ylfp onde yl_EH e ptR=F.
Como #: M *=H & sobrejetiva existe %, E M tal que
- - = O G N T A
¢Lxl} = ¥y Tome xlfp £ MP. Entao &F{;lfp] : ?} y
Logo ﬁP B sobhrejetiva
{i)—%iid)
E obwvic.
iii)=—>3 1)
toma §_ : M_ HE B sphrejetiva, temos que
HII]IIIII:'HEIJ {Hmj = [,
Has
b}
Uy o= My e }

m
m
o ) dUD_ a0D

Assim {Hf${ﬂjjm = {l, para cada m.

Pele lema (0.2.20) W/ ¢(M)= 0. Logo N = $(M)} e,

coensequentemente, ¢ & sobrejetiva.

(O0.2.31) = Dﬁfiniiiﬁ - Sgjam K e L dois coTpos

Nos dizemos gue L & uma extensao de E se L K.
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(0.%.32) - nefinigao = 4 dimensao de L sobre Ef{como espa-
co vetorial) & chamads o grau de L sobre K e & denotada por
EL:K] , Se EL;Rj & finito entac digemos que L & uma exten
sio finita de K. Caso contrdrio dizemos que L & uma  exten

s30 infinita de XK.

(0.2.33) - Definigiu - Sejem L e K dois carpos tais que L @
uma extensdo de K. Dizemos gue a € L & algébrico sobre K

se, & somente se, existem a_ ,a;,...,3 &m E, nem todes nu=
" s | n

los, tais que:

e todo slemento de L 2 algébrico sobre K, dizemcs gue L/E &

uma extensac algebrice.

(0.2.34) - Definigao - Se T & uma extensao de K e xel,entan
o polinomio minimeo de x em kb Eij & o unico pelingmio moni-

co em E [ﬁj gque 5e anula em x.

D.2.35) - Definigdo - Dois elementos x e y de Uma mesma ex-

tenszo L de um corpo K sBo ditos conjugados sobre K se e so-

mente se, eles sao algebrices sobre K e tem o mesmo  peling

mio minime sobre K.

(0.2.36) = Deéfinigao — Se K @ um corpo, um polinimio irredy
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tivel £LX) em K [E]_E separavel se £'(X) # 0. Um polinimic
qualquer e separavel se todos os seus fatores frredutiveis

o 8580

(0,2.37) - Definigao - Sejam L uma extensao do corpo K & %
um elements de L algébrico sobre K, x & separavel sobre K se
sey polinémic minimal & separavel em K Eij . Se L & uma ex-
tensao algébrica de K e todo elemento de L & separavel so-

bra E dizemos que L/K & separavel.

[ e T Deiinigia - Sejam K um corpo de caractarigticas
p # 0 & L uma extensac algébrica de K. Um elemente x em L e

dite puramente ingseparavel sobre K se2 existe n £ W tal que

n
' pertence & K. L ¢ uma extensise puramente inseparavel de

¥ se, e somente se, todo elemento de L & puramente ingepara-

vel sobre K.

(0.2.38) - Lema - 5e L & uma extensdo finita e puramente in-
separivel de K entde o grau [ L:K | @ uma potEncia de p

(p = caracteristica de K).

(0.2.40) - Lema = 5e¢ % & separavel e puramente inseparavel

sabre E, entao xE K.

(0.2,41) - Definigac - Seja L uma extensao de corpo K. Entao
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+ fecho separavel de K em L € 0o conjunte RS de todos os e-—

lementos de& L gue saop separsvels sobre K.

(0.2.62) = Lema = Seja L uma extensao algeébrica de K.Entao L
pode ser obtido como uma extensao separdvel seguida de  uma

exteénsan puramente inseparavel,

(0.2.43) = "Efi“iiii - Uma extemnsap L de K & dite uma exten-
530 normal de ¥ se L & algeébrica sobre K e se todo polin®mio
irredutivel de X [x | que tem ums raiz em L, tém todas &s ral

zes em L.

(0.2.44) - Lema - Seja L uma extensdo finita de K. Entap e-
rigte uma extensae finita e normal F de K que contem L & que

: & menor extensao normal de K que contém L.

{(0.2.45) - Lepa - Sejam R um dominic integralmente fechado,K
seu corpo de fragoes, L uma extensao algebrica fimita e sepa
ravel de £ e R' o fecho imtegral de R em L. Entao existe uma

T
base Viseers¥y de L sobre K tal gue Er.C‘E1Rvi.
1

Prova - Se v & um elemento de L, entao v & algke-

brico sohre K e portante existem a_,...,8, em R tais que

i o o |
da_w + *iaat - .
- a1 v * 2. 4]
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Multiplicando esta :quagan por a; 1 teramons

o que nos da:

) A r=1 r=1 r—-1

aﬂ LTSI a] au v L R a at = 1,
T ’ r=1 r=1 -

{ﬂDV} + aliﬂuv} +,..% S T a0

AsEim ay & inteiro sobre %, ¢ portanto pertence a R',

Entao se WiaFagpee e,V e uyma hase de L sobre E,po

demos multiplicar cada vi por um a., conveniente, para obter
1

uma hase ul.

para cada 1i.

Uypenes W de L sobre E tal que uiesteja em R°

Seja T o trago de L sobre E. Poeto que L & uma

cxtensao Eapari?el de K, a forpma bilinear:

(x,y) > T(xy)

em L ({considerade como um espago vetorial sohre K) B nam de=

generada ¢ portanto temos uma base dual vl,...,ya de L sobre

E, definida

pot
T(;uiarj'} = &

Seja xER" . Assim

Temos que K, E E'({posto que s € R'}) e, portanto,

Mas,

n n n
Tézxu.} = T T(x.v,v, )=L x.T{u,v;/)= 8 x_ g,.™ x,
1 j=1 F ki j=1 d 11 j=1 ] 1] 1

Loge 25 e B; pois T{xwu;)e R. E assim



Lo

n
(A e LU
1=1

(0.2.46) - Lema - Se E & um dominio integralmente fechado en

tac R [ X] tambeém o B,

Prova - Para tal, provaremos inicizlmente que ,

se K 8 o corpo de fragdes de R, entiao K [x] g integralmen-

te fechado em K (X) e éntao mostraremas que R [ﬁ] e inte
gralmente fechade em X [X7] . E assim, pelo lema (0.2.25)

R Eﬁj e integralmente fechado.

mi

Parda esta ultima parte mostraremes que se R

o fecho integral de R em R,, entdc R'[X | & o fecho inte

1
sral de ﬂ:ﬁj em R, [ﬁ] "

Fara tanto mostraremos, inicalmente, o sepuinte:

(0.2.47) = Lema - Sejam R(:Rl dominios de¢ integridade e i
o fecho integral de R em Rl' Se f ¢ g sao dois polindmics em
By [X] , tais que o produto f.g estd em R'[X] , entac f e g

estam em B' ER] :

Prova - Seja L um corpo contendo o corpe de rai-

zes de f e g. Entao, em L, podemos escrever

n
£{x} = T (=x -ai}
1=
(=3
o e
glx) = j_liﬂ bl
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Cada a, e cada hj sac ralzes do polindmio f.g e
portanto, 530 inteiros sobre R, Logo os coeficientes de f.g

sao inteiros sobre R' e, consequentemente, f @ g saoc polind

2

mios em R’ EH] .

Continuagao da Prova do Lema (0.2.46)

Seja heK{x) inteiro sohre E E}{] .
Entac existem 8y 283 eeid € E[X] tais que

=
hﬂ + .hII. i

d L P, - § = 0
1 n

Como h e K{x) podemos escrever h = f/g onde f ¢ g
estao em K EF] e gac tais que m.d.c. (Eyg)= 1. Agsim podenos

| = ESCTEVEL 2

r au melhar:

n -1

n=1 o
.l ~g{alf toact B g

SIS

] %

E assim g!fﬂ 0 que & um absurde, & menos dque £ seja constan-

TE.
i Logo he K [H:l

L, Tomemos, agora, b pertencemte g K l::{] & intairao

sdbre B [X] .
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Untap existem hl, hE""' bm em R [H] ; Eaisg
que:
m m-—1
b + b_h * + b =0
1 m
Seja T um intelro malor QUE m & mAior que o

grau dos bi's, (observe que devemos ter r também maior gue o

gray de h, pois algum by deve ter greu maior do que ou igual

ao grau de h)

Escreva f1 = h - Hr.

Aasim

T.m r,m=1
ff1+ £ & b1(f1+ %) L 4 0.

D qué nos da:

T, r.m—l n
onde 111I= = (%) + hlfx } f'f'hmz R [ﬁ] x

Mas

m=1

y *+h

hrn e Eiif

Comparando com o lema (0.2.48}, teriamosz R = R ,

F.1 =¥ , &€ como B 8 integralmente fechado R' = R.
m=1 m=2
Logo, como fl e fl + Elfl +...+hm_1

nomics momicos em K Eﬁj , teremos, pelo lema (0.2.47}), —-f

sao poli-

1

pertencente a R [;] . E assim hek [;j. Seruindo-se o resul-

tado.

(0.2.£8) - Defini Eﬂ - Sejam R um dominic de integridade e K

seu corpo de fragoes. B & um anel de valorizacas de K se, e



i

AEETLE B B —

somente se, para cada = # 0, em K, tivermos x em R ou X 21m

R

(0.2.49) = Definmigdo - Um anel comutative e com unidade R,

Z dito noetheriano se, e somente se, satisfaz as tres condi-

coes equivalentes:

i} cada conjunte, nzo vazio, de ideais de R tem

um elemento maximal.

ii) cada cadeia ascedente de ideals de R 2 pgta-
cipnaria.

iii) cada ideal de R & finitamente gerado.

(0.2.50) - Exemplos = i} Teodo corpo & um anel noecheriano.

ii) Todo dominio primeipal e noetheriano

-

{(0.2.51) - Contra-exemple - Se K £ um corpo € Xy aBgpese  EAD

tndeterminadas sobre ¥ entac o anel K Eﬁl,xz,..{] nio & noe -

theriazna, pois a cadeia

(x,3C (rqa%y JC e CpaXgueas¥)Coves

2 uma cadeia ascedente de ideais gque nao B estacioniria.

{0.72.52) - Lema — Sejam By um anel e R um subanel d& By Se
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2 & noetherianc e R, e um R-module finitamente gerado entao

%. & um anel noetheriano.

%

(0.2.53) - Lema - Se B & noetherianc e 5 & um siztema multi

: - g T §
plicativamente fechado de R entaco § R @ noethérianoc.

H _1 - _1
Frova = Todo ideal de 8§ B e da forma 5 4  onde
A & um ideal de R. Come R & noetheriano. A & finitamente ge
i -1 e
rada. Sejam Il""’xu peradores de A, E claro que § A a

gerado por Hlft,..., 1“f1.
1

" *

Assim todo ideal de § % & finitamente gEIﬂdﬂ-LE

gn § R 2 um anel noetheriano.

{0.2.54) - Lema = 8¢ R &8 um anel noetheriano, entac R [i]

tambezm o 2.

Frova = Dado um ideal A& de R [H] grdenote poE
dn{i} a conjunto formade pelos coeficientes l1ideres dos po-
linomios de grau n pertencentes a A unido com o eélemento O

{zero). As seguintes propriedades sao verificadas.

i) para todoe ioteiro = > O dn{A} ¢ um ideal de R
Com efeito, sejam a e b dois eléementos de J“[EJ.
u a + b = 0 & neste caso pertence & dn(ﬁ} ou g + h ; U.Egi
te easo, sejam f = ax’+ Elxn_ *...%a_ e g = hIn+"‘+hu dois

polinfmies de A com coeficientas 1ideres a & b, regpectiva=

mente. Entao [ + g £ um polinomic de & cujo coeficiente 1i-
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der e 2 + b. Azsim a + b pertence a dn(ﬂ},

G8 ¢ pertence a R e & pertence & dn{ﬁj entan e
xiste em A ut polinomic f de praw n, com coeficiente 1ider
a, Assim cf & um polindmio de grau n, em A, com coeficiente

13der ea €, portanta, ca pErtence & dn{h}. Logo d“(ﬁj B um

idenl de B,

ii) fixando o ideal A , dn[A] B uma qugzucrea—

cente de n.

De fato,; se aEdn{Aj, entaoc existe um polinomic
f, em A, da forma f = ax“+...+an. Como A & um ideal, o poli
nomio xE(x) estd em A, e seu coeficiente 1ider 2 a. Loga

ag :In+1 (A).

1il) para um inteire n , fixo, dn{&} £ uma Eun
cEo crescente de A, isto B, se A ¢ B gao doig ideais de
R[X] tais que ACBH, entide dn{MQ d_(B).

Isto & obvio.

iv) se ﬂgzﬁ e =HE dn{A} = ﬁn{B} para todo intei-

ro o > 0 entao A = B,

Seja £EEB. Provaremos gue £E A, por indugae B0

Bxe o grauw-de £,

fe o grau de £ for zero, teremos:
feBMNR =d_(B) = d_ (&) = aMR

E portante f£A.

Suponha que o resultado vale para todo polindmio

ol grau mengr qgue m.

5e £ e um polinomio de RETEuU m, teremos
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E assim
aE d“(B] = dn{ﬁ}.
Portanto exiete um polindomio e & tal que

- + R, ||
4 ax blﬂ + -

Tome ¢ polindmico h f - g.
h pertence a B, pois f estd em B & g estd em A,
e A B, Como o grau de h ¢ menor do que ou igual a n-1,tere-

mos, por hipotese de indugao, h pertemcente a A,

Logo
E=(f-g) + g A

Provemos, finalmente, que REH:l B noetherianoc.
Seja All:' A, C.ee CA_C +vv 5 uma cadeia crescen

te de ideais de R [ﬁ], Agssim temos o seguinte diaprama:

d (a) C A, )0 ... C od (a)
g N n
di(Ay) € a,A)C oo ¢ dy08) .

N N

L ] L

r K A
a,(8) C a,(AC ... C @) ...

& £ @ @ - 8

= u . L]
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Como B B nostheriana, se considerarmos o conjun
te de todos o5 dP{An}, existe um elemento maximal d (A ).

po - MO
cada linha do diagrama, desde a primeira ate a pD—I - Esima
egtaciona em vm indice, digamos ji. Seja g = max {ji o B |
Assim dﬁa{gnu} = dpqt&qj' Considerando agora aa colunas,des
de a primeira ate a g-esima, encontramos um indice T A par
tir do gqual todas estas ecolunas estacionam. Assim se p > r

> teremos d (4 = d :
En > BETemo P( nJ r[ﬂq]
Fela ohzervagao iv) A, = Ag para todo n > q, e

gssim a4 cadeia Alf EEC' ST hnc «sw B @5taclionaria.

Logp R [ﬁ] e noetheriano.

(0.2.55) ﬂefinigab = Ilm ideal & em um anel B B dito pTi-—

mario se:
i} A # R

ii) se %y & A entas T E A ou yn £ A para al

gum @0 >

(0.2.56) Definigao - Um ideal 4 em um anel R @ dito irre
dutivel se, & SOmente se,

A= B C—» A =38 ou A=C.

(0.2.57) Léema — Em um #dnel noetheriano R todo ideal

my

uma iutersEgEﬂ finits de ideais irredutiveis.

Prova — Suponha que nao.
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Seja’L a conjunto dos ideais de B para os quais
g lema e falso.

Desde que B & noetheriano € estamos supende
T = i, I tem elemento maximal., Seja A esse elemento e por
tanto terfamos A = B Ccom A B e A C. Pela maximalida-
de de A, B & C seriam intersegdo finita de ideais irreduti-

veis e portante & tamb&m o seria.

Logo o lema & sempre verdadeiro.

(0.2.58) Lema - Em um anel noetheriane cada ideal irredu

tivel & primario.

; Prova = 5e2ja A um ideal de R.
Passando a&o anel guociente RSA e suficiente pro
var que se (0) & um ideal irredutivel entae & primario.
Seja Xy = 0 comy ¢ O
Considere a cadeiz Ann(x)( ﬁnn{xz} ves » COmo

L}
R & noetheriano esta cadeia & estaclonaria, 1sto e, existem

Wy aa

tal que Annfx") = Ann{x
afirmo: (x7¥0) (7)) = (0)
De fato, se & £ (y) entac ax = 0. Por outro lado

+
I“ 1= . As-

ge a = (%) entis B = b , o gue mos da ax = b
, n+l n n

sim b E Ann(x Y = Apn(x ). Portante a = bx = 0. Provando

& Ttesultado.

Como (0) & irredutivel @« ¥ # 0 teremos = 0,

Loge (0) & um ideal primario.
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(B.2:59) = Leme = 0 radical de um ideal primaric & primo.

(0.2.60) . Lemaz - Em um anel nostheriana B todo ideal con-

tém uma potencia de sew tadical.

{0.2.61) - DEfiEiEEn - 58ja R um Dominic de Integridade
Dizames que 8 dimenmsao de Krull de R{Kim R) & 1 se codo i-

deal primo, nae nulo, de R @ maximal.

(0.2.32) - Definicao = Sejam B um Dominio de Integridade e
E seu corpe de fracoes, Um E submodulo M de K & um ideal fra
cionario de R se, e somente se, existe x em K' tal gue

: 1

M C R. assim se M & um ideal fracioniric de R entzo M=x A

onde A & um ideal praprio de R e ¥ esta em K.

(0.2.62) - Definigho — Sejam B um dominio de integridade e

¥ seu corpo de frag¢oes. Um B-submbdule ¥ de K & um ideal in
versivel de B ge, e somente se, existe um suhmdodulo N de K

talqu&H.H“Hp

(0.2.63) - Lema - Se M & um ideal inversivel entao M & fi-

nitamente perado.

EELES sao0 algums dos resultados gque deven BEET
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conphecidos para uma compreensap deste trabalho.
Todos 085 fatos relacionados com teoria dos ni-
merps podém s&T encontrados am I:S:l enquante os oukres po-

dem ser encontrados &ﬁ“[i] an [:ﬁj ¥



1 - CARACTERIZACDES PARA ANEIS DE DEDEKIND

(1.1} - Intreduczo

Wosso objetivo, neste capitule, & provar que am
i + — - = " - - -
anéis de Dedekind & pessivel definir uma teorias de divise=-

- § o -y
rag &, GOm0 coneEeguencia, gue esctes sao0 aneis de Krull,

Em todo este trabalho denotaremos por E um dﬂmi
nie de integridade e por K seu corpo de fragoes,Ideais pro
prios de R 580, como no capitulo anterior, ideais diferen-

tes de O o de R.

(1.2) - Definigao e Exemplos

(1,2.01}) - Definigac - Tm dominio de integridade R & um anel
de Dedekind se, & somente se, tode idezl proprio de R se es

creve como um produte fipite de ideais primos.

{1.2.02) - Exemplos - i) 0 anel dos inteiros, & , & um anel

de Dedekind.

ii) Mais geralmente todo Dominic Principal(D.F)

e um znel de Dedekind.

iii) Se R 8 um anel de Dedekind e 3 8 um sistema
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multiplicativamente fechads de R, entap E_IR E um anel de

Dedekind. De' fato, dado um ideal A de S-1R entao A = 5_15 "

onde A& & ur ideal de R. Comp R & um anel de Dcdékin&,

A = Pl"'Pn onde, para cads i, & um Pi ideal prime de R.
assim & = § L(p 1;:' = (57 1p) R e s 1p ou
100 P 1 als ;
-1 1

e 5 Rouaéa un ideal primo de § “R.

iv} Sera mostrade no capitule I1 que s& R & um
anel de Dedekind e L & uma extensio Einita do seu corpo da
fragoes, entds o fecho integral de B ag L & tamhém um anel

de Dedekind,

v) No ultime capitulo deste trabalha daremos um

exemplo menos elementar de anel de Dedekind.

(1.3) - Vnicidade da Decomposicao

Mostraremos, agora, gque a detampnsiéia na defini
gag {1.2.01) E iafeg e que todo ideal fracionSrio, de umanel
de Dedekind & inversivel. 0 que nos d3 upa outra caracteriza
GE0 para anfis de Dedekind.

Para tanto basta nos atermos aos ideajs proprios
de B, jad que se M & um ideal fracionBrie de R, entan M=(xR)A
onde A & um ideal prépric de B & % & un elemento do corpo de
fragoes de R. Desda que (xR} & inversivel, se & for inversi
vel M tambeém o serz,

Estudemos o5 idealis inversIiveis de R.
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(1.3.01) - Lema - Em um dopminio de integridade R, se 1Lm
ideal A se decompoe em wum produto de ideais pPrimos inversi-

veis entac esta decomposigac & unica.

Froya - A prova deste lema seri feita por indu-
¢da sobre o nimero n de ideais primas P gue ApAYECEmM em uma

certa decomposicaos de A.

Para n = 1. Neste caseo A & um ideal primo e su-

il
ponha que I Qj s¢ja uma cutra decomposigao de A.

1=1
Azsim existe jﬂ tal que ij: A, Pe fata, EE
qj 4 A para todo j, existiria x = Xyeowk Em A, com Hi &
’ qj - A&, © que nao pode ocorrer pois A &€ um ideal primo.Logo
existe ju tal gue ngf A. Como A[:Qj para todo j segus-ge
qué A = qj
o &
Supoenha, gem perda de gen&falidade, que juﬂ 1
i Asgim 4 = aQE-.iiqm
i Usando a hipotese de A ser inversivel e o fato
de que Qy-...Q_ E:ﬂj para tede j = 2,3,..., m temos gue m=1.

valendo & unicidade da decomposcgao.

Suponha que ¢ resultado vale para m = %k - 1.

. Parg n = k, suponha gue tenhamaos
[ m
¥ (1.3.02) A= 1T Pi = I q.
j=]l j=1 4
. Seja Pi um elemento minimal de {Pl'PE""’PR}'EE

a

A tae existem i, 8 1, tais gue QJDC Pin 2 FiﬂE Qj;Pcla minima
lidade de P, , tevemes P, = P, e, consequentemente 0, = P,

o 4 o Ta Ya




23

Assim cancelando na igualdade (1.3.02) 7. com
e 3

o
- [ - - a
qj i FDdEmUE,.EPUE wma I2dIlBaANLZIdgdao nos 1nd1¢35!egﬂrever:
fa ]

k=1 m=1
(1.3.03) I P, = T Qq;
i=1 * §=1 3

Por hipotese de indugac kb - 1 » m = 1 & 1:1,: =0,
pita cada 1 = 1,2,...;%k = 1.
Logo m = K & E, = 0O, para todo i=1,...,% se

v

guindo=s5e o resultado,

Se provarmos que em angis de Dedekind todo ideal
primo & inversi?el, teremos provado & unicidade da decompa-

sigan, Pare tanto necessitaremos do sepuinte:

(1.3.04) - Lema - Em um anel de Dedekind R toco ideal prime

inversivel e maximal.

Prova = Sejam P um ideal prime inversivel de

R e b pertencente a E — P. Sejam ainda os ideais:
A=(b)+P e B =(b°) +p
Como R & um dominio de Dedekind, teremos:

A= (k) + P =P .,.F , P, ;? B para cada i

m

@ E = fhz} +E = gpaian 5 O 'E" F pare cada j.

1

n

Passando ac anel quociente R/F (que & ainda um
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anel de Dedelind) teremosg:

AP = (b)) = B ool

B/P = {E‘?j = E;Fl....ﬁm

Desde que (B) e {EEJ gdp ideais fracignirios

inversiveis, pois sao ideais primeipais, os ideais fi e

e
[

também o zd0. Pelo lema (1.3,01) ccorre a unicidade da de
compesicac. Mas (EEJ = {EJE. Adssim n = 2m & para cada i e-

xistem j. e j, tals que , =0Q., = F,
Yo i 1o 11 *

Bal, pele teorema da correspondéncia entre

ideaiz de R€R/P, o mesmo acontece com os ideais Pi & jS

Entap
PC sz} +P =T (b) + ¥ f = (b}2+ (b} P + E-_E_

E come F(. (b} + EYC P , basta-nos provar gue BC P{(b)+P)
pois neste caso havera a igualdade P = P((B) + B) e, degde

que: P & inversival, (b) + P = R, Assim P mers maximal.

Provemos que PC B { (b) + P)

Temos que P{:Eb}z + (b) P + PE. Entao para todo

p em F vale:

(1.3.05} p = rh2 + bp + y  , onde T15P2

2 2

e rb” # D, como P & um ideal primo e ¥b E P

{pois rhz =p=-p'b =% ) devemos ter ¥ e P ou beP. Iste nos

43 que & compenente de p em {h}z, na expressao (1.3.05),pode
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2 .
ser colocada em BP(b) ou P, Assinp PC (b)) P + PE- PLLh)+P)

Seguinde-se dal o resultado.

Passemos a tao falada unicidade.

(1.3.08) = Teorema - (Matusita) - S R & um anel de Dedeking
entio todo ideal praprio de R se esereve, de maneira Oniea,

comd um produto de ideais primes inversIveis,

Demonstragao - Basta mostrarmos que cada  ideal

primo P de R & inversivel.
Tome B EP e considere o ideal (h) = PI"'P::'
Como (b} & inversivel cada ideal P, tembim o .

Desde que P ) (B) = P1 WP temos gue P._.:"Pi

a

ul
rara algum iu' Fortanto pela maximalidade de P. temos PnPi

o o
Logo P & inversivel.

(1.3.07) - Observe que nés provamos que tode ideal primo de
um gnel de Dedekind R, & maximal, Em outras palavras, prova-
Mos que 58 R @ um anel de Dedekind entde a dimensse de Erull

de B (Edim R) & 1.

(1.3.08) - Corolario - Seja R um anel de Dadekind que nae &

corpo, entzo R & Noetheriano.
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mos qué & & finitamente garade.

Como A €& inversivel existe o ideal fracioniric

ﬁnl. de R, tal que ﬁ.ﬁnl = B

T
Assiml = I ab. coma,eheb, et
u I 1 1

1=1

Entao se 86 A Cteremos:

(s} o
a= L aa,b. = I (ab.)a.
i=] b jep 1
" St |
Como ahiE R, pois hi E A € BEA, teremos:

ﬂl.- {algmlirpﬂn.}

Loga R & noetherianc.

0 teorema (1.3.05) pode mer generalizado para:

(1.3.09) - Teorema - Seja R um anel de Dedekind. Entic todo
ideal fracionario M de B & invergivel e pode ser escriteo, de

maneirs unica na forma:

(1.3.10) M=q p 00

P = primo
com nP{H) inteire e guase todos nulos,

Fara que tenhamos MC N & necessdrio e suficiente

que nPEH} > EP{HJ para todo ideal primo P , de R.
AlEm disso as relagoes

a) uP{H + Ny = miu'{nP{H}J npfﬂ}}
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b np{Hrﬁﬂ} = max {nP{H} . npfﬁﬂ

sao validas para cada ideal prime P e mais og ideais (M : M)
e M . HFI 530 iguais g,.consequentemente nP{H i Hl=7 (M)}=n (N)
P P

para cada P.

Demonstragao - Como todo ideal fracionirie po

de¢ ser eacrito na forma

onde & e B sdo ideais proprios de R, e como A e B podem ser
escritos, de maneira Unica, como um produte dé idesis pri
mos inversiveis, M sera inversivel & vale & decomposicao na

forma do teorema (1.3.08).

Fara completarmos & demonstracio usaremes o se

guinte fata:

n (M.N) = n (M) + n (§) para cada P.
P P P

Seja, agora, M W,

Entao Hth'g:R. Amsim nP{HH_lj > 0 para cada
. F =1 e
ideal primo P. Mas hPEH-W? )= nPEH}+uPEH 1}=nP[H}—nP{H}.Ln—

EO HP(H} * npfﬂj.

Para provarmos a) considere o ideal M + N

Este ideal &, por definicdo, o menor ideal fra-
cioniric contende M & W. Assim MCM + ¥ & NOM + H.Pelo que

foi wisto o _(M+H) < n (M) e o (H)+N) < q (K}
P ) P — B

Entao up{H+H} < min {nPEH}, nPEH}}
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Para a4 outra desigualdade, tomemos o ideal

o :

4 = P 1...5']1 n, cnde o, = min{n (M), n (N}
1 = s
1 1

Pelo gue j2 foil provade, A0 M e al H. Asgim

ACM + N. Logo n_ (M + ¥) > a (&) = min{n (M) n (W)
P = P P » B
Segue-se, das desigualdades acima gue
n (M + H) = min {n_ (M) (%)}
P phiilie. T tH)
Para b} teme o idzal M)E
Temos que M JHCM e HO)RC K. Assim
HM{]H) > M a:
npf nwy > npl: ) e np'l.'.]':l ") > np{ﬂ'}, 0 que nos da:

np{!‘lr}ﬁ'}l > mﬁx{nP{HJ : nPl:H]:I'

Tomemaos o idaal
B R 3

B=P"1.,.. P ¥ onde B, = max{n (M), n (H)}
1 - AR i P P;

Asgim BCM e BCN. Como M{IJN & o maior ideal
fractionaric contide e¢m M & ¥ termos BC M1 K. Loge

:mII (MIH) < max{ np (M), J:LF'[H:Il seguindo=se que TIP Uﬂ )= mi;.:{np (M) ,np {1y}

Finalmente, para a oltima -Ef'.lr.T'I]l-EI;ECr do teorema

{1.3.08) devemos notar que:
=1
N.M ~ = N (R:M)

8 TComb

C mogrem) ] .o 1= 0 [(R:M).M|C R.RCN,
EEE“E_EE qug

mu L C (MM .
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Por outro lado

(H:iM) = (H:M).R = (H:M) HM"IC N uﬁl

iy

; =1 .
} Assim (N:M) = NM ~, gsepguindo-ze o resultado.

(1.4) - Aplicacoes

(1.4.01) - Definicdo - Seja K um corpo. Uma valerizagae dis

creta em K & uma aplicacao v de K'= ¥ - (0}aabre & rtal quet
a. vixy) = vix) + v(y)
bo wix + y) » min {w(x) , v(y)}
Asaim se B B um anel de Dedekind com corpo de

fragoes K, pode-se definir, para cada ideal primo P de R,uma
valorizagao
vP:E+—-—}H
X — nP{x} » unde np{xj = np{ (x) )

E facil ver que:

- {1.4.02) - Para tode x em K% o tfosro de o {x),cais gue

nP(x} ¥ 0 8 finito.

(1.4.03] - x esta em R se, e somente se, up[:{} > 0 para todop.
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{1.4.04) =~ Dadss &g ideais Frimos Pl, PI""’ Fu com respec

tivas valorizacoes ¥yreees ¥ o € 05 inteiros Kiao.

2K BxXis
i i
te um x em E° tal que v.lx) = K, e ?P{K} 2 0 para todo ideal

primo P ., P ¢ Pi.

(1.4.05) - Nota - & afirmacao (1.4.03) caracteriza o anel R
énquantoe que a afirmagao (1.4,04) 2 conhecida como CONDI{AD

DE INDEFERDENCIA FRACA.

(1.4.02) e (1.4.03) sse Shvios.

Para demonstrarmos (1.4.04) precisaremos de se-

puinte:

(l.4.06) - Lema = Dados os ideais A ;s P s P de R, pom

preees B
A #0 e Pl,.+.,Pmidaais Primos, existe x em R'= § - (0] tal
que x perténce a A e (x) = A . B , onde B E um ideal de R

tal que nzp estZ contido e & diferente de P.s pera toda

i = R i

Frova - Dado o ideal A, de R, podemnos escrever
a=p% R onde m > m
1 n -

Sejam os ideais:

I =
A API,,.Pm

.Laq. o AT?:-I- = AElnl- F.l-- ..Pm- Pﬂrﬂ I:.-E.d.ﬂ. iﬂ].',;.|,]1'u
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C o ,
E claroc gue ﬁi 3 A CA PiAiE Ai].

i ' i b N a8 -
PaE? cada i, seja X, Ai A Entan np.{xij Ki,

1

i - 1

isto e, x. &P, mas x. £ P,
i i i i

L theka ver gue {xi}C:Ai s

= " o
o que nos da npi{xi} > nP_EAiJ L{, Se npd {xij >R +1te
i i
riamos %y EA', Logo np {xi} = Ki}' Agora s¢ 1 # jJ & facilver
i

we n (x.} * K. + 1.
4 F"i 1 — J

Fagce x = ) *oE, +.4.+xm y & suponha gque

n (x} = 1., Afirmo gue . = K,. Deé fato:
P i i i

(x} = {EL++.-+ xmj{ftxl} + iIE} +...+{xm}.

Assim
n_ (x) >a ((xd+ (x)+...+ (x))= minin  (x.)}
Py e l, 2 n n: ]
com § =1, T e s glEe
Entae n_ {x) > K,.
P; L
E.+1
Uma vegz due Lx1+ Xotooa Er+,.++xm;r|:1’i 2 -
£i+1 -
ﬁiﬁPi , nao podemos ter np (x} » Ki + 1, pois neste ca—
T,
- K.+ 1 ., =
G0 terilamos {R}C:Pi i ; isto e, x € Pi.

Logo m_ {x) = K.» provande o lema
i

Finalmente para mostrarmos a CONDIGED DE INDE -

PENDENCIA FRACA, sejam

1, = max [= E. 5 0} > 0 para cada i= 1,2,...,n

{:ﬂnEidEIE IIL L P111|-+--Pn1n-
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Pelo leme (1.4.06) existird ve R® pal que

— PE1+R1 ; £n+En g ET- 5 1 a_
.Il'l ]. o8 & n ,Ql lllqr |Qr+1 L qm
cOm qi B Pi incomparaveis pera todos i e Tia
Tome £ = 3 em E.
X
hssim:
E +E, +K B B
% ¥ - -1 _ 1 1 £n Tn 1 T
{(Z) E=d (yd (x) By ce Bl Ry Tl
3 5 -F =f -g -3
£+l m 1 8] 1 E
nq'r_'_l R om qm - Pl + P]:I. ql w . qr _
- PEI P };]:I 51"['1 E;|'|'|_
I R TR
Isto basta para concluir a afirmacdo(l.4.04)poig
como ge observa, cada s;, para i = r + 1,...n & maior do

que ou igual a zero, uma vez que yeR",

Como consequéncia das afirmacoes acima temos:

(1.4.07) - Proposigao ~ S¢ R & um anel de Dedekind entho

R -r}ﬂ onde P percorre o conjunto dos ideais primos de E.
B

Prova = Seja y Ef?'ﬁ
=, (p) P

Entac, para cada P, existen x, em R e 5, em RE-F,

Lais gue:

e
L]
tFLﬂH
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Asgim, para cada P,

N x
- - ] £ s
FP{F} Fp{ SP ) vp{xp} vFEEP?.

Pela observacao (1.4.03) pertence a R. Logo

N RP{: R.
Cpl

For outre lado, ge = pertence a R, entao X per-

tence a RP PETA todo P, Asszinm RC N RF para todo p. Valendsn o
(pl

regultado,

(1.4.08) = Proposiceo = Se¢ R & um anel de Dedekind, R & in-—

tegralmente fechadao,.

Frava - Hostraremos que ip o inteEva}mentu fecha
do para cada ideal primo F de R.

Temos que Rp - {xe K ; Upfxl > 0} v {0}, portan-
to RF € um anel de valorizagdo. De fato, dado xEK", se
vp{xjf 0, entdo - vp{:}b-ﬂ. Mas -vPEH] - vp(x-l}.ﬁﬂﬁim x_l

pertence & Rp

Para mostrarmos que R & integralmente fechado,
seje xeX° e suponha que x & inteirs sobre RF. Assim existem

aL,...,aﬂ @m Rp, tais que:

(1.4,09) X o+ a



bt

para algum m M.

Queremo§ mOBLTEY que xE X
P

- 8 =
Como Ep g un anel de valorizagao, temos que

1'1 g R ou HulE i e
B 2

i} 5e x_l ¢ EP‘ gntan X E RP e wvale o resultado.

ii) Se x 13 Rp’ entao multiplicandeo a igualdade

1_
(1.4.02), por = “, teremoE:

eu seja,

i =8 = {a1+-ll-+ En-}[l_n}

Loge XE RP e, portanto, Rp e integralmente fecha
do para cada P.

Finalmente, seja x€ K', inteirec sobre R.

Como R(:RP, x €& inteire sobre RP para todo P.Des
de que B_ & integralmeénte fechado, x pertence a Rp, para to=
g P,

Mas R =F}RP, portanto %X E R,
(P)

Logo R & integralmente fechado.

(1,5) - Uma earacterizagio mais convencional para aneis de

DEdEkiEﬂ



R
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Com a definigac, para anéis da Dedekind ,dada nes
te Ctrabalho, pretendemos generalizaer a teoria de divisores
do conjunto dos inteiros, para um anel qualquer,

Agora pretemdemes provar & equivalfncia entre a
"nossa" definigde e a definican convencional, encontradapor
exemplo, em [47],

Provaremos tambem que, em aneis de Dedekind, a
condig¢ae de independéncis fraea pode ser fortificada,o que

nos dard uma outra caracretizac@o para estes anbis,

Vejemos algumas caracterizacOes para aneis  de

Dedekind.

Has primeiramente vejamos o:

(1.5.01) = Lema - Seja R um deminioc no qual tode ideal Pri
mo pao nule & inversivel. Entao tado ideal A de R contém um

produto de ideais primos ecada um dos quais contendo A,

E

Prova - Seja I o conjunto des ideais de & que ndo
gozam desta propriedade,
Suponha ¥ £ ¢.
Seja B .C 3 C ... CB C ... . uma cadeia de i-
[==]

deais de E & B = 1 B.
. L
=] =

B & un elemento de £ , pois casa contrario,teria-
mo %, Pl""EnC B, onde o8 P. sao ideais primos de R e BC P,
pare tede i = l,2,..., n. Como o= L sao finitamente gera-

dos, par serem inversiveis, o produte Ppeea P tambem e



—

Gt

Asgim existiria n_ tal gue En conteria todes og geradores de
a

"'*Pﬂ £ conseguenteménte conterisa Pl. ?2....E o qu e
It

Pl'

per hipdtese nao ocorre. Loge B & um elemento de L,

Pelo lewa de Zorn £ possui elemento maximal,
Seja C um eleménto maximal de E.

Come C nao & ideal primo, pois € & I, ele con
tem um produto D.G com DG e GJC (fagaD=(x)}4C = G=(y)}+Can
de ®* e y sac elementos de R tais que x ¢ C,vEC e Xy e €).

Pela maximalidade de €, D e G ndo esrioc em  I.
Assim D:}?lh..P“ e qul.,..qm; cam E'_j,_:_}ll e qjjﬂ pars ca-

da i e para cada j. 0 gque & absurdo’

Logo E= @ , seguindo-se ¢ resultado,

(1.5.02) - Lema - Seja B um dominio ne gqual tode ideal pri-

me ndo nule & inversivel. Eatio B & um deminic de Dedekind,

Frova - De ecordo com a definigdo devemos pro-
var que todo ideal A de R se escreve comoe um produts finito
de ideais primos. Mas, pelo lema antericr, todo ideal A4 de
R contém um produto de idesis primos cada um dos quais con
temdo A.

Demonatraremes este lema por inducao sobre o ni
meroe de fatores primos que aparecem no produto contido em A

Sen =1 teremos F,CALPy. Logo Py = 4, ,valendo
o regultado,

Suponha que o resultado B wilido para nm = k = 1,

ou seja, suponha que, se ?]+EE;..PR_1CZA, onde os Pi gedo i-



a
e
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deais primos de E tais que Ei:)h, para todo i, antao

A = ql_..qm, onde os Qj sae ideais primes de R.

Para m = k, suponha que existe um ideal A" de R,
contendo o produta Fl"‘Pk' de ideais primos de B, com rcada

Pi contendo A'.

Como cada Fi ¢ inversivel, teremos

1

PoessPyC Py7 A" C R e, por hipStese de indugido,

—1

Py

A' = ql..iqs, onde os Qi gao ideais primos de R.

Logo A" = F,Qy+..Q &, consequentemente, B g um

anel de Dedekind.

Como consequencia deste lema cemos a seguinte ce

racterizagao:

(1.5,03) - Corolario - Seja B um dominio. EntEo R & um anel

de Dedekind se, e somente se, 0 conjunto dos seus ideais fra

¢cipnarios & um grupo.

Prova ~- Se R B um anel de Dedekind, pelo tecorema
{1.3.08), tode ideal fracion3rio & inversivel.

A reciproca & ohvia, pelo lema(l.5.02),

Provemos, finalmente, a equivalencia entre as

duas definigoes.

{1.5.04) = Teporema = {Hoether-Erull) - Seja R um domInic,que
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nac & corpo. Entao B 2 um =nel de Dedekind 5¢, somente se,

R & noétheéeridno, lntegralmente fechado e Edimg B = 1,

Demonstracaoe - Se R & um anel de Dedekind, pe-

lo que fol visto dnteriormente, R B noetheriane, integral -

pente fechade & Kdim B = 1.

Suponha que B & noetheirano,integralmente fecha
do 8 gue Kdim R = 1. Mostremos gque R &2 um anel de Dedelind.

Pelo lema (1.5,02) basta mostrarmos que todo i
deal primo de R & inversivel.

Sejam P um ideal primo; ndo nulo, de KR e P*¥ =

= (R:P)= {xEXK ; xPCR}, onde K & o corpo de fragdes de 8.
Provaremes gque PP* = R,

Como 1 & F* entao P PE*. Mas P & maximal,portan

ko PP% = F oun PP% = R.

Frovemos que existe agP* - R ¢ que, neste ca-

so, PP* = R,

Seja xeP = o}
Como R & noetherianmo, pelos lemas (D.2.57) e

(Q.2.58),

(1.5.05) (x) = q;f) 0,1 ...[1¢0

onde cada @ e um ideal primiric com radical Pye
Pelo lema (0.2.60), para cada i, existe n.c N

taia gue

e
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assim teremos
_ n.
P3NP
Como dados o8 ideais A & B temos (R =AY )x (B},

CETCemds:
. I,
p=x(B)De(n et =Neee ™ =Ne,.

Portanto, pelo lema (0.2.05), P:]Pin para algum 1'_n+ Pela ma-

ximalidade dog P., P = P. -
i io.

Fodemos, Sem perda de generalidade, supor P = E'J.

& gue:

mes

] o
(%) :;? Pll...P.rr

Entac existe ¥ &P i P

n. =1 b}
1 uﬂ_ E
1 2 ¢ - (=)

n
r

i

Y

Como (x} ) Pl A , dado p ¥ 0 em P existe

T £R. tal gque

TRl

B St L AR e

IxE = PY

Asgim y/x e P* - R, uma vez que y & (x).
Logo existe um elemento em P% = R.
Provemos, agora, gque P,P* = R,
Suponhamos que fosse PP% = P.

Tome entao peEP e aeP* = R e considere a8 cadeia

de i1deais de R:
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2 2
(p) € (p,pa) € (popa,pa) € (p,pa,pa”,pa”)C ...
Coma B & noetheriano esta cadeia & estacioniria, isto &8, &=

xiste n tal que:
2 n iy +1
(p,pa,p8 ....,p2 )= (p,pa,pa - L T

2 n+l
=(p,Fa,pad ;...,p8 1= ...

Aszim existem A sfypeess B €W B., tais que:

|
n+l b i
pa- "= I a.pa
1=g
¢ que nos da
n =
n+l i
= = 'E a:&8
i=p

Esta ultima iguasldade nos da uma relagae de de-
pendéncia inteira de a sobre R, o gqueé nae pode ocorrer pois

R e integralmente fechado e a € R.

Logo P.P# = R, concluindo a preva.

Uma outra caracterizagao para andis de Dedekind

B a que ge segue:

{1.5.06) - Teorema - Seis R um anel noetherianc tal que
KEdim(k) = 1. Bntdoc B & .um anel de Dedekind se; ¢ scmenle se,

as suas localizagdes por idemis primos sao aneis de valoriza

gao discreta,

Demonstragio - Seja R um anel de Dedekind com cox-
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po de Fragoes K, e considere

v. t B = K - {0} —5% B

= 3 n?{x]

ande npij B o expoente da potencis do ideal primo P que a-=-
parece na decomposigao de (x).

Heste caso RP e o anel da valoriszacao L

De fato, seja xEK° e suponha gue vP{x} > 0D.Is=-
to 8, x = a/b onde depois de simplificadas as potencias de
ideais primos comumns na decnmpﬁsiggﬂ de (a) e (b) nao EpAre-
cera expoente negative para P. Em cutras palavras, b & P,

Logao afbck

P

Por outro lado, se a/b ERP_&ntEa vP(afb} > 0

Portanto HF e o anel de valorizacao de vp.

Reciprocamente, suponha gue as valuriza;ﬁes de
R sao aneis de valorizagdo digecreta e provemos que B B um
anel de Dedekind. Para tanto basta provarmos que R @ inte-

eralmente fechado, Has iate foi provadoe no lema (0.2.29).

Uma outra caracterizagao para aneis de Dedekind

¢ dada por:

{1.5.07) - CorolEric - Seja R um dominic local. B E um anel
de walorizagao discrata se, e somente se tode ideal fracie-
naric de B & inversivel. Ou equivalente, R & um dominie de
Dedekind local se, e somente se, R & um anel de valorizagae

discrets.
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Frova - Seja R um anel de wvalorizagac disereta.
Mostraremas que R T um anel de Dedekind, consegquentemence ,
pelo corelarie (1.5.03), todo ideal fracionario de B & in
-
versivel.

Mas todo anel de valorizacgae discreta & um anel

prineipal e, consequentemente, um anel de Dedekind.

Frovemos esta nossa primeira afirmagaa

Como R & um anel de valorizacgao discreta, exis
] te uma valerizacao.
1
W 1 R'——— g
~ tal gue:
1
E= fxeEK" tal que vix) > 0},
l - .
Sejam A um ideal de B efl={v{(x); s eAl.
Como A R e v & sobrejetiva, {}tem um memor ele-
nmenteo. Sejam o esgse elemento e xﬂ[ A tal que T{xn] = nn.
Afirme: A = (x )
De fato, seja vy £A. Entao
viyl = viz_)
: _ & =1
Se vy} = v{HD). entao ?{xﬂy ) = ﬂ.Lngnyﬁixu}.
= Se v(y) »v(x_), entac v(y) = vix )+ k ondek >0 .
Come v & sohrejetiva existe ¥, em R tal que
7 viyy) = %,
4
' logo teremos:
-




2 el mias

= aj

a3

u{?} = V{HD) + ?Efl) - “{Rﬂyl}:
o gue nos 43
v E {xn}

E assim R & um anel principal.

Reciprocamente, suponha gque R £ um anel local e
que todo ideal fraciomirio de R & inversivel.

Nestas condicoes R & um anel de Dedekind eom
um unico ideal prime diferente de zZera,

Mas, como R =r]Pp, onde P & ideal prime de R ,

teremos s

H =R,
P

Loge B 8 um anel de valorizagao discreta,

{1.5.08) = Pragusig&n = BSeja R um anel de Dedekind loecal ..

Entao R & um dominic principal. :

Prova = Como um dnel de Dedekind tode ideal pri-
mo, nao nule, & maximal, R tem um unico ideal primo naoc nu
lo.

. . 2
Seja F este ideal € tome £ P - P, ¥estas caon-
digoes (x) = P.

Logo tode ideal de R & geradoe por uma potencia

de X.

{1.6) 0 Teorema do Resto Chincs & Alpumas Aplicagﬁgg Eﬂnﬁia
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de Dedekind.

Heste pardgrafo pretendemos dar uma extensac da
prqpnsigin {1.5.08), bem como usar o Leorema do resto chi-

nes para obtermos alguns resultados interessanbes sobre 8

neis de Dedekind.

{1_5,ﬂlj - Teorema do Restp Chines - (T.R.C.} - Um anel 3

catisfaz o teorema do Reste Chines se, e somente Se:

"Dados A ad

,...,ﬁn ideais d& R e ByaKgrrooa x_

2

em B o sistema de congrudncia x 2 xy

11-
mﬁd{ﬂi} tem solugao se,

& spmente se, estas congruencias gan duas & duas compatl -

veis, Isto B!

mad (A, + ajl . 1 F 3"

Provaremos que um anel de Dedekind B satisfaz
| o tedrema do Regto Chines e, como consequencia, teremos que

todo anel de Dedekind com um numern finite de ideals primos

| = um dominio principal.
¥ Faremos iste, provando as equival@ncias abaixa
K1 a). A (B+C)=+(a B) + {(a C)

(1.6.02) = TB.C ¥ py w8 C)o=-(&+ ¥ {R+ 0

CondicEo de Independéncia Forte,isto &

"gadog P.,F

- 1! 'E_?"

11,31,..+*x“21¢mentﬂ5 de R a kl,kz...

..,P“ideais primos de R,

(1.6.03) - T.R.C ++ : '
ko inteirns positives, existe x g K =

ek

KE.={0} tal gque vi{x-xi} - ki onde V;

z a valorizagao asscciada a F,




= dﬂn.

Condigap de independéncia condigao de inde

£1,6.04)
forte pendencia fraca

A equivaléncia (1.6.02) wale para anfis gquais-

quar eénquiato gue mas outras duas usaremos o fato de B ser
gm anel de Dedekind,
Fara (1.6.02), como ter solugao implica EBFEem

duas 8 duas compativeis, faremos a seguinte demonstracao:

(1.6.05} distributividade = (compatibilidade + ter solugao)

(1.6.06) (compatibilidade = ter solugac)}+ distributividade,

Fara (1.6.05) usaremos indug;u sobre o numere de

congruencias.

Pera n = 2, BE

CeTEMOE

Assim Hl il N 12 - ai

i elemento x = *q 1

x E x mEd{ﬂi}. De fato



b

Suponhamos gue o resultado vale para n = k-1.Pro

vamos , entao, gue tambem vale para n = K.

Temps que encontrar um x E R tal gque x Sx.mod(.)
L

com X, = xj madfﬁi + Aj] sa & # j, para i = 1,2,...,,%:

4 ideia & reduzirmos o sistema para o caso
ko=l nnugruauciﬂﬁ.

Hos comhecemos uma Eulu;En x' para o sistema

x 51]. mod{A) 4 = 31, %;. .. k = 1

L

de

As3im o sistema de k congruencias € eguivalente

a encontrar um % tal gue:

(1.6.07) ==t mEd{ai} e x=x mﬁd{ﬁk}

pu equivalente,

k=1
(1.6.07)" £=x' mod { r:1 ﬂi} € x 2 % mEd(ﬁk).
Se
k=1

I = R
(1.6.08)  x'=x uwbd( {4, + a)

K k

o sistema (1.6.07)" tem solugac, por hipdtese de indugao.
Como valem as leis digtributivas, o sistema

{1.6.08) & equivalente a:

k-1
LR = [
(1.5.08}" =" = LI mod { iﬂliﬂi + Ak}}
e como
T rimndfﬁi] e x, = Iitﬁi + #k;
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o sistema {1.6.07) tem solucao, Concluindo a demons tracdo.

Para (1.6.086) provaremos apenss o caso de tTEE
ideais, pois o cesc geral pode ser obtido deste por indugao
sobre o nimero de ideais, Assim vemos provar gque se 4,B o B

sao ideais de R, entao:

A+ (BMYB') = (A + B)) {4 + B")
e

AfJ(B + B") = (af1B) + (af1B").

E claro que A + (B[1B")C (A + B)[) (& + B")
e

(af18) + ¢A[lB"3C Afl(B + B').

Para as outras dugs inclusoes seja, primeiramen

te, de (A + B)](A + B'). Entio podemcs escrever
d=a+ h = g' 4+ p°
onde a , a'ed , beB e b'eB'

Queremos escrever d = x + y onde xEA e yeB[)B".

Ou melhor, gueremos encontrar um xR tal que:

-
L]
=

mad (A)

£
]
=M

mod (B)

x=d mad (B ")

Fara que este sistema tenhs solugao basta mos-



- o L& - " 5 -
trarmes gque as congurencias sao compativeis, isto 2,
deh +B'" e deA + B

Mas, por hipotese, de A + (B[1B') e portante o

sistema tem solugao,

Logoe (A + B'")M (A + B)(C & + (8MN5") e assim va-

le s
A+ (BB = (4 + BIY (A + B),

Seja d& A N (B + B"). Queremos provar gque
dz (aflmy 4 (Af1B"), isto &, queremos escrever d = % + ¥y on
de = EAnB & EﬁﬂlB'. Ou, egquivalenteémeénté, encontrar uma

Snlugau para o sistema

i

x =0 mad (A)
x=0 wmbd (B)
(1.6.00) %

x=-d mod (A)

i

=-d mad (B")

Fara que (1.6.0%) tenha E:ulul;;n basta verificar=

mos &8 quatro compatibilidades.

iy 430 mad (&)

med (A + B')

]
L ]

ii)ad =
i1i)d=0 mad (A + B)

iv) 4 0 mod (B + B')

Mas elas se verificam pela escolha de d. Portan-
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to @ sistema (1.6.09) tem solugao e vale:

all(B + 8)CCAMNB) + (aflp")

Loga ﬂfﬁ{B + B') = (Af)B) + (ANE"), Ficando PrO

vadas a equivaléncia {1.6.02).

Para (1.6.03) procederemos da mesma maneira gque

para (1.6,D2), ou s$eja, provaremos gue:

{1.6.10) ( compatibilidade + ter solugac) * condigao de inde -

pendencia forte.

(Liha1l) Eundi;En de indapendiéncia forte (compatibilidade +

+ter solugan)

Pera 8 primeira implicagao sejam koo k en W,

X prerr %, €@ BE & v Pa ¥ valorizagoes de K associaidas aos

F e
ideais primos PraeeesP o

Escalha a.z P, - P
Il L

Considere o sistema de congruencizs

L ki
® = x, mad fPi ]
1.6.12
(1.6.12) ) gl
x"li + 2y mEd[Pi }
Pelo Teorema de Reste Chines este sistema tem

solugao uma vez queé as congruéncias sao duas a duas compati

veis. De fatao:
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i i 3 = ; :
i) B, o+ Pj = {1) se i # j

pois, para i # j, se denotarmos por r{p) o radical do ideal
P, teremos:

K. E.¥+1 K, K,
eI T (el re ) mrd B e ) e L)

Ki E.+1
0 que nes da P,° + Pi] = {1).
Ki Ki+1
Por outro lado, para 1 =1 , X, = XKy +oa, mod (P T+ Py |
Hl K] Ki+l
pols %, — Xz — & = &, E 1208 P + P. i
1 i i 1 i i i

Seguindo-se o resultado,
Reciprocamente, sejam os ideais Al‘ﬁﬂ""'hn de

Rex ..,,, x em R. Queremos encontrar Xx £ B° tal que
L om

{1.6.13) i xy mﬁd{ﬁi}

supondo que xi = :{.JE ﬁ:i. + Aj ; BE I

Como B & um anel de Dedekind, cada &, pode SET

ggserito ma forma
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hssim a congruencia x = x. mﬁdihi} pode ser escri
ta na forma

(1.6.14)

=

b

0
x=x, mod( AP
i =i ]

Desda que os P, sao co-maximais,
quivalente g

{1.6.14) 2 -
m £
(1.6.14)" x=x, mod { (¥ P )
; z . i
i=1
Portanto o sistema (1.6.13) se reduz a:
ﬂij
M EHi mEd{Pi Yy J= 1,2 ey LS Z, W 1
gupondo que
m min{ “ij * I:"':a:.j:l-
x, — % B4, A = j£1 P,

G) gempreé existe.
exemplo, n{J} = onde

Fixade j, seja Itj} am R satisfazendo a filtima
congruencia acima. Tal = Basta tomarmos,por

X, E {ul,+..,xu}

¥ " =-0.
v5i *ie j

io nﬂsxiﬂ-ij, i 1,2*---.“}
Assim nosso problema se reduz a
Dados:

| Py
ll- IP

, ldeais
1‘1,---1 Tm

, valorizagoes associadas aos Pj
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ol
T |« SR S
-r.l-'-;Ic l'l r m
= 3{1}...‘, g
il
i encontrar x- x; mad (450,
-
s Pels. condigio de independ@ncia forte existe
. xR’ tal gque

?.{H—H{J'}} -'D:j 3 J iy 1,2:-1-!. m

Mas

- (32 (i)
X = Ky =X + x x4
A [ £ SR
onde x - N, - x{J} -~ %y estao em lel para todo i.
@,
Agsim x - xiiin J para todo i e para todo j,ou

geja:

Logo == x, mud[Ai}

Finalmente passemos 3 terceira egquivalencia.

Mostremos que & condigao de independéncia For-
te implica na fraca, ou seja, mostremos que dadas as valori

KE,...,KH,exiE

zagoes Vys VasreeaVog de K e os inteiros Kl,

te ¥ em K = E - {0} tal que: v, ({x] = K,

[,
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" L_I.:"l. ETCE! i
s ~ U=

sabendo que dadas as valorizagoes v, Vosees,¥_ de K, os im

telrns K{ = E&,..., E; e 08 elementos KysEpaooenX de R,

existe x em R° = B - {0} tal que v {x - x.) = K! e v (x)z 0

para todo P # Pi.

para tanto, sejam £, = EKi[ ;R

Pela cnndigiu de independﬂn:ia forte, existe

xc B tal que:

vifk} = Ei & vp[:j_iﬂ e P 7 P,

Ei £ £
L] - 8 o& = 1 “+1l+l m
Asgim {x] = Pl bty Pu . Pn+1....Pm ¥

onde Ei > 0 para tedo i = 1,2,...,M8.

Sejam

-'E-i +E1 EIE.:[ll,z.,..i.l]

m; )
1 ii g i = o+ 1,...,d:

==
&
2
iE

Novamente existe ¥y em R* tal que

#
-

::'I_;_!I-.‘I.l

-

e =
T

vib¥) = mp e lF) 2 0, s BY .

i

Considere o elemento v/x em E°.

Ohserve gque:

i) para 1 = 1,2,...,"

vifyfx] - ?i{y} - vi[Ij ="n, =f£, = K,

ifiY péra £ =0 # 1, 1 # 2,...5M

vi{‘.'.ra"ﬂ =Ml = vilx) =0




L1

T

K1
&

i

-0

B
iii) para P # Pi
fz) = v _{y)> 0
'nrp{:rm o SIS

Logo v/% teém a propriedade desejada.

Finalmente vejamos que a condicas de independEn

geia fraca implica na forte.

Primeéiramente veremos of secuintes lemas:

(1.6.15) = Lema - Sejam B um anel de Dedekind, K seu cor
po de Fracoes, P um ideal primo de R, vF g valorizacan de

E associada a P, n um inteiro positivo & b um elemento de

F.. Para cada elemento ¢ em B - ?RP existe um elemento 4 em

B tal gque ?P{ua ol - 2 S o o

rova -~ Esta demonstracac serid feita por indu-

- EE n

¢ao sobre n.

Para n = 1
Come a eplicagao

i g Bm———— RP.-"PHF

X

=

+ PR
P
e sobrejetiva , ¢ (R) &8 um corpo. Portanto o
tem um inverse em ${R), isto &, existe a' em R tal
FE
B

a'u - 1 estE em PR_. Assim ba'u - b, tambem estd em

Assim vP{ba'u - h)>1

elemento  § {u)

que
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Tome a = ha'.
Suponha que o resultade seja valido para algun

.5 1.

Peln :Endigaﬂ de inﬂ:pﬂﬂdaﬂﬂiﬂ Fraca, existem t

e uy em R, tals gue:

1 t) = K.

) vP{.}

ii) up{ul} = 0

i1i) se vq{t} # 0 entao yq{ul} = Tq[t}

5eja b = ultua - 1} thl

Obviamente b estd em K pois vp{b} > 0 para toda
ideal primo P de R. Como ugn esta em H - PRP, pxiste ¢ em R

tal T - =1,
al gu p{uluc Bl 1

Faga d = a - te.

E clare que d esta em R e, como

ul{yd—ll u ufa=-te) - b= vlfua-lj - ulutc =

1

£ {h“ﬁlluﬂj F

?P{ud—llj:ﬁ + 1. Seguindo—se o resultado.

(1.6.16) - Lema = Sejam R um anel de Dedekind; E seu corpo de
fragoes: Vi s Waseses Vo valorizagoes de K associadas aos i-
deais primos P1 3 PE""' Pn;'xl s Xyaeres XW elementos de
E: e n um nomero natural. Existe x em E tal que Ei{x—xi)i_ K

8 vp(z} > 0 para tode ideal P, diferente de Pi,i-l,I,-«-, m.

Prove — Como xiE E.fi = 1,2,.:ism) ;podamos 237
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=1 =
CTEVTEY xi = hiﬂ onde 1:|_i B g biﬂc astas em R,

Zejam Pm*l 5 Pm+2""’Pn' ideais primos de J: 55
distintos de Pi{i = 1;2,...5m), tale qgue vitc} ¢ 0
(i =m+ 1, m+ Liw wvpmlia

Faca hm+1 = hu+2 Tl g

E' = max {K + vi{c}} (i =m+ 1, m+ ey mY

Pela cendigao de independéncia fraca, para cads

3w R ey By EETBER u. em R tal gue:

i) vifui} =

1i) vj{ui} > K'.
Felo lema (1.6.15) existen ai{j s T IR,
T o= ]
R, tais que viiaiui bi} > K
Seja b = a,u, * EEHE"'+ B

Obvigmente b eata em £ e

“i{b_hi_} = vif_u1ﬂ1+---+“ia. o hi+rii+unan.} E.

> min {v.{u,a, - 5..8.)} > &'
e 1 1 1] L= -

_—

Logo x = he téem a propriedade desejada.

Fara & condigdc de independ@ncia forte sejam

Vis¥gseee, ¥ vValorizagoes de R, asscciadas sos ideais primos
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ve Bg kl X kE""’ kn numeros inteirosz e

in elementas de K.

Camo L ¥ —= #E & sobrejetiva, existem ele

MENEOS  Fia¥gpecrs ¥, €W K, tais gue ui[yij - ki.

geja ¥ > max {0,k "‘+*En}

10 %3
Pelo lema (1.6.16) existen x e ¥ em K, tals que
1) ui{x—xi) > K.
i1} wily-¥;) 2 Kk

iif = 0 = 0 i
iii) vp{x] > B ?pf?) b aa :

Assim mbs temos

?i{I_xi"' }'_Ti} - E}El vil..{?i}

E, portanta,

. o - = u + } -
vlix+y xl} kl @ vp{x ¥} >0 se P ¢ P,

Logo x + y. tem & propriedade desejada

Temos, agora, o seguinte tearema:

(1.6.17) = Teorema - Em um amel de Dedekind valem

iy aN(e+rey =LaNBy « aNo
ii} a+ Bey = 4+ 8 1a + @

para todos ideais A, B e C de R,
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Lemonstragae - Come R & um anel de Dedekind

vale a condigao de independfncia fraca. Pela que £oi visto
vale a condigao de independéncia forte, Consequentemente wva

lem o Teorema do Resto Chin®s e as distributividades acima

{1.6.18) - Corolario - Um snel de Dedakind R, com um n&qE

re finito de ideais primos & um dominio principal,

Prova - Uma vez que todo ideal de R se escreve
comoe um produto de ideais primos, hasta-nos provar que todo

ideal prime & principal.

Sejam Praesss P os unicos ideais primos de R,
: 0
Se existir E; em Pi = Py, tal que g E oy Pis

j # i, entac P, = (%;) e concluiremos a demonstracio.

Encontrar um *; mestas condigoes, & equivalente

& encontrar um :i satisfazendo:

E - E 2
s - mod {Pi} . FDE:Pi - Pi
(1+6.19 = -
) x. = 1 mad (P.) , i # j
1 ]

tais X, t ¥y, sempre existem pois cada P, & maximal.Assim as

]
congruéncias s3c compativeis,

Logo o sistem (1.6.19) tem solugio

(1.6.20) - CorolErio - Em um =nal de Dedekind R, todo ideal
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fracionario & gerade por dais elementos, um das quais poden

do ser escolhide arbitrariamence.

k Prova — Ja vimos que todo ideal fracionarioc & o
. produteo de um ideal fraciondaria prineipal por um ideal de R

Assim basta estudarmos os ideaig de =,

B Sejam 4 um ideal de R e x um elemento qualquer
e de A,

|£ Agsim teremos:

ir 1 T

- -ﬁ - Pl & & E.n

1

=3 &

B

A

= o b op o

i - 1 n n+l o

b Ex} Pl--iPu “+lar| Pm

i3

I ondeo > xsareic 1,2,..., neuq, >0 parai-atl,...,n
;& Pela condigio de independEncia forte, Fazendo
= X; = O, existe ye R tal que

'."'._: i} vi {H:l == Ti * sa i N 1,2,-11--11

- i) v, (¥} =0 5 se i=n+ 1,.) .,

¥ LB WAy) 20 ¢ me B# P oA 20000
_

Coma v, ((x)'+ (y))} = min v, (x) , v.(¥)}, tere -

mos vF{{HJ + {¥ ) o< vp(hl para todo ideal prime P de R. As-

o, e U e

i

AC(x) + (¥) = (x,¥).

Por ocutra lado

vp{f} 2 ?P{A}
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para cada idesl prime P, e assim

(y) L A

Sl )

Como, por escolha, (x}C A, teremos (x) + (y)(C A

Logo A = (x) + (y) = (x,y). E, portanto, A & ge

rado por dois elementaos.

=

el

i
.E?. {1.6.21) - CorolEria - 5e¢ R & um anel de Dedekind, & A & un
ﬁll ideal de R, entac R/A & um dominio primeipal,
ué
::in: Prova - S5eja B um ideal de R contendo A, Felo
i carolirio anterior, B & geradc por doils elementos um dos
#% quais podendo ser escolhido em A.
rf' Assim podemos Eagrever B = (x) + {y) onde xc A.

Logc B = Bfa = (y)

0 corelario (1.6.18) nos dE uma Euudigiﬁ Eufiti
ente para qué um aznel de Dedekind K, seja um anmel principal.
Note que esta condigiao nao & necesgaria, pois o anel & dos
inteiros & um anel de Dedekind gque ~ & prineipal &, como

gabemos, possui uma infinidade de ideais primos.

Sabemos que para que wm anel B nao seja princi
pal basta que ele possua um ideal nao primcipal. Mas am

angis de Dedekind vale o seguinte:
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7 (1.6.22) — Propesigao — Se R & um anel de Dedekind,que nae

+ g principal, entao R possui um nimero infinito de ideais pri

mos gue nao a0 primcipais.

- Para provrames isto necesgitaremos de alguns re

| sultades que demonstraremos a seguir.

{(1.6.23) - Lema - Sejam R um anel de Dedekind & § um siste

ma multiplicativamente fechado de R. & aplicagao ¢, do con

junto dos ideais fracionZrios de R ne conjunte dos ideais
i e T =1 yriaiss -1 L
| fracionaries de 8 "R, definida por $(A) = A(S5 "R) 2 um ho-
e momorfismo schrejetor.

Prova — A aplieagans estd bhem definida pois, se

A & um ideal fraciomario de B entac existe dc R tal gue

IE}E: S_IR. Logo ﬁ{E_IR} ¢ um ideal fra

L]

dAC R, & assim da(s

o . . =]
s ciongrioc de 5 "R.
Que ¢ & um homomorfismo & Dhvio.

- Resta-nos, portanto, provar que ¢ .8 sobrejetiva.

N

E_é Seja D um ideal fraciondrio de E-IR.

1 3

i?“ Como E_IR € um anel de Dedekind, tesmos gque

T

& g *r -1

@" D=Q ... Qr-, ponde cada 0 & um ideal primo de 3 "R, As-

gim, para cada i, existe um ideal primo P

s Sl ; 9e R, tal que
| S




2

T R
0, = PiLS R}.

Tome E = Pll.“ Prr
. El El i
Entdo $(E) = ¢{F, ...} =9(B)) "... ¢(P ) * =
=ik "1 ol € 1 ®r ot
= r:.PIEE 21D ..J?r{s R}) =Qy .- Q" =0,

Logo d 8 um homomorfismo sabrejetivo.

(1,6,24) -.Definicao - S5eje R um anel de Dedekind. O gru-
po multiplicativo dos ideais fraciomarios de R & chamado gru

pa de ideais de R e serd denotado por I

Seja K* o grupo multiplicative do corpo de fra

coes de R, & aplicagao:

4 1 E*# — 1
 ——3 uk

¢ um homomorfismo de grupos. A imagem P, de ¢, & chamada
grupo dos ideais fracionarios principais e 0 grupe quocien-

te I/P & chamado de grupo de classes de R.

{1.6.23) = Lema — Sejam R um anel de¢ Dedekind € § um siste-—

ma moltiplicativamente fechado de R, Para cada ideal fracio

nario A, de R, seja A a classe do grupo de classes de R A

qual A pertence. EntBo & aplicagao 5, que leva & em

o

A{5 "R) & um homomorfismo sobrejetor do grupo de classes de

=
R sobre o grupo de classes de 5 E.
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Frove - Sejam F{reap.'PEJ e prupo dos ideais

=L
fracionarios principais de B (resp. 5 "R} e T{reap.ls} o

. =}
grupo de ideais de R (resp.S "H).

Quereémas mostTar ques:

g P —» 1,/F
-1
A —3 A{(R "R)
& um homomerfisme sobrejetor.

Sabemos gue existem o3z homomorfismos

Py * J—————3 /P
A 3 A

A = I s RS
B — B
sejem C e D deis ideais fracionaries de R. Entae

teremos i

TR = =
G (8 §) = o(EB) = cD(s 'B) = €(5 R).(D(sTR) =

- c(s"R).D(s T IR) = a(©).o(D)

Loge 0 @ um homomerfismo

Kota: Ha primeirs e mna quafta igualdade usamos q:l E :[12,1:35-

pectivamente, suquanto que na terceira usamds 4 lema(l.6.23)

Para provarmos que o & schbrejetiva, seja B em
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e
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15fP5 ¢ s2ja B um representante da e¢lasee B. Pelan lewa
(1.6.23) existe um ideal fracionario A em] tal que

_1 - T -
B = A(5 "RB). Seja A a classe 3 gual A pertence. Assim tere-

mas:
opine o N
o(A) = A{(S8 "R) = B
Loge O & um homomorfismo sobrejetor .
{1.6.26) - Lema - 0 nocleo de o & gerado por todos @b ?i’

ande Pi percorre o conjunto dos ideais primos de K tais que

P. 5 #+ ¢

1

Prowva — Sg Piftﬂ 4 ¢ entao Pi{ﬁ-lﬂ} = 5-1H. Su-

ponha gue € & um ideal fraciomario de R tal que C = Eiu’ ig=

-

to gy B = d?iu para algum d no corpo de Ira;Ees de H.

Entao Efﬂ_lﬂ] - dPiEEE_IE]} = d{riﬁs'l}-dtsalﬂ}.

Agsim E(E‘IR} esta no grupo de ideais fracionarios prinei -
pais de R.

Por outro lado, suponha gue C & um ideal fracio-
nario de R tal gue e(s 'r) = 1{5_1R1+ Hos podemos escolher x
em €, peis, desde gue CES-lR} = xLE_lﬂ}, temos que xEC[E-IH},
iste &, % = ¢{rfa) onde ceC , reR e se8. E agsin

£(5IR) = cls iRy,

Logo podemos tomar x em C.

. = = . = .
0 ideal € (xR} & ur ideal proprioc de R{pois xR

=k =il i
C e, portente; C “(xR) ©C "¢ = R) s B mals:
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=

5

e ery 57y = o bexr(s RIS e M TRy

= e trors " lry =87 g,

B &
Em outras palavras, € l{xﬂ} = Plli..Prr ond e Pirls # #, pa-

ra cada i = 1,2,...,r. Entae

-1 - =K
C ZR-= By ocao Pr ;
0 que nos da:

i = e

i S BS
1 r
22 _-El *-Ef

Lage O = Pl X Pr , completando a prova.

Apora podemos provar a proposigac (1.6.22).

Sejan R um anel de Dedekind gue nde € principal
(deixaremos para o capitulo 2 um exemple de um tal anel) e
g o sistema multiplicativamente fechado gerade por todes os
glementos primos de R, Como 3_13 nao & principal, pois R
nao o &, pelo corelario (1.6,18), 57'% tem um nimero infini
to de ideais primos proprics. Seja @ um desses ideais. En-
tao Q = P{EMIR} onde F & unm ideal primo propric de R. 3e ¢
fosse primcipal, P tambeém o seria, isto &, P = pR com peP.
Meste casc p Eeria um elemento prime de B e, consequentemen
te, estaria em §. E aasim.PtE-le seria igual a S_IR.Lngu 0

nio & principal, Provando = propesigao(l.6.22).

Mota - Esta proposicac se torna ainds mais relevante porque
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ela nos fornece casos de anéis de Dedekind noe quais todos

os ideais primos sas gerados por exatamente dois elementos.,

Para finalizar este capitule, veremos un outro

fato interessante que ocorre em aneis de Dedekind.

{(L.6,27] - Prﬂpusi¢5a - Seja R um anel de Dedekind com pe-

lo menos um ideal prime em cada classe do grupe de classes

de ideal. Entao para tode sistema moltiplicativamente fe=

1 - ; s
chade 3, 8§ R tera um idesl primo em cada classe, exceto

L

possivelmente, na classe principal.

Prova = Pelo lema (1.6,.25), cada classe de SHIR

g 4 imagem de uma classe de R.
T . o =ik =
Seja D uma classe nmao prinecipal de § "R. Entaae

o = E{E_13} onde C &8 um ideal fracionario de R. Par hipote

se, existe um ideal primo P de E, tal gue C = P.
i} -1 . =
5e P(5 "R) = 85 "R entao, como C = dP, teremos

g 1

C{5 K} = dE(sTl®) = d(s™ ' m)

1

R} ¢ um ideal principal. E assim D 8 a classe

principal de S_IR, Como este nEo 8 o caso, Pfﬁ_lR] g dife -

isto &, C(5

rente de § 'R. Logo Piﬂulﬂi e um ideal primo de s ln e, como

c(s Ry = apsiay



)

tLeremas

PES'T_‘H} = (s 'R = B

Logo F{S'lﬂj e um ideal primo na classe ﬁ.Seguin—

do=g2e o resultada,
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4 — EXTENSOGES DE ANELS DE DEDEKIRD

(2.1) - Introdugso

Neste capitulo estamas interessades .em Tesolver

os dais problemas seguintes:

(2.1.01) — Problema — Se R & um an=l de Dedekind, cem cor
po de fragoes K ¢ L & uma extensao de ¥, em que condigoes

R'= I, (R} = fecho integral de R ez L & um anel de Dedekind?

(2.1.02) - Problema - Se R & um anel de Dedekind com corpo
de fragoes K e L & um subcorpo de K, ém que condigoes

BT = Lr]R &2 um anel de Dedekind?

Para o primeiro, mostraremos que basta gue L &
ja uma extensao finita de K. Ji para o segundo veremos (ue
¢p E for uma extensap finmita de L e R for inteire sobre R",

antao R" & um aznel de Dedekind.

(2.2) Provaremos, inicialmente, gue se L for uoma extenzao fi

nita e separavel de K entdo R' = I, (R) & um anel de Dedekind

Veremos depois, que ¢ resultado também vele guando L for uma

axtensao finita e puramente imseparavel. Assim concluliremos
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gque o resultade & valido para toda extensao finita de R
usande o fato que se L F uma extensao fFinita de K,entag L &

uma extensac puramente inseparavel de uma extensio separdvel

de k.

Temos entao o seguinte:

{2.2.01) - Lema - Sejam R um anel de Dedekind e K seu cor-
pe de fragbes. Se L & uma extensao finita e separivel de K,

entao R" = I _(R) € um anel de Dedekind.
I

Prova — Pelo tegorema (1.5.04), basta provarmos
que B' & noetheriano, integralmente fechado e que a dimen—

sap de Krull de R' & 1.

R' & integralmente fechado pois & o fecho inte
gral de R em L e, pelo "LYING OVER", tode ideal primo, nac

nuleo, de B' & maximal.

Entdo resta-nos provar gue R' & noetherisno.
Come L & uma extensao separavel de K existe uma
base Xys Egarens X de: L. sobre K tal gue:

n
(2.2.02) * C I Ex,
i=1 *

i1
Como L B, E um B-module finitameate gerado, R’

1=1
tambem o &. Logo se B for um enel noetheriance entap E' tam-
bém o sera.

Portanto, R' = IL{R} e um anel de Dedekind,



it i

-- lu'#'ll

i

L} kb
L4 LR
s

I Il'.'l'.‘:'
i | = | ]

a0

(2.2.03) - Lema - Bejam R um anel de Dedekind com carpo de
fragaes K ¢ L uma extensao puramente inseparavel e de grau

finito de E. Entas R' = I_L'[H.] 2 um anel de Dedekind.

Frova — Como L & uma extensao puramente insepara
vel, temos que a caracteristica de K & um numero primo, diga

mos, p. E como L/E & finita existe um inteiro r tal gue

r
=F e K- para cada x em L.

£

Para cada f¢ W, seja K, = {acl ; af € K},

f

E claro que K_ &€ um subcorpo de L, contendo K,

f
e wvale:
K-KEC HIC ..... CKI-L,
Vale também
= P
[2,2.04) se a_EEf entac a Eif_l.
y P i pf_l
De fata, se EE:KE entao ap £ K, Mas af = Eap} + Logo
B
B EKey

Por (2.2.04), para provermos que R' & um anel de

P

Dedekind basta estudarmos o caseo em gue a° est3d em K,para ca

da 8 em L, ou seja:

(2.2.05) - Lema - Se R & um anel de Dedekind com corpe de

. fragpoes K, ¢ se L & umz eXtensao puramente insepsrivel e de

grau finite de K tal gque LPC x, onde p & a caracterisca deE,
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entao R' = ILEHJ & um anel de Dedekind.

Prova - R' opode ser caracterizado como:

R' = {ael; sPenr }.

De fato, se acL e al ¢ B, entao a & raiz  de
P_ T ; I ; :
= a4’ fjue pertence a R rij . Logo & ER » Becliprocamente,
se acR' entdo aeL. Come af ¢E, por hipotese, & R = R'[ K,

temos gue aPE R,

Seja fl o fecho alpebrico de K.

E claro que L = fl.
Sejam K" ¢+ = {xe 0o, xPeR } & R" = IKH(R).

Assim como B' , B" € ¢ conjunto des elementos =

P

de K tais que %  estd em R, isto &:

R" = {xeK" ; xTeR }.
& aplinagsn de Frobenius
fF R K

P

2, obviamente, um homomorfismo sobrejetor, e suva restrigao &
E" B sobre R.
Como § 8 injetiva, R" & isomorfe a R e, conse

quentemente, & um anel de Dedekind.

Sejm agoera A um idesl de R'. Considere a exten-
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sk de Aw RV o oA° =Ry,

& inversivel , existindo portanto:

i) Bys @gseevy 8 EW e

tais que:

n
(2.2.06) iEIaibi = la

B2

Camo RB" 2 um anel de Dedekind, &%

(R" : R"4).

Na realidade os a. podem ser tomades em A pois,

R" sendo um anel d¢ Dedekind A® £ finitamente perado,oun se=

F =]
ja, & = {xl, Hpneers 15} onde % E R"a, para cada

i=1,2,-..,EI.

Assim podemos escrever:

g = P ko

l 11 1 12E2+1|1++ _'L‘Emcm
EE = rilel =+ r21f_1+-| R ‘.L‘Emﬂm
= +
15 TEI'.LE]. IEIE+ i rsm':m

onde rijE R" para cada i ¢ para cada j, sendo nulos

necessario, e ch:A pera cada j.

Aszim teromo:

quapdo
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e, assim, podemos Comar os a; em A

Segue-se de (2.2.06) que:;

n
PP o
(2.2.07) iilaihi 1

Jueremos mostrar gqué A & inversivel.

Sabemos oque A.(R':4) ', Assim devemos provar
apenas que R' A.(R"zA).

Seja xE H'.

Entao, por (2.Z2.07),

n o -1
x = I xafbl = I (xa.) (af

s 171 . i i

i=1 i=1

¥ bE

L

: i}
Came xaiz: A, SE ProOvarmos que a? BE e (R' = A)

teremos ¢ resultado.

Sabemaos gue:

(2.2.08) nE_lbi £ L, pois 8, £ R' =& hg £ K
Qe
(2.2.09)  (a® uPy. A C R , pois (b af Ly, aCbP.aP C
1 1 - 1 1 1 -
C (b,0)® &
Por (2.2:09) . t;?"l by) & % " 1L =R

Logo ag lbg g (R':4) e, consequentemente, A e
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inversivel.,

Mostramos com isseo que todo ideal de R' E inver-
sivel, em particular, os ideais primos. Entao, pelo lema

F1.5.02) , B' & um anel de Dedekind.

Finalmente passemos ao

(2.2.10) = Teorema - Sejam R um anel de Dedekind com corpo
de fragoes K & L uma extensao finita de ¥, O fecho integral

de R em L @ um anal de Dedekind.

femonstraecaoc - Como L & uma extensao finita de

K, temos que L & uma extensao puramente inseparidvel de uma
extensao separdvel de K, a saber, K_ o fecho separavel de K

em L.

Sajam R' I. (R) &« r" = IL{E}

E
B

E“ = I tFr.}i
L

Pelos lemas (2,2.01) e (2.2.03), B" = IL{ﬁl B um
anel de Dedekind.

Mo lema (2.2.053} mostramos gue sa L B numa exten=
sac puramente inseparavel de ¥ e se existe um inteiro q,que
& uma potencia do expaente caracteristico de K, tal gque
ngz E, entio todo anel de Dedekind de L se contrai a um

anel de Dedekind de I,
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Este resultado pode ser generalizado de tal ma
Teira Que nos dar: como cunsﬂquEnnia imediata uma resposta

a0 sepundo problema do inicio deste capitule,

4 generalizagap B assim enunciada.

(2.2.11) - Teorema = Sejam K um corpo ¢ L uma extensao fi-
nita, normal e separgvel de uma extensaoc puramente insepara
vel L', de E. Suponha que existe uma poténcia g da caracte-
rigtica de K tal que L E; K. S T & um anel de Dedekind
de L, que & inteiro sobre R' = ¥[]T , entaoc R" & um anel de

Dedekind.

DemonstracEo = Suponha inicialmente L' = L.

Assim L & uma extensao f£inita e puramente insepa

rsvel de K.

-

Provaremos que todo ideal A de R' = T[]K & inver

sivel e, conseguentemente, R' 2 um anel de Dedekind.

Considere o ideal A° = AT , onde A & um ideal de

Comoa T & um anel de Dedekind, AT & inversivel.as

- 1

; ; ]
sim existem a ,8,,..., & &m0 i hl'hi""'hn em (A7)

tals gues:

j o8
{(2.2.12) L a.b, =1

Comé no lema (2.2.05), o=e 8 podem ser tomados edm

Para provarmos gque A & inversivel devemos provar
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EpENAS qUE i c (B': A) A, pl;:i.g a outre ineclusza & SEmMpPTE VEr

dadeira.
geja xeR".
De (2.2.12) teremos
n
(2,5.93) - ¢ sl =7
a .
i=]

g,consequentemente,

25 q-1 g
- R

x L xai(ai hi}
im]

Mas

, como xa, estd emw A para cada i, Ceremos  gue

= =1 -
provar &apenas, que para cada i, EE bg egta am (R': a].

Sabemps que:

-1
(2.2.14) aE bl kK,

pis a, 8 A € para cada x de T, xF 6K, @

q q g .9 o
{2.2.15) ay , by, AC B!, &7 C {uiaﬂcgnq B

Assim agul h% estd em (R' : A), seguindo-sa a

resultado.

Para o caso geral, & suficiente provarmos que

™

um aneél de Dedekind, ou seja, podemos supor L' = K.

P Sk

4ssim L & uma extensac de Galois e de grauw fimi-

Lo dt l:.i
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Seja A um ideal propric de R'.

Desde que T &8 um anel de Dedekind, Af = TA B in

A de A &

versivel, existindo elementos 815 Bogeresd

X o KyeonraX, de L Eails gue:

E aixi =1 &g :{iﬁ{:.'l'

Denotando por xuj os conjugados distintos ouwnao

de =, sobre K, teremos a relagan:

ik g 1:]‘
(2.2.16) T ¢Z aix.J }y =1
j=1 i=1 5

onde n & o graun da extensao de L sahre K.

& relagao (2.2.16) pode ser escrita na forma

E mia) Pm{;i{jl} =

n

a FL R
ande os m{a) sao monomios dé grau m em i,

Gy g%

, pois & deixa-

ijll

Da teoria de Galois, Pm£11
do fixo por todo auvtomorfismo de L, uma veZ que em Fm{xi
s auvtomorfismos de L ee comporfam como permutagﬁes.

Se de c¢cada ulmnEmin m({a) tirarmos um fator, diga-

mos &, a relagaec (2.2.16) nos fornece
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onde hi g uma soma de produteos de monamies em aj de prau
n-1 pelos polinomios simétricos elementares PmtiitJ}}‘ Can—

sequéntemente biE '
For outre lado, como

[2-2.17) xiﬁ G T

r2.2.183 T & inteiro sobre R' . a.

(22,19} T 2 um anel de Dedekind, o gue acarreta

1 = E—
TLiﬁ ] = IL{T] T

-wadzE] )

temos gue

FortantCo

Cjyy m-1
b, 4 % P (x; 73A ACK,
m
¢ gque nos da

b ACK()T = &'

Logo A & inversivel e, portanto, R' & um anal

de Dedelind.

Finaloente temoz o
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(2.2.20) - Teorema - Sejam R um anel de Dedekind com corpe
de fracoe: E, e L um subcorpo de K tal que KL & Finita, e
T = RfJL. 8¢ R & inteiro sobre T entao T & um anel de Dede-

kind.

emonstracao - S5e E & uma extensaoc normal de L,

desde gque K € uma extensao normal e separavel de uma exten—
gao finita e puramente insepar3vel de L, a saber, o fgihu
inseparavel de L em E, o resultade & imediato do teorema
2. 2.11).

o caso geral pode ser reduzido a este se substi
tnjrmng E pela menor extensaoc normal de L contendo E, diga-
mos E',e R por R' = IK,ERl

F claro que T = R'flL ¢ R' & um anel ade Dede

kind, jﬁ que E' & uma extensao finita de K,

(2,821 = Dha&rvﬂ@ﬁu - Como prometemos no capitula 1, dare

mos agui um exemplo de amel de Dedekind que mnac & um anel
principal.

Sabemos, do teorema (2.2.10), gue o fecho inte-
gral de um anel de Dedekind em uma extensac finita de seu
corpo de frﬂgacs ¢ um anel de Dedekind. Loge se tomarmos o
anel 8 dos inteiros, o fecho integral de ® em O0(¥-35) sera

g [¥=57] . Gomo Q{=5) & uma extensdo finita de q, ¥[/~5] &

um anel de Dedekind, Basts mostrarmos de Ql::qj nao &
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principal. Mas para isto, basta observarmos que em wf}ijj,

o elemanto 6 admite Auaz dEﬁﬁmpnaiQEES, 2 saber:

6 = (1~¢/~5) (1++=5)

6= 2.0

Simples caleculos provam que 2,3, 1+/-5 & 1-/<5 530 ele-
mentos primos de & [ r’jjj . Assim & |: :-‘:3] nae e um anel de fatoriza

gao Unica. Logo nio pode ser um anel prineipal,

(2.2.22) - Observagao - Todo anel de Dedekind gue aparece em
tecria dos nimeros ou em geometris algebrica & obtide como o
feche integral de um anel principsl conwveniente. Mas existe

um anel de Ledekind que nao 2 ohtido desta forma.

=

he fate, seja R = E{:ffEJ . Como ja wvimos,E e
um anel de Dedekind que nzo & principal, Sabe-se, da algehra
elementar, gue P = 3+ 2y=5 @ Pig = 3 = 2/=% Eéran dois di-
deaiz primos de B que sao distintos. Seja S o sistema multi-
plicativamente fechado gerado por Pyi BU seja,; B = {pﬁ},k 20,
Pela lema {1.6.26), E-lﬂ & um anel de Dedekind que naoc & prin

cipal.

Sejam F o corpo de fragoes de R ¢ ( o corpo dos
numeros racionaig. S_IR nao pode ger o fecho integral de um
anel principal com gorpe de fragoes F, uma vez que anéis prin
cipais sBc integralmente fechadas. Se EulR fosse o fecho inte
gral de um anel primeipal C, com eorpo de fragoess (,como P1 2

1

uma unidade de § Ry Py tambem deveria ser. De fato, se Py g
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umd unidade {em S_lﬂ} éxiate uE'S-1R tal gue:

'l]l'!-an 1

Como F/Q & normal de grau 2, existe J perten -

cenle aoc grupo de Galeis de F sobre Q tal que ﬁ{plj =p, @

assim:

a{py.a}) = dlpylelal = o(l) =1
o que nos da:

p, o(a) = 1,

Come estamos supondn 5_]R o fecho integral de C

=T
em F, € comoc a€35 R teremas:

n n+] :
a + ¢.8 *saute. = 0, onde ¢, £C cada i.E por
1 n | =
tanto,
mn n=
41 + FREPT = {}
{a c,a + :n}
ASsim
gla) ™+ & (a}nh1+.‘.+c“ =0
"'1 - -
Loge ol{a) ES 'R e, consequentemente, P, seria unidade em
=1
8 "R

Como p, nao & unidade, nl3e exists um anel prin
eipsl €, com corpe de fragoes 1, tal gue 5-1 R seja o fecho
integral de € em F. Desde gue estas duss pessibilidades sao

1

88 Dnicas possiveis [paia'[}:@j = 2} fica provado que § 'R

€ um anel de Dedekind que nas & o 'Fecho integrsl de um anal
prinecipal.



3 - DECOMPOSICAOD DE IDEAIS PRIMOS EM EXTENSGES

DE AWEIS DE DEDEEIND.

(3.1) Introdugao

Mos ja sabemos, do capitule anterior, que se R
2 um enel de Dedekind, com corpo de fracoes K e L & uma ex-
tensao finita de K, entaa R', o fecho integral de B em L, &
também um anel de Dedekind.

Sabemos também que se P & um ideal primo de R,
distinte de zero, entao ¥° = PR' & um ideal de R'. Sendo R'
um anel de Dedekind P° s& escreve como um produto de ideais

primog, dipgamos:

onde cads B, € um ideal primo de R'.

0 que mds queremos estudar, neste capitulo,8 o

numero r de B; e a multiplicidade de cada um deles.

£3.2) Kotagao

Has condigoes acima, cada e, & chamado de Tndi-

ce de ramificagao de Ei sobre R' e, chamames £, = [ﬁ*fgi;RIﬁ]
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de prau de inereia ouw grau de restos.

(3.3} Para tal estudo temos inicialmente o
£3.3.01) - Lema — -Sejam R um anel de Dedekind, E seu corpo

de fracoes, L ums extensac finita de K, P um ideal primo de
Ee R" um sobre-anel de B em L, isto &8, R'" @ um anel contido
em L gue contém B. Se A & um ideal de R" gcima de F entaao,
como um RfP - espago vetorial,

dim R'/A< [L:K]
R/P

Frova HNote primeiramente que, como R 2 um anel

de Dedekind, teremas:

E/P E /PR B'fas " /AR
P m pf" 7 e ! P.r'.&p

De fato, defina, para o primeiro lzeomorfismo,

a : R B/P

= £fg f.g-1

Observe qué Testda bem definids poizs se ffg = £"/g', entao

-

fg" = gf', o que nos da: fg' = g £', Como R/P & um corpo,

poeis P & um ideal maximal, e desde que g e g£' naoc estac em

-1 =1 % FL

P, existem os elementss g e g'~ . Logo fg z

Frovemos  rue ¢ @ um homomorficsmo isbbrejetor con
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nucleo PR .
)

Sejam f/g e £'"/g' elementos de R . Temos gue
B

i) a {ﬂ'g % f1lllgl:|_“]{'£E;_;§f_T]- (ng-r-Ef‘:ll '{5'5—1}'1

= T3l B2 P =alefg) +o (E'/g)

i) (f/g . £'/g")= o(£E' fag") = (FF') (@g') L =

S SAE e e ]
- (FE HE T D=t/ (")
fssimO e um homomorfismn

Seja, agora, fe R/P.

Tome % = f.-"lERP.
Temos que o (x) =a (£f1) = F,

Fortanto ¢ & um homomorfismo sobrejetor.

Calculemos, finalmente, o nucleo de o.
Seja x E RP., tal que d{x) = a.

Agsim x = f/g onde fgeR e pgER-P, ¢ £ g "= D.

i
¥
|

Multiplicando esta Gltima igusldade por g teremos

seja feP. Portanto HerdCFRﬁ.

Por outro lade, se xePR_ entaoc x = f/g, com

P
f£P ¢ EeR-P, Entsoo(x) =a (£/g) = F.5 = 0.

Assim Ker o = PF.P.
logo & um homomerfismo sobrejator com nuclec

BH..
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Felo teorema fundamental dos homemorficmos

/PR &
RP 3 B/P,

se¢guindo-ge o Tesultado.

Fara o sepundo isomorfismo, basta definirmos o

homomorfismo:

{Fl H R;. —_— R'SA.

X = ffgh—*if E.l_

Dhserve que, tambem meste caso, tem sentido falar em Enl,pnia
g€ (R - P) e, portants § tem um inverso em R/F. Como

R/PC R'"/A, § tiém. inverso em R'/A.

Asgim,no lems,podemos substituir P, R , 4 e R'

or PR R AR & R' respectivamente.
B P. F: o B P

A vantagem desta substituicao & que RP, aleém de

anel de Dedekind, & um anel de valorizagao discreta.Assim PR

& um ideal principal, digamos PRP = pk

1 ;E E E}:!r': ;.-'- glementos de Rr.l'l.ﬁﬂ[: F

Bejam %
P

linesrmente independentes sohre RPJFRP‘ R FREE SRR X

Seus represeotanktes em R;.

Considere uma possivel relagio nae trivial

K aixi = 0

onde ceda ay esCa em Ep. Fpdemos ainda supor, sem perda de ge

neralidade, que nem todos os a; sao divisiveis por p.
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Entas medulando por ARFI;’ tEremes

dEﬂtEE' RﬂbrE I{PJ'FIHP. .ﬂ-.EE:IF.'I:I:I.

dim RI/ARY 2Lk s

k_/PR
P B
Logo

dim R'SA < [L:x7] .
R/p

Frovemos dgora d Sl.'.gui.nts teorems, conhecido co

fmo TEOREMA DA DESIGUALDADE FUNDAMENTAL

F(3.3.02) Teorema = Sejam B um anel de Dedekiod com corpe

4

tde fral;:’_TEﬁ K, L uma extensao finita, de grau n, de K, B' o

ffe cho integral de R em L, P um ideal primo de R e M = R-P e
- EI EI e

2 extensaoc de P a R'. S5 tivermos PE= ELHEE...Hrr

e denao

'Errtnps por R_,_] o anel local Rp. poY R;{ o snal de fracoes ]:l_lﬂ'

Eef. = dim RrIPE
A RSP
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% p'/p* = g,

%* 2 portantao

E e T o
i dim R/P™ = I dim R'jﬁi
-{ R/E i=1 RSP

I ]

.Comos R' - modulo, H’}ﬂil admite uma cadeia de

composicaec, de comprimento e,,d saber:

; Ei & ] Ei e,
.. L] -
- (3.3.03) R'JB. B, /8B, BB, ... B8, (0}
f Para provarmos que tal cadeia & de dampﬂsiqau N
i P a1 ~
X basta vermos que Eifﬂi 2 simples, isto &, mnao existe R'*mE
1 dulo H tal que:
..-. & 'r+1
¢ ai/83*tom (o).
3

. - : 1 pai¥1 . P—
Mag isto & equivelente & Egﬁﬁi ser ciclico e existir um

BT

ideal maximal M de R' tal que N ( B1}Ei+1] = (0,

Como f, B um ideal maximal de R' ¢ Eivﬂifﬁg_+l= (0},

jlen ] raj*l g ; -
basta verificarmos que Biﬁﬂi 2 ciclico. . Mas isto & verda-

de pois tede ideal em um anel de Dedekind & gerade por dois

-wﬂ‘hﬁ e nt

elementos.
Assim = cadeia (3.3.03) & uma cadeia de composi-

gao de comprimento €. .

AL Y R T e T
Ll

L3
Para calcularmos dim E’fﬂii, utilizaremos o
Bip

seguinte fato

= @, = 2.
dim R'JB." = dim 8./B." + dim (R'/B;7) / (B, /8.0
R/E RIP R/T

wll:ﬂ*?

o
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. =
i o
(R'JB.M) J (BB, = R'/B,.

podemos ESCIEVET.

B =
; (3.3.04) dim R'JE. ' = gim RVJE, + dim 8, /8. "
" R/? 5 R/ 2 RSP b

] Do mesmo modo
E

E e
i dim BB, = dim s fE- + dim B, J"E-
R/p YOt /B RJE

Jubstituinde este resultadoe em (3.3.04) teremes:

dim R'"fg., = dim R' f51+ dim 8, }EL+ dim B; fE
E/P * R/E r/E RJET

Procedendc de maneira analoga, teremos:

[T, m:ﬂ-: PR

&

i (3.3.05)  dim ®'/8,% = ain R*/8; + dim B./T + ain B, Je:
. R/E R/P R/E HFF
% e.+1 2.
: . i . 7 i
?.l_ + ﬂ.l]! Ei.llrﬁ'ir T ] "'.dll'."l Ei Ji E'i
A R/E R/P
i ol
Provaremos agora gque dim B, IE s para cada
F Blpt
B
g §o=0 oy by Zyensy &~Lhs B Ei{aqui Ei = R'). Assim como em
¥
t (3.3.05) existem exatamente ey parcelas, teremas
I
5
| dim R' JE L
t R/P L
= Para j = 0 temos exatamente a definigao de E;-

Para j > 1 teremos

aim 883" = ain g1/83".  aim m'/B,
BT R'/BY RIF Y
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Aggim, ecome dim R'[fBR, = 'f]-_ s 52 DProvarmeozs que
Rfp

i*l _

i , teremps o resultado.

dim ngﬂ
L]
R'/IB,
FPara isto, lembremos gque, sende R' um anel de De
: g Lie L
dekind, R fﬁi g um anzl principal.
341

Logo existe xE Eifﬁ

5 tal que Eifﬁi+1 = (x)

Defina

-
PR ﬁffﬁf*.

H.l__.',. A X

B facil ver que ¢ @ um homomorfismo sobrejecor ,
, ; , @ ideal imal de R' e
tal gue ..-?rl (. Kerc. Como El g um ideal maxim

: | a3+l
Kera # R', teremos B, = Kero . Assim R‘fEiE'Eifﬁi ;

Logo

. aitl |

R'/B,
e,
e, Consagquantemente, dim R'.I"E-i1= e f..
Efp
e = ok
Como dim R'/P = [ dim F.'J"Bi
R/p i=1 Rip

teremos

I
dim R'/P® = T a.f.,
R/p Tay * #
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Yalendo, pértanto,

r

Le;f, < [Li]

i=]

Para & Gltima afirmacao, suponha que

i
B, = L D ' & um R -médulo fimi-
E e £, = [LiK ] Devemos provar que R} & um R ini

Como Eiﬂ M =@, pois H =R =P ¢ Eir]R = P,os in
telros By o £. & EL:E] nad e alteram se nos substitulrmos

1

R, R' & F por respectivamente R e FRH.{vEI lema{3.3.01).

M' H
Agsim podemos supor gque R & um anel principszl e

P = pR para algum p £ F.

Mogtramos, no lema{3.3.01) que Be {;j} & uma ba-
se de R'/P° sobre R/P, podemes escelher alguns de seus repre

gentanbes {xj} em R', linearmente independentes sobre R.Como

[L:Ej = dim #'/p°, {x.} & uma base de L sobre K.
RSP 4 .
n
Provaremos que BR' = T Rux.
j=1

n
E claro que B' J I ij, poia x, eR' e RCER'.
J=z

Tome x€& R?,

Como {:-:j} & uma base de L/K e xc L, temos

x = E g:x onde a.8 K.

]
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- Sem perda de generalidade, podemos BUPDT Que pem

B todos o3 aj estaoc em P, pois se isto acontec¢esse teriamos
! % n 2
! x = .E ajxj e L Bx.
1 ]."'1 j-=1 3
i
3
= Seja v (a.) = n,.
P ¥
Para cada n, existe m, G
E ¢ 5 :rrl:_I tal que :|1:I *om. X O
: " N mj mj .
LMo mj ?P{P ). teremas vp{p aj) ®.0, ou se-

ey
ey
v}
=]
in
(]
m
Al

' - Tome para mis © menay inteiro tal que mitn. > 0
; ¢ sejam = max {mj}
-

i

3 Suponha m o 0.

§ : Bo- m

: Asslm teremos p a4 E B e p Ej E P, para algum
3 i 0

¥ A

- l+ Portamto

3 ™ B i}

i P x=2%Lp a.x.
H =1 4
E- Fassando o guociente moduelo PE = PR", obtemos
g

| ] _ n _ _

D=7 b.x.

| "t']. J J

o]

: = m ; i

ornde bj g T R/B e sao nem todos nulos.

- s e
Isto & uma contradigao com o fato de {x.} ser

uma bage de R‘f?ﬂ sobre RSP,
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1
Logo m = 0 & R E R
j=t
) n
ASsim, como provamos acima que B' = [ Ex., te
J —
=1
n
mos gque Rﬁ = ok RHHj' Seguindo-ge o resultade.
3=1

Recliprocamente, vamos SUpor que R, & um EH—mEdu—
1o fimito.

Como R, e um anel principal e L & o corpo da fra
coes de Rﬁ , Bxiste uma base Hiv Hgaeeey X de L sobre K tal
que

n
‘ -
(3.3.06) F.,,_I E Ry

=1

Entao, ge P & um idesl de HH' P = pﬂH para algum

peP® e, portanto, o ideal PRy também seriz principal, e nds

podemos sem perda de generalidade, denotar PR% por pﬂg.ﬂasim

T
(3.3.07) pR;, = T pR x:..

=

Como, por (3.3.06), cada elewcntﬁ x de Rﬁ Be BE=

creve de maneira anica na forma

X = 3_x + a.X * ... F B :
1 aXa :t,alER

1 nn M

podemos definir um homomorfisme o,sobrejetor e com niiclea
phy, de B} ne produto cartesiano.
8. = R
! PRy = R, /PRy x... % R /PRy,

da seguinte maneira:

a o Eﬁ

L 3
L]

:{. = 3]3{14‘,-1"'3“111!———.:} {_EI 'l Ezllil’ ; 1l
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Assim teremos

ik n
1 1 = -
RHJ'PHH = .'T {_EHIPRH} ]} I:HH."pRH} X, .
1=1 1=1
Fartanto
dim Hﬁfpﬁﬁ = n (n? de xi} = [L:K]
RHJPRH

Fela dtmunsttagﬁn do lema {(3.3.01) e desde qua

08 elementos de M, module P, sac inversiveis taremos:

12

(R'fpﬂ‘}H . = R'"/pRT = H*IPE

PR

B/ PRy

R

12

ERIP}H+ g5/ R/P
P

R/,

2, portanto,

dim B'/P® = din RUPRY = 0 = (1K

R/P By,/PR,,

*

. B -
RfE 2

Logo E Eifi = n, segiindo-se o resultado.

{3%.3.08) - Corelaric - Se L, como no teorema (3.3.03), & uma extensac se

pardvel de K temse Ee.f. = (L]

Prova - Como L.2 uma extensao separavel de K,
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existe uma base {vl,vi...q.vn} de L sobre K, tal gue

Tt
R ":. E Ii'J.I:il oun se_ja. BY & um P-module fiomito. Consequenta=
i=1

mente Rﬁ & um RH-mEdulﬁ finito & pelo teorema (3,.3.02), va-

le a igualdade.

0 teorema (3.3.02) admite uma recireca. E quan

do L/K E normal. Ela & dada como e Segue:

(3.3.09) - Teorema - Sejam R um dominio integralmente fecha
do, K seu corpo de fragoes, L uma extensao finita e normal
d¢ K e R' o fecho integral de R em L, Se F & um ideal primo

de R, entdo os B,, ideais primes de R' acima de P, sag to-
P

i
dos conjugados wuns dos outros: Se, além disso, R & um  anel
de Dedekind, os f, sao os fatores da decomposicgda de PR",o0s
inteiros ai[resp ti} sao todos igusis, digames a e (resp.fl.
Se g & o nimero de ideais primos de R', acima QE F; temos

e.f.g < [L:K] . Se a extensao & separavel, entaoc

B, g = EL:K] i

Prova = Comoe R' 2 inteiro sobre R, dade o 1ideal

primo P, de R, existe um ideal prime @ de R' acims de P. De
"lRI

fate, aende R' inteiro sobre R, o anel 3 onde § = R-F ,

€ inteirc sobre RF

Congidere o homomorfismos:
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> R!

Seja N um ideal maximal de 3-1R. Entdo M = H[|R

B o ideal maxzimal de RF. e g = {g'l_l{ﬂl. entac O & umideal

"l

prime de R' &, como o diagrama acima € comutativo, nos temos

aNE = o ton = 2.

P

Sejeam f, um 1deal primo de R*,acima de P e

5 (3

os seus conjugades, iste &, EEJ} = s5(8) para algum

g8 £ G{= grupe de Galois de L sobre K.}

Desde que R' = ILLII, g(R') = R'" para cada s C.
1 be fato, ae xeR' |, x = sta_lixll. Como s le G & para cada
‘; o £ G, o {x) £ R', teremos B_ltxl £ R'. Assim
g = 5{;'l(x}} £ s{R'). Portante R' T s(R'] pars cads &8 £ G.

A outra inclusac & Ghvia.

Consequentemente o83 Etjl sao ideais primos de
F R" acima de P.
! Suponha agora que os E£31 nag sac os nnicos i-

deais primos de R' acima de P. Isto &, suponha gque exista um

ideal prime D, de R', acima de P & distintoe dos E{j}, para
todo j..

Como R' & inteiro sobre R e P € maximal, dois i-
degis de R'" acima de P E;ﬂ ignais ou incomparaveis.

Dezde que D # E{j} pera cada j, tome

- = U E{]J. Este x existe pois se D = U E[Jlﬂﬂtgﬂ ﬁ.mﬁj
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para algum J.

Assim nem x, nem os conjugados de x, nem o pro
dute de x per seus conjugados, nem poténcia alguma desteprg
duto, estac em E{jj. Em particular em £. Mas alguma thEﬂ
cia deste produto & a norma de =, que esta em R, pois xe R

Entdo como a norma de x es5tA em R e em D, esta-—
ré2 também em P = R[] D. 0 que naoc pode acontecer pois P B

Logo o3 unicos ideais primos de R', acima de P,
Sag D5 conjugados de @,

Suponhamos agora que B & um anel de Dedekind.

Se P & um ideal primo de R, os ideais primeos de
R', acima de P, sac aqueles que aparecem na decompesicac de
PR'.

Para a igualdade dos e € dos fi basta estudar

moa 0O 8 F'._B_uiIltE H

(3.3.1Q) - Tgualdade dos Ei - Seja 0 E €.

Considere o homomorfismos.

S LN S 1) /0

ande B B um dos ideais primes que aparecem na ﬂecumpnsigﬁn

de PR".

Coemao th &L E.auhrejativa, pele teorema fundamen

tal dos homomorfiszmes:

R’jxerflilﬂu } = Rr.lirB"
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Mas

Ker(¢g0o) = {xegr’ ; O(x)e B} =

={xeR" jxe gL (B)} = ot (p)

B (4 .
E como o l{E} e E’JD} pare alpgum E{Jﬂ}, conjugado de f.te

TEmOS .,

-R*fﬂ.{jﬂ.l = Rr;E

valendo, assim, 3 ipgualdade dos fi'

B =4 [ =8
- = : : S i I I
(3.3.11) [gualdade dos By Seja FR ﬁl &2 LT ﬂr i
Sabemos que os Ej, para j = 2,3,..., ¥ 830 ds

conjugados de £, , dsto &, para cada j = 2,3,00.,T, existe

ﬂj E Gi tal que Ej {Ejl =By -

Camo Ej{ERT} = PR', teremos

(PR') = ) Lo, 2 8,33 gy "
oF ﬂj{ﬂl_ ajlﬂzl ,..Gj{ﬂjl -..Ei(ﬂri

Mas ﬂj{EjJ =#, » portanto

i %1 ®a %2 - “r
n:rji.'_PR 1 - ::j!.’_all uj(ﬁ_21 ooy ...ujf_ﬁrl .

Pela unicidade da ﬁecnmpniiggn de PR' teremnos :l = Ej para

cada .

Logo os e, a0 todos iguais,

Finalmente, aa duoss nltimae afirmagoers sae con-
]

sequencia dos Teoremas anteriores pois, como sabemes,
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(3.3, 12) Lok, = |BEK]

e desde que 085 By 808 fi sao todos ilguaie, digamps 3 e & @&
f, respectivamente, Leremos
: do 5§ ol
ef = | L:E | , onde E O numers d .
e E ] E Ume T 2 El

i=1

0 que nos da: gef < [}—E]

S L & uma extens=se mnormal de E entao vale a

ipualdade am (3.3.12}. Logo gaf = EL:KJ

Ficendo provado o Teorema.

Sabemos, da teoria dos angis, que tedo domimio
principel (D.P) & um anel de fatorizagac Gnica (D.F.T)}, mas
nem todo D.F.U 8 um D.P. (por exemplo E Ei!.j onde K 2 uin
eorpo @ X & ¥ 220 indeterminadas). Assim sempre nos vem a

seguinte pergunta;

"0 que falta & um D.F.U. para ser um D.P1"

A4 resposta que podemos dar & a geguinte:

{(3.3.13) - Lema - Seja B um dominio de integridade. Entae
£ & un dominio principal e, & Somente se, R & om anel de De

dekind ¢ um dominic fatorial.

Frova = %E ) um D.P., B & um D,.F.0. & um anel
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de Dedekind.

A reciproca @ uma conseguéncia do seguinte

(3.3.14) = Lema - Um dominic R & um deminio principal se,
e somente se, R @ um dominio Fatorial e todo ideal primo prd

pric & daximsal.

Prova = 5S¢ B ¢ um dominiec primcipal, o tesulta

Reciprocamente, suponha que B & um dominio fa-
torial ne qual todo ideal primo preprio & maximal.

Sabemos gque em um dominio fatorial todo 1ideal
ﬁrimn minimal (no conjunte dos ideais primos) & prineipal .
De fato, sejam P um ideal primo minimal de R e a€ P, a # 0.
Se a & irredutivel, como B & um dominio fatorial, o ideal aR
g um ideal primp. Pela minimalidade de P, 8RR = P. Se & & re
dutivel, a = plq..pr onde o8 Py g3 elementos irredutiveis
da B. Assim, como P & um ideal primo, Pi& € P para algum

i,e E, novamente, pela minimalidade de P, P = piDR. Logo

toda ideal prime minimal & um.ideal principsl.

Seja A um idesl proprio de R.

## conjunte E dos ddeais principais de K conten
do A & nso vazio, peis R & um ideal prinecipal. Além dissa ,

pele Lema de Zorn, I tem um elemente minimal. De fato, se

ja

£3:8015) aljﬂzjhj_].“-:} A D D&
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uma cadeis de idesis de I. Queremos provar que esta cadeia

e estacionaria para podermos aplicar o Lema de Forn.
Seja acA - {0}

Sendo R uw dominio fatorial podemos escrever
8 = Py: Pyesp, Onde cada P € m elemento primo de R. E
como A[:Ai pars todo i , e ﬁi = aiR, Leremos gue

aif Pye Bye--:B,

Entao of elementos irredutiveis qué# aparecemn
na decomposigao dos a, Sa0, no maximo, os P Isto &, cads
a; € uma combinagiao dos P;+ Como os p, sac em nimero fimite,
08 a; distintos, também o serdo.

Logo a ecadeia{3.3.15) & estacionaria e, pealo
Léema de Zorn, L tem um elemento minimal.

S5eja R um eleémento minimal de I

Como AC ¥R, segue-se que A = yh, onde Ay & um

F

ideal de R.

Observe gque y pode ser tomado como nao unidade
de R pois, como sabemos, todo ideal prime proprioc de R estd
contido em um idesl maximal. Come cada ideal prime & maxi-
mal, este ideal primo & tawbém minimal(entre os ideais pri-
mos}. Como vimes anteriormente, este ideal minimal & princi
pal. Lago ¥ pode ser tnﬁadu como naoc unidade de K.

Be Ay = R, o problema esta resolvide.

Ceso contrario, existe ze® tal que Ay C 2R

com £ mao unidade de R,
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Hote gque, agora, devemos ter, necessariamente,

ﬁl = zR pois

& = ?Al{: ¢R. yR = yzR [ ¥R

g ageim, pels minimalidade de ¥R, teriamos ¥R = y2R, o0 que
¢ um absurdo pois z naec & unidade em K.

Fortanto Al = gR a8, assim, A = yzR.

Loga R 2 um dominico principal.

o



& — UM EXEMPLO NAD ELEMENTAR DE ANEL DE DEDEEIRD.

(4,1} - Introdugae

Para finalizar este trabalbho, daremos um BEEm-
plo, nac elementar, de anel de Dedekind, bem como alpumas de
sugs caracteristicas.

Para tanto mecessitaremos de alguns resulta =

dpa gue VEreEmosS =2EDOTA.

(4,2,01) - Lema — Seja R um dominio de integridsde com gor-
po de fracoes K & seja x uma indeterminada, Existe uma  ¢oOf
respondéncia hiunivoca entre os ideais primos de ® [x] que

se contraem para 0 em B e oz ideais primos de K [;].

FS

Frova - Comsidere o sistema multiplicativamente
fachado de R, & = R — {o}. Entao E-1R = K &, naturalmente ,
5-1{R [x]) = K [x] . Assim, pelo teorema da correspondencia
entre os ideais primos de‘ETIE{ Ex] } & os8 ideais de R Exj
que nao interceptam §, 'existe uma correspondéncia biunivoca
entre o8 ideais primes de K [;] e os ideals primos P, de
R[%] , tais qua Pf}8 = @ . Mas se P[)5 = @ entzo BfIR = {0}

Frovande o lema,.
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(4.2.02) - Lema = Seja R um anel. ¥ao pode existir em B tﬁ]
ima cadeia de trés idegis primos distinCos Com a meéama con

tragao em R.

Frova - Suponha gque tenhamos uma cadeia de tres
ideais primos distintes, em R [x |, com a mesma contragac enm

R, a saber:

R [x] Q.- Uy BR [x]

NN

Passande ao gnel guociente R Eﬁj ! PR EK] Eere

mOE

T 5 %5 % 5 g
] b PO

Fx] =

Pelo Imea (4.2.01), existe uma correspondéncia
biunivoeca, preservande ordem, entre os ideias primos de
B [}] ! PR Ex] que se contraem para (0) e os igeais primas
de E Ex] , onde K = ¢, E(R/P). Assim em H.E“j teremos L a
cadeis com trés idesis primos e distintos. Mas isto & absur
do, pois K[ x] & um dominio primcipal. Logo, em R [%] .ndo
podemos ter uma cadeis com tres ideais (distintos)se afal by

traindec para o mesmo ideal de R,

(4.2,03) - Definigae - Dizemos que uma cadeia descendentede
ideais primes a partir de P tem comprimento n se, ¢ semente

ce, existem n + 1 ideais primos distintos tais que:
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P o= pnﬁplj.u_‘i P

0

(4.2.04) - Definigae - Dizemos que um ideal prime F tem &l

tura n, & escrevemos alt{F) = n, se existir uma cadeia des
cendente, a partir de P, de comprimento n e se nac pudermos
ter nenhuma cadeia descendente, a partir de P, de compri -

meénte maior do gue n.

(4.2.05) - Lema - Seja P um ideal primoc de E, com saltura n.
No anel de polinGmios R [x ]|, denote P% = PR [x]. Seja Q um
ideal primo de R [ x|, contende propriamente P* & que se

contraia para P, em R. Entao:

n. < alt{P*}, < In

n + 1 < ale (Q) < In+l

Prova — Seja P = PI:I;'PI:‘L “':}’Pn uma cadeiades

cendente a partir de P,

Usando * para a extensdao de um ideal de B & um

ideal de R [ x| teremos:

(4.2.06) .I:.IZ}PE:JPIJ ....:}P: .

Ohserve, primeiramente, que se P & um ideal pri
me de B entao PR Ex] e um ideal primo de R [:_:-;:l . De Fato ,

cofsidere o homomorfismo sobrejetrivo;
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gt B[x]—> (R/F) [x]

i = =X n
gyt +a K oo T £
SRR e i i

Temos que Kero= PR Eﬁ]

L Ex]

PHE&] R/ E?]

Logo

Coma P & um ideal primo de R, BR/P & um dominio

4 i + = - - . i +

de integridade € assim E[—]- g um dominie de integrida-
PR x |

de, Conseguentementa PREEJ & um ideal primo de B [z] .

Assim & cadeia (4.2.06} & uma cadeia de ideais

primos. Isto mpstra que:

o £ oalt (Pey. <calte (Q).

Seja, agoTa,

(4.2.01) PE Pl_j,.. i 54

uma cadeia descendente a partir de P¥

Tome a contragdo em R de cada ideal em (4.2.07).
Somente P* pode se contrair para P, peis se

{Pi}n = P terlamos:

PR [x] = (BN)"°CeyC 7* = PR [X] ,

e assim o comprimento de (4.2.07) nao seria n.



1137

Pale lema (4.2.02}, no maximo dois P% distintm
podem ge contrair para o mesmo P, em R. Entgo, como alt(P)en

egxistem B maximo 2n Pi distintos. Logo.

n < alt{p*) < In

De maneira andlegs, prova-sa gue alt(Q) < Zo+l,

vdlénde portanto as desipgualdades

¥ L g a]t{ﬂ]i 2n o+ 1.

(4.2.08) - Lema:z— Sejam P um ideal primo de R, com alturam,
FR'E;} a extensze de P a R Eg] e 0 um ideal de R.[x] can-

tends PR [%] tel que sua contragao em R @ F. Se R & um anel

de Dedekind, entao:

aIt{FRZ'[x]} = o e alef) =n + 1

Frova - Em virtude do lema (4.2.05), preciszames

provar, apenas, gque alt{FR E;] J£n e ale(@) < n + 1,

Obgerve, primeiramente, que come F e um ideal ma
ximal R/P 2 um coxrpo @, portanto, ERTP}EF] & um anel princi
pal. Assim a extemsaoc.a R/P [x] de qualquer ideal prime de
R contendo P terd altura 1.

Provemos entac gue alb(PR [ﬁj Y & n.

Suponha que tiveéssemos alt(FR [ﬁ] ) = n. Entao

PR [gj conteria um ideal primo Pg- caom altura m.
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Seja P, & coutragae de Py em B,

E claro que P, estda propriamente contido em F

1

pois, se fosse Pl = P tariamos:

PR [x] 2 PE:':I PR TE] = 28 []

B, neste caso, a altura de P? seria n.Come isto nao acorre ,
Pl #6t2 contido propriamente em F e, consequentemente, tem

alturd méncr do que m.

(4.2.0%) - Afirmo: A unica maneira possivel de termos & altu

ra de LS igual a n & termos P

PR [x]

L com altura n=1 a Pﬂ contendo

Prova - Provaremos o resultadeo por indugao BO—

bre o comprimento n da cadeia.

FPara n = 1 teremaos

FE EI:l_Ji-- jpﬂqu

\ ./

Weste caso teremos Q, = P,R [x ], pois ecaso con

trario, teriamos Pg com sltura Z, Assim wale o resultada.

Suponha o resultado valido para uma cadeia de com

primento o - 1.

Provaremos o regultade para uma cadeia de compri-

mentd f.
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Considere as cadeias!

(4.2.10) yeE] 3 oo DEg 3@ duws F

(4.2.11) ¥y Digy o e 2R

=] v
ande Pi - qi' para cada L.

Como a alturs de ]E'l & menor do que mn, poT hipa-

tese de indugao, PyR [x] tem altura menor que n ¢ valem:

i) By R [¥]C e,

ii)  alt(P R [x]) = alt(P)) <m

84 A altora dea P1 nan fosse o = 1, ﬂeveriamus

necessariamente ter na cadeia (4.2.10) dois pares
[

- e _ ; Y o
{Qj tqjl} £ {ﬂﬂlqﬂl] Lais que Qj = le Pj & qEI qsl E

Suponha, sem perda de pemeralidade, gue

.o PR
il FR T

Mog devemos ter qj = F; - Pjﬂ [;] , pOLS, Caso
' 1

contrarig, teriamos tres ideais de R.E;j {ﬂj:q » P;} e

31
contrainde para um mesmo ideal de B, o que nao pode aconte -
CEY.
Como alt{Ej} <m, usando ainda a hipbtese de in-
dugado, tériamos:
ﬂlt{?j}'= EltEPg} - altqu ) = (n - 1) = j.
' 1

Mas depois de Pi 50 existem (o - 1)- j ideais
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primos na cadela (4.2.11) e assim nao poderismos ter os i
deais Q5 L QE g8 contraindo pars o mesmo PE. Logo a alturse

1

de P1 deve ser n - 1, provando = afirmacgao.

Para mostrarmos que & altura de PR [ﬁ] E n,pas

semos ac anel guociente EfFl-

Come PJPI tem altura l,(pela observagao feita no

inicio da prova deste lema),a altura de {PFPIJ.{REP} [x] @

: [
Desde gue:
PR [x]
(B/R ) (RME) [ ] = ———
FIH [ﬁ]
nzo podémos rer ideais primos entre PE.[?:I a PIR [x] o Ene

tap devemos ter PE.[ﬁ] = Pp- Sepuindo=-ge o resultado.
Agora & facil provar que a altura de Q 2 n + 1.
De fato, suponha que a altura de § fosse maloT

do que o + 1,

Seja:

Q202D .0 I,

5

uma cadeis de ideais primos a partir de , com 3 >n + 1,

Considere 8 cadeian

sl e R

onde cada Fi Z a contracaoc de Qi, em K.

Como 3 altura de P 8 n, deve existir pelo menocs
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doig conjuntos de dois ideais distintos {qj’qjil}e [qr’qr+ﬂ
tais que

c e _ C I =
B mais

e Al s o e porale] -,

Felo que foi provado anteriormente(usando a mes—
ﬁa indugao) 2 altura de Pj deve s8r a mesma de Pj. Logo 50
podemos ter um conjunte de dais ideais Primos se contrainde
para o mesmo ideal primo em R, Portanto a altura de Q nao
poede ser malor do que n + 1. Como i@ sabemos gue ale(Q) > n+l,

devemos ter ale(Q) = n + 1. Séguindo-se o resultado.

(4.2.12) - Lema = Seja B um doenmfnio de Dedekind com COTpO
quociente ¥. Para cada polinomio f({x) = a“uﬂi..a+au de K [?]
seja o ideal fracionidrio c(f) = {an,...,aﬂ]. Entac

e(fg) = c({f), e(g).

Prova - Para cada ideal Primoe P de R, denote por
v, & valorizagae P-Gdics de B, F imediato que:

vP{c{fjj = mip {vp(ai}}
pois c{f) = {ﬂu] + {alj [ AT R {an}*

Fela faterizagao tnica de ideais Fracionirios em
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aneis de Dedekind & suficiente provar que:
i £ = i + {
?P{:{ el} ?FEE{ i) ?P{f gl
para cada ideal primo P de R,

Note gue isto serd verdade se for verdade em ca-
da RP ]:‘r::[ . De fate, suponha gue para cada ideal primo F,

de R, tenhamaos, em Hp [1{:1 5
I.IF'[c[fg}] - vF{c{f}}l + vpitfg}}-

Sejam £ e g palinomic de R [ﬁj e suponha que :

o

U’l ™

‘I:'E:EEI} - Plf!!?r
Em K [I—I LETEDmDS
o 7 |

.

cifg) R ]:x:l - p R ]::a::l
Bi ]

For hipotese

vpi { cifglﬂpi[:-:j 3 tvpil:t{ £) Rpitxj ]

"y E e{g) R E“:l:l , isto &, se:
P Py

1

m.

ez, i
e{f) F.Pi]:x:'l =P, npi[z]

cfg) Epi]:x = ril F_Pi[x]
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ent ao

i O S T e TR R
] L]
(5]
[ i
= =]
= o
p— L=}
]
=
= B
|_I
g~
H H
H

111 L]

r
E{g} ?1 | -PI

E assim c(fg) = e(£) . elg).

Mas, sendo RP um dominio prinecipal, em Rp egta
L i

-

jgualdade & verdadelira. Consequentemente o lema @ verdadeiro

e el e R DEEEE L e e r o o

{4.2.13) - Wotra - Este Sltimp lema & importante porque moE=
tre gue, &8 B & um anel de pedekind, ¢ conjunto de todos ©OS
polinbmios primitives de R [x]& um sistena muleiplicativa -

ménte fechade de R [1:1.

, (4,3) Passemes Ffinalmente ao no3so ohjetivo.

T

{4.53.01) = Exemplo - Sejam R um anel de Dedekind, § o siste
ma multiplicativamente fechado de R [x] consigtindo de  to~

tos .08 polintmicos monices & T o slstema multiplicativamente

fechado consistinde. de todot os polindmios primitivﬂa.istﬂ
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2, Lodos os polindmios f de R [}:] tais que c(f) = R. 08 a

néis S_II:R EH]} e 'T-]'I:R [x:l:l $da0, ambos, ansis de Dedekind.

De fato, como mostramos no capitulo z&rﬂ,E{:}::l
& noetheriane e integralmente fechado. Assim 5_1(]{ r:;:l |
_1 - F
T "(B[x]} 820, anmbos, noetheriano e integralmente fechads.

Portanto resta-nos mostrar gue 3 dimensaoc de Krull de

s~ 'im [x]) e de 1" (R [=]3) & 1.

Calculando primeiramente a dimensac de Krull

de s H(r [x]).

Seja P um ideal primo de R ]::\::l
se P15 # (0) enctdo , Q = P15 & um ideal pri-

mo de R, que & maximal, poizs R & um anel de Dedekind.

Obgerve que se P # QR.[ij entao, passando ao
anel quociente R [x |/ Ok [=x], que & isomorfo a (R/Q) =],

e facil ver que:

p=qr[x] + £(z) R [x]

onde £{x) & um polincomic monico, convenientemente escelhido.

Neste caso FMS # # , pois f(x) ePfls , & por -

tanto, P{'E_]'R ]::I{]} n E-IH [}::l .

Assim se P[] 8 ¢ (0) e P{S_IE'Eﬁ] ) B um ideal
proprio de § “{R [%]) teremos P = gk [x | onde @ = PI R, Pe
lo lema (4.2.08) a altura de P & 1 e, consequeéntemante a al-

tura de (S8R [x]) & 1.
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ge P[1R = (0) , entdo PR [x | & um ideal primo de K [x] en
de £ &2 o corpa de fracoes de R, Ainda neste caso, & latura
de P & a mesma de PE [x | que & 1. Assim a altura de

_lfﬁ Eij )

1

BS

Logo EHI{R [ﬁj ) 8 um nel de Dedekind.

Para mostrarmos gque T_}L{R Ex:l ) & um anel de

Dedekind, basta observarmos gue :
=1 e
T (R[x]) =T "(8 (R[x]}

Sy e .
Como & (R ]:xj} & um anel de Dedekind,

T"l{R.[#] ) também o &.

(4.3.02) - Dbservagao - T-I{R-EHJ:I £ costumeiramente deno-

tado par R(x}.

(4.3.03) - Observacac - Por tedo este trabalho 5™ (r [x] yse

ra denotada por El.

1

Vejamos agora algumas das caracteristicas de R

g Ri{x).

{6.3.04) - Propogigac = Rl tem o meésmo grupo de classea de




a F-lr—lﬁ-lnlﬂ—'#

—

b §

LZG

idsal que R.

Prova = Considere & aplicagac § gque leva C en
cRT . @ & uma aplicagio injetiva do grupe das classes  de

ideal de B sobre o de Rl,

Nos podemos provar gque # 8 injetive mostrando
qué se dois ideais propries D e E de R n3o estao ma  mMesma

- 1 EF = o
places enteo DE™ e ER1 tambem nao estao nd mesma classe.

Suponha que DR1 = EEI

Assim

1 f£€x) 1

ER" = ( E?;T} DR
ende f(x) e g{x) pertemcem 2 R [xj -

Sejam a o coeficiente 1ider de E£{x), b 0o de

gl{x) ¢ @ un elemento gualgquer de D. Entac wvale

£(x) _ e(x)
elx) hix)

d .

snde e{x) & um polinomio de R [i] , com coeficientes em &

e hi{x) & um polinomio monico de R Eﬁ] . Portantp, temos:

d.f{x).hix) = e(x).glx).

0 coeficiente lider de elx) glx) esta em BE.Lo
go aD esta concide em bE.

Tomando agora ¢ pértencente a E temaos gque:

£

L

x)  dlx)
d hlfgj

e B

2



onde di{x} & um polinomie de ® [ x| com coeficientes em D

b, (%) & um polinomic monico de R [=x | . Assim temos;:

E.g{x}.hl{x} = f{x).dlx).

i

r 0 coeficiente 1lider de f(x).d{x) estd em

i

T Logo bE psta contido em aD.

] Temos, portanto, al = bE & assim D = E.
= - e 1 1

j' Logo se E ¢ D entaa DR~ # ER e

mente, § & injetiva.

PR T L

um ideal primo de El.

P ow ORT snde @ & um ideal prime de B

P T =

.

Assim P = QEI e imagem de uma classe

f Suponha agora gue P & um ideal prime de Rl

QuE Ef}ﬂ = {10)

Beja Py = PR [x]

. SO

mo de K [x | onde K € o corpo de fragoes de R.

do em K [ﬁ] ,

Seja C = c(f)

i S i A Sy

Suponha que g(x=).f(x) eR [ x|

Para provarmos a sohrejetividade de &, seja
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=3

ab.

5 cunﬂequante—

F

Como vimos anteriormente se PR # (0) entao

R.

tal

Entao Plr]R = (0) e Pl K [ﬁ] e om ideal pri-

Como K Eﬁ] & um dominio principal podemos ez=-

crevar P, K Exj = f{x).EK Ex] , onde f({x) pode ser escolhi-

dssim c(fg)C R e como c(fp) = c(f).c(g), temos
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: =1 -1
gue cif Y € . Portanto gix}eC R ]:;r.j .
Reciprocamente se gi{x) eC TR [x ], Entao

glx).f(x) ER El'i._—_l ,

Assim

P'l = E{uy K ]:x]ﬂ E [x:I_= ﬂth [1‘—_| SE(=)R [1{]

1

1t oo .rt.

[a=]
i
]
==
n

iy
n
o
-
B
[]
~

Portanta

Como o grupo das classes de ideal de Rl B gera

dd por todos os ideals.. B, onde P & um ideal primo de R ,f1

ca provada a proposicgio.

(4.3.058) = Eﬂrulirin - Rl rem um ideal primo em cada classe

do prupoe de elasses .

Prova - Seja w uma nac unidade de R.

Entaoc o ideal

P1 = {wx + 1) K[:ﬁj Ne[x]

& up ideal prime de B[ x| que nao imtercepta 5. FPela  de-

mnnstrﬂ;En di prnpnsig.in {4.3.04), temos

]:‘1 = Culﬁ. ]:J'::] . {wx + 1) R I::::l
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gnde € @ o ideal fraciondrie gerado por w e 1.

1  §

Coma Plﬂ § =0, Flﬂ g2 um ideal primo de R .

Assim teremos

p=plet = ¢l [X] . RY, (wx+1) B [x] RI=

= {wx+1}ﬂ1.
Portanto P & um ideal primo na classe principal.

Seja, agora, ¢ um ideal préprio qualquer, numa

o , . — L
classe mao principal D .

come ja feoi wvisto, ¢ & gerade por deis elemen -

tos, digamos e, & © -

tonsidere o ideal

1 -
Q= (et o). E] N R[=] -
Ql ¢ um ideal primo de R [?j que nao intercepta

5. Conseguentemente § = Qlﬂl ¢ um ideal primo de HI.

Como sahemes (ver demonstragae prﬂpbsiqaniﬁ-ﬂ-ﬁﬁﬁ

= ¢TRY (e nlx}Rl.

& - qJ. EL

Entdo § = o L

=

Assim Q 2 um ideal primo na classe D

Logo gl tem um ideal primo em cada classe.

Agora, para finalizar, sobre o anel R(x) nos po
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demos dizery o seguinte:

(4.3.06) — Proposigcao - Se R & um anel de Dedekind entao

R(x) & um domInio principal.

Prova - Desde que R(x) = T_1R1, 0 lema{(l.6.25)e

a prova do corcolario (4.3.05) mostram que cada classe nao
principal de R(x) cont®m um ideal primo QR({x), onde G & uom

ideal de Hl, do tipo

(cg + &) K[=] N &

onde K & o corpo de fragoes de R e ¢y @ =, estao em R.

1
Claramente

N [x] = (egrepn) K[x] R[x] -
- ¢l [x] (eyte =) B[]
Como
WNer[x])N &= {(0)
nao podemos ter
QMR [x] = R[]

para todo ideal primec P de B. E, desde que R & um anel de

Dedekind e Q& [x| & um ideal prime de R[x], pelo 1lema

{(4.2.08), nao podemos ter:

ek [x]C e& [x]
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para cada ideal prime F, de R.

Entio existe em Qf1 R [x] um pelindmio primiti-

ve de B [x ] . Portante
(o & EH] } R(x) = QR{x) = R{x)

Loga, pelo lema (1.6.26), toda classe de B & le
vada na classe prinecipal da R{x), isto &, R{x) 2 um dominioc

principal.

-

A importincia maier da proposicac (4.3.086) =
mostrar gque os ideais primos da E{x) sao exatamente agqueles

da forma PR{x) onde P & um ideal prime de R.



APERDICE

Ko capitule 2, mostreamos gque se B & um anel  de
Dedekind com corpo de fracoes K ¢ L € uma extensao de K, en-
tao R', o fecho integral de R em L & um anel de Dedekind. A
qui nds daremes um exemplo mestrando que se a extensac ndo @
finita entdao nao se tem, necessariamente, R' um anel de Dede
kind.

Sejam # o =Enel dos inteires @ o corpo dos Ta-—

cipnais & 0; o feche algébrico de . Mestas condicoes. ®°' ,o

fecho integral de % em § nao & noetheriano, pois:

P B C PRE vo: »

& uma cadeia sscendente de ideais de &' que na3o e estaciona
ria.

Lego &' nao & um anel de Dedekind.
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