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Resumo

Neste trabalho pretendediscutir a abordagem do Teorema de Pick direcimaadunos que estéo

a se preparar para a Olimpiada Brasileira de Matea&endo este contetddo proposto em sala de
aula de forma inadequada, istooéTeorema de Pick é apresentado ao aluno, semajaetsua
participacdo na construgdo do conhecimento, provdicdesinteresse e mecanizagéo de pensamento,
fomentando a ideia de que a Matemética € algo j&todo, castrando a participagdo do aluno
durante o processo de construgcdo do conhecimerpiceséntaremos uma sequéncia didatica
constituidapor trés sessdes didaticas durante as quais utilizaom® metodologia de ensino a
Sequéncia Fedathi, motivando e direcionando o auparticipar ativamente da descoberta do novo
saber matematico. A metodologia de ensino Sequéedathi fomenta o interesse, a curiosidade e o
prazer pela descoberta matematica, desafiando ro adurante todo o processo de ensino e
aprendizagem. A sequéncia didatica proposta negialbo, representa alternativas trabalhadas em
sala de aula que vivenciadas, permitiu-nos obtenocaesultado uma aprendizagem mais
significativa. Ressaltamos que ao relacionarmogsGites vivenciadas no cotidiano com o estudo da
geometria é undosobjetivos deste trabalho, resultando em alunos mabnomos, colaborativos e
motivados pela busca de estratégias que possarokeassolucdo dos problemas propostos.
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1. Introducéo

Neste trabalho pretende-se relatar a abordagemed@ma de Pick vivenciada por uma
turma de alunos de uma escola privada, sendo tivabjepara-los para Olimpiada Brasileira de
Matematica, nivel 1 (alunos de 6° e 7° anos). Terma® objetivo treina-los durante todo o ano para
desenvolver habilidades na resolucdo de problenagsnmdticos. Utilizar a metodologia de ensino
Sequéncia Fedathi, como alternativa para ultrapadgans obstaculos, como a desisténcia e o
desinteresse por parte de alguns alunos, por n8ensigem capazes e nem envolvidos durante o
processo de ensino e aprendizagem, assim como rraéscobrir novos talentos na Matematica,
pois o aluno participa ativamente da constru¢dona® saber matematico, vivenciando as etapas da

Sequéncia Fedathi, as quais proporcionam a coéstei@ elaboracdo do novo conhecimento.



A escolha desse tema deve-se a dificuldade viveacia aplicacdo do teorema que aparenta
ser algo simples, porém ao estuda-lo verificamganmahs sutilezas, suscitando questionamentos
surpreendentes, como: a mesma férmula pode sea psad o calculo de volume? Como podemos
verificar? Representando uma oportunidade impamastrar aos alunos através da sua propria
vivéncia, a beleza e a sutileza da Matematica. ftetros neste trabalho focalizar as dificuldades e
descrever como foram ultrapassadas pelos alunadeatéstrarem o Teorema de Pick. Buscamos
artigos, livros, sites e problemas propostos empikdas para auxiliarem na elaboracao da referida
sequéncia didatica, direcionando os alunos a vigegro uma nova metodologia, a Sequéncia
Fedathi.

Desse modo, o presente trabalho apresenta umasteopedagogica, composta por uma
sequéncia didaticaconstituida por quatro sessdes didatisasguas utilizamos a Sequéncia Fedathi
(SF) como metodologia de ensino. A SF foi apresienéan 1996, na tese de pds-doutorado do Prof.
Herminio Borges Neto, UFC, na Universidade de pdri# partir dai, a SF vem sendo experimenta
e aperfeicoada com base nos estudos de Borges blmto,a participacdo de professores e
pesquisadores da Faculdade de Educacdo-FACED/UFC.

2. Referencial Teo6rico

2.1. A metodologia de Ensino Sequéncia Fedathi

A Sequéncia Fedathi é uma nova metodologia de @mgia segundo Borges Neto, propbe
gue o aluno ao se deparar com um problema, dexediggir 0s mesmos passos que um matematico
realiza quando se debruca sobre a busca de umaoovecimento: analisa os dados do problema
proposto, experimenta varios caminhos que possaan éesolucdo, verifica possiveis erros, busca
conhecimentos para constituir a solucéo, testasagtados para saber se errou e onde errou, corrige
se e elabora um modelo geral. A Sequéncia Fedatiduz o professor a levar os alunos a
desenvolverem o raciocinio matematico, atravésntiapretacdo, compreensdo e investigacdo de
problemas matematicos, levando-os a construiremaqrandizagens a partir das experimentacdes e
constatacdes feitas durante todo o processo devidgenento da Sequéncia.

A SF é composta por quatro etapas sequenciaiteelépendentestomada de Posicao,
Maturacéo, Solucao e ProvdSOUZA, 2013 p.18). Verificamos que € muito importante\eéntcia
desse ambiente em sala de aula para que ocorraapreadizagem mais significativa e am
participacdo ativa de cada aluno na construcaecalseitos matematicos.

Vivenciar a SF durante a realizacdo da sequénidatich auxilia-nos a superar as

dificuldades encontradas em anos anteriores empgg&lecia o ensino tradicional, os alunos



apresentavam grande dificuldade em assimilar eaapdi Teorema de Pick. Vale ressaltar que esse
conteudo é trabalhado comumente na preparacdo ldossapara Olimpiada Brasileira de
Matematica, ndo pertencendo a grade curricular din@nfundamental Il, representando um
conhecimento novo que ndo esta presente nos tivdasicos. Porém, esse tema pode ser estudado
por alunos do ensino fundamental Il ou médio, degde tenham o0s conhecimentos prévios

necessarios para a constru¢do do novo conhecimento.

2.2 Andlise ambiental e teérica: o plateau e o aadw didatico

Propomos uma sequéncia didatica composta por qusessOes didaticas, assim
denominadas:Sessédo 4 Calculando éareas através da decomposicdo de aBigBessao?2 -
Construindo o Teorema de PicRessdao 3 Aplicando o Teorema de Pick através do Software
GeogebraSessao 4 O Teorema de Pick e outras realidades matematicas

Apresentaremos uma andlise 8assdo 2 por representar maior relevancia durante a
construcdo do novo saber matemético, momento cahténdurante o processo de ensino e
aprendizagem.
Sessdo Didatica 2 Nessa sessao didatica, os alunos partiram de uélseade certas figuras
geomeétricas (poligonos) desenhados no plano Gamtesiom vértices nos pontos de uma malha
guadriculada, representados por pontos de coorderiatkiras. Tendo essa referéncia, os alunos
devem encontrar a area dessas figuras, obtendédumala que seja valida para todos os casos. Os
alunos utilizaram o Software Geogebra como ferraanelidatica para desenhar os poligonos,
seguindo a mediacdo do professor. O planejamergsadsessao didatica requer uma analise

ambiental e teodrica.

3. Anélise Ambiental

Propomos uma sequéncia didatica que foi planejadaguperar as dificuldades dos alunos que estédo
a se preparar para a Olimpiada Brasileira de Matemaitivel 1. Os alunos participaram ativamente
da construcdo do novo saber matematico. Tendo @ihjebivo: descobrir uma férmula que seja
vélida para encontrar a area de figuras geométptasas desenhadas no plano cartesiano com
vértices nos pontos de uma malha retangular. @®sldevem ter comeonhecimentos préviosa
definicdo de poligonos, saber determinar as aeatgdns poligonos, tais como a area do quadrado,
do triangulo, do trapézio, do paralelogramo e dzarmgo. Devem também, saber classificar os
tridngulos quantos aos lados e quanto aos angukratem saber classificar os quadrilateros, em

especial, trapézios. Também, ter conhecimento dgarndmar a area de figuras planas através da



decomposicao de figurgSesséo Didatica 1¢ resolver sistemas linearddesse momento, verifica-

se oplateau dos alunos e estabelecemos o acordo didaticon8eguSequéncia Fedathi, o acordo
didatico enfatiza o desenvolvimento do trabalho mtofessor, a organizacdo de estratégias
metodoldgicas que possam ser pensadas durantpaagg&o de uma sessdo didatica, a postura que
o professor deve assumir durante o processo decedsiprendizagem, que € a postura de mediador,
ao observar as investigacdes dos estudantes, acbamum-os durante a descoberta do novo saber,
tornandoes mais investigativos, reflexivos, criticos, autéromne colaborativos entre si.

O material necessario para a realizacdo dessaoseiskfica: lapis, caderno, projetor multimidia,
tablet e 0 Software Geogebra versdo 5.0. O Soft@egebra sera utilizado como ferramenta
didatica ampliando a visao espacial do aluno no emdonde descobrir as estratégias para solucionar

0 problema proposto.

4. O Teorema de Pick

O Teorema de Pick afirma que, se um poligono no pleamtesiano tem apenas vértices de

coordenadas inteiras. Entdo, sua area é dadadpelala
A= 1 +i—1
= Zf i

Senddf 0 nimero de pontos de coordenadas inteiras noroonfpontos de fronteira) do poligono e

i 0 nUmero de pontos de coordenadas inteiras ngointky mesmo.

O objetivo dessa sec¢éo ndo é demostrar a formubéchevisto que ha varios trabalhos que abordam
essa questdo. Apresentaremos uma proposta pedagdgique permite o aluno a sua descoberta a
partir de uma situacao inicial: descobrir se existe dependéncia entre a area e o nimero de pontos
de coordenadas inteiras contidos em certas figgemsnétricas (pontos internos e pontos de
fronteira).

Tomaremos como referéncia certas figuras geomstfmaliigonos) desenhadas no plano cartesiano
com o auxilio do Software Geogebra. Essas figuossyem vértices nos pontos de uma malha
retangular especial. O problema é determinar adessas figuras, encontrando uma férmula vélida

para todos os casos.

5. Vivenciando a Sequéncia fedathi: Aplicacédo da Sesséo Didatica

O problema foi proposto a turma, inicia-se a primeatapa da Sequéncia Fedathtpmada de

posicda Neste momento o professor promoveu a interacée sne os alunos, propiciando um

' De acordo com a Sequéncia Fedathi, o “plateau” faz parte do processo de diagnéstico realizado

para compreender o nivel cognitivo dos alunos (S®Z013 p.20).



trabalho interativo, ou seja, o professor assumipostura de mediador, refletindo, ouvindo,
indagando e levantando hip6teses acerca do noeo, $8m como suscitou questionamentos entre
todos. O professor esclareceu que os pontos do péatesiano de coordenadas inteiras formam uma
malha retangular, e as expressées pontos de cegl@einteiras e pontos da malha retangular serdo
usadas daqui para frente. As figuras que serdallr@tbas sempre serdo poligonos com vértices em
pontos dessa malha. Varios questionamentos surgimprofessor buscou sempre mediar o trabalho
desenvolvido pelos alunos com outras perguntaggjgenduzissem a encontrar uma estratégia para
resolver o problema. O software Geogebra auxilisma visualizacdo e compreenséo do problema.
Primeiramente, os alunos prepararam o campo dalizagdo do Geogebra (figura 1).
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Figura 1. Procedimento para ajustar a malha.

Esse ajuste feito na malha do software Geogelu@a @ aluno a compreender o conceito de
padronizacdo da unidade de area. Entdo, desenh@nar quadrado (quadrado que contém apenas

4 pontos da malha) de area 1 como padrao (figuna@ga-se aos alunos: que poligono obteremos
se dividirmos o quadrado ao meio? Qual a sua area?



Figura 2. Quadrado desenhado com o auxilio do aoft@eogebra

Pretende-se que os alunos compreendam que qualgfuertridngulo que tenha apenas trés

pontos da malha tem ére;e(figura 3).

oA

Figura 3. Triangulos desenhados com o auxilio flwace Geogebra

Primeiramente, os alunos séo instigados a encantrarrelagdo entre os pontos da malha e
a area de uma tal figura. Entdo, deve-se pendat séluéncia entre o nimero de pontos da malha

contidos na figura e o valor dessa area. Destaalygas questionamentos:
Aluno: - Professora, devemos fazer uma equacao?

Professora: - Ha influéncia entre o nimero de modeomalha que pertencem a figura com a sua

area?
Aluno: - Professora, quanto maior a figura, maioimero de pontos. Correto?

Professora: - Observe que ha pontos internos, poot®vertices e pontos que pertencem ao contorno

(borda) da figura.
Alunos: - Devo relacionar todos eles?
Professora: - Estude a influéncia de cada um sggarente.

Neste momento, deve-se falar sobdependéncia lineafazer uma relagdo a aplicagdo dos

sistemas lineares, vivenciando a fase que denommamaturacdo. Neste momento, os alunos
buscaram compreender o problema e formularam égiast que possam levé-los a solugéo,
identificaram dados, qual a relacéo entre elequeastava sendo solicitado pelo problema proposto.
A partir dai, dése grande relevancia na formulagdo do raciocinio matiem através dos
guestionamentos feitos pelos alunos, outro aspeasitivo é o professor obterfeedback necessario



para acompanhar o desenvolvimento do trabalhaasldi Os alunos se debrugaram sobre os dados
do problema, originando reflexdes e hipéteses gdenmm leva-los a solugdo em questao.

Entéo, cada aluno desenhou trés figuras utilizansloitware Geogebra (figuras 4, 5 e 6)
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Desde entdo, os alunos fizeram as relagfes exstentre os pontos internos, os pontos de

fronteira e os pontos dos vértices, obtendo asgégsa
A= fx+iy+z
Sendo A = area do poligonof = pontos de fronteira i = pontos internos.
Logo, obtiveram as equacdes:
1 =4x+ 0y + z (figura 4)
4 = 8x + 1y + z (figura 5)
6 = 10x + 2y + z (figura 6)

A resolucdo do sistema linear acima, caracterizsalacaq a terceira fase da Sequéncia
Fedathi em que os alunos organizaram e apresengstaatégias. O professor deu tempo aos alunos
para que pensassem, refletissem e avaliassem asrespostas, por meio de ensaios, erros e
tentativas, validando o modelo criado juntamenta cada aluno. Este foi 0 momento que os alunos
exercitaram a autonomia e o trabalho colaboragpgrceberam a importancia de cada um na
elaboragdo da sua aprendizagem. O professor enfajire a solucdo ideal deve satisfazer ndo s6 o
problema em questdo ou somente determinadas s®jag@as sim o nimero maior possivel de
situacdes que necessitem desse conhecimento cenBorsna resolucdo. Podemos destacar com
grande relevancia a discusséao das solucdes pregadts alunos, permitindo aos alunos perceberem

as diferentes compreensdes e representacdes doagrugelacdo ao problema proposto.



Os alunos concluiram que as equacdes séo lineaimel@pendentes, por isso encontraram

uma Unica solucdo para o sistema: % y =1ez = —1. Obtiveram assim, a chamada férmula de
Picki A= - f+i—1.

Apbs as discussdes realizadas a respeito das esldgd alunos, o professor apresentou o
novo conhecimento com a participacdo da turmabootando fortemente para a compisEEne

assimilacdo do conhecimento construido.

A Prova constitui a finaliza¢éo do processo de ensino ergfizagem, o professor levou cada
aluno a elaborar o modelo geral para resolucaoalgma. Ressaltamos que o modelo geral refere-
se ao conceito final, representacdo genérica onuléra ser apreendida, a qual serd um objeto de
conhecimento tanto para a resolucdo do problemguesstdo, como para sua aplicagéo na resolucéo

de outras situacoes.

Podemos destacar algumas indagacoes feitas pefasal
“- Essa férmula vale para outras figuras?

“- Podemos testar em outros casos?

“- Também, serve para o calculo de volume?

Neste momento, o foco passou a ser a verifica¢cd6rdaula para todo o tipo de figur@.
professor propds que desenhassem no Geogebra tigomolqualquer e comparassem a area
calculada através da férmula com a exposta nagjaigébrica do software Geogebra. O professor
pediu que desenhassem uma figura composta pekojuiegduas figuras. Houve mais uma conclusao
a formula também pode ser aplicada para a juncfigutas. Surpreendente, simples e bela Formula
de Pick, os alunos tiveram a oportunidade de vieerg sua construcdo seguindo as fases da
Sequéncia fedathi, metodologia que proporcionasaaberta, a curiosidade e autonomia dos alunos
A partir dai,aturma esta pronta para vivenciar situagdes praticaso calcular valores aproximados
de areas vistas através de satélites, por exentplpando a formula de Pick, esse sera 0 momento

daavaliacao
6. Podemos pensar mais além para a formula de Pick?

Uma das perguntas mais intrigantes durante a vi&acconstrugdo da formula de Pick foi

se era possivel utiliza-la para o espaco tridinoeradj ou seja, é possivel com ela calcular volumes?

Vamos aplicar o mesmo raciocinio para o plano nrétisional, utilizaremos sélidos
geométricos com veértices em pontos da malha trissineal formada pelos pontos do espaco

cartesiano tridimensional com coordenadas intekaalogamente, adotaremos como referéncia o



. . gy . 1
cubo com oito pontos da malha tridimensional, catimel e o tetraedro de volungecom apenas

4 pontos da malha. Proximo passo, é verificareguacaoV = fx + iy + z, que usa 0 numero de

pontos da malha que estéo na fronteira e os gée aetinterior da figura (como no caso da area)
. . 1
vale para o célculo do volume. Aplicamos ao cubealeme 1 e ao tetraedro de vqungeobtendo

as equacdes (1) e (2).

1=8x+0y+2z (1)

§=4x+0y+z (2)

5 16 g
Encontramos para x = e z =——.. Para verificarmos se estes valores podem sepsigzata o

céalculo do volume, utilizaremos a juncéo de dolsosude volume 1, formando um paralelepipedo,

obtemos12. 2 1 _u

2 2 on verificamos uma contradig&o, pois o volume doociB. Dai, conclui-

se que a equacdao usada para obter a formula dpd&&lareas no plano ndo se adequa ao céalculo de

volumes.

Em artigos, livros e revistas encontramos uma d&im sobre uma possivel extenséo
adequada da Férmula de Pick para o espaco Tridiomathsmas ndo encontramos um resultado que

satisfaca tal condigéo.
7. Fazendo conexdes: onde aplicar o Teorema de Pick?

Podemos aplicar a formula de Pick de forma bastatéeessante, suscitando a curiosidade
e a busca pela resolucdo de problemas. Apresentarimagem (figura 7) que representa o

desmatamento na Amazonia divulgado pelo Institwoidhal de Pesquisas Espaciais (Inpe).
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Figura 7. Mapa do Inpe mostra os focos de desmatardetectados no més de setembro. Em rosa,
as areas que ficaram encobertas por nuvens.
Fonte: Inpe

Dando énfase para determinar, através da formultiade o estado mais prejudicado com a
degradacédo da floresta Amazénica. Entdo, temosssilplddade de determinar o calculo da area
aproximada de uma regido irregular. Primeiramergealunos devem identificar a regido da qual
iremos determinar a area, analisando a figuravendiamos uma aplicacéo na Engenharia Florestal,
ainda podemos fazer uma conex&o com a estatistibalhando graficos e dados, comparando meses
subsequentes. Podemos falar sobre 0 meio amhbiaddania e como a matematica auxilia 0 homem
a solucionar e prever situagdes, promovendo o bemum. Muito interessante para os alunos
perceberem essas relagdes, vivenciando as recopdesdios PCN’S que estabelecem a importancia

dessas questbes trabalhadas em sala quando memciona

A compreensdo das questdes ambientais pressupdeabaiho

interdisciplinar em que a Matematica esta inseAdguantificacéo
de aspectos envolvidos em problemas ambientaisde@@ma visdo
mais clara deles, ajudando na tomada de decisGeneitindo

intervengdes necessarias (PCN/MEIO AMBIENTE p. 27).
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8. Consideracoes Finais

As situacOes descritas neste artigo representaquigas vivenciadas com o objetivo de
preparar alunos para as Olimpiadas de Mateméatidiaantio a metodologia de ensino Sequéncia
Fedathi, aliando o Software Geogebra a cada seguélidatica. Podemos ressaltar resultados
positivos, tais como: houve um decrescimento dacde a evasdo dos alunos, aumentamdo
interesse e a curiosidade em participar das dblaste deste cenario, pretendemos descobrir novos
talentos em Matemética. Neste contexto, o TeorenRactefoi um dos temas que nos aprofundamos,

dentre outros relacionados a Geometria.

As sequencias didaticas descritas fomentou a amian@ autoestima e a busca pelo saber

matematico, constamos que €é possivel tornar a réfitermatrativa para os nossos alunos.
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