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RESUMO

Este estudo trata do ensino/aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral a Vérias
Varidveis - CVV. Seu objetivo geral foi a identificagdo/descricdo das categorias do
raciocinio intuitivo ao longo das fases de ensino da metodologia nominada Sequéncia
Fedathi. A estruturagdo e a concep¢do de situagdes didaticas de ensino envolvendo
situacdes-problema diferenciadas, entretanto, com respeito aos rituais algoritmicos
identificados nos livros didaticos de CVV, foram atingidos com base numa visdo de
complementaridade entre a Teoria das Representacdes Semioticas e as categorias do
raciocinio intuitivo descrita por Fischbein (1987), exploradas nas quatro fases previstas
pela Sequéncia Fedathi. Assim, iniciamos o trabalho com o levantamento e
compreensdo do ensino e da aprendizagem do Célculo em Uma Varidvel Real — CUV e
dos poucos estudos cientificos desenvolvidos, tanto no Brasil como no Exterior acerca
do ensino do CVV. Damos énfase final a descricdo da transicdo interna do CUV para o
CVV, o que ndo se observa em estudos académicos. Em seguida, com a intencdo de
delinear, caracterizar, discutir e compreender a natureza do principal raciocinio que
tencionamos registrar, discutimos a natureza epistemoldgica, filoséfica e psicoldgica do
raciocinio intuitivo, suas categorias (intuicdo afirmativa, intuicdo conjectural e intuicdo
antecipatoria) e outras faculdades psiquicas vinculadas a este, nomeadas por percep¢io
e insight. Depois de caracterizar um ensino de CVV apoiado na crenga e na certeza
matemadtica, apresentamos e discutimos os principais elementos da Sequéncia Fedathi e
das teorias propostas por Fischbein (1987) e Duval (1991; 1995a). Em seguida, no que
diz respeito ao desenvolvimento da pesquisa e a investigacdo de campo, com arrimo no
viés de complementaridade destas teorias, analisamos obras didaticas reconhecidas de
CVV, que servem como referéncia de estudo, com a intencdo de identificar e superar
possiveis entraves no tocante a elaboragcdo das atividades aplicadas aos estudantes. Os
dados empiricos foram obtidos por meio de documentos produzidos por um grupo de
oito estudantes escolhidos em uma amostra total de 80 alunos do curso de Licenciatura
em Matemadtica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia — IFCE —
Fortaleza, no periodo de 2009/2010, matriculados na disciplina Calculo III, por meio de
entrevistas semiestruturadas efetuadas durante e apds as atividades, de modo individual
e com o registro visual do momento em que desenvolveram suas estratégias. Todavia,
para efeito de discussdo no corpo da tese, apresentamos apenas oito estudantes. No final
deste estudo, podemos dizer que a exploragdo didatica de categorias do raciocinio
intuitivo (intuicdo afirmativa, intuicdo conjectural e intuicdo antecipatoria), com base
em uma mediagcdo diddtica que envolveu a exploracdo de registros de representacio
semidtica, pode proporcionar a evolu¢do do conhecimento do estudante a respeito dos
conceitos principais do CVV. Para tanto, o apoio computacional, com o emprego de
softwares como o Geogebra e do CAS Maple, pode indicar elementos mais
significativos no que diz respeito a transicdo interna do CUV para o CVV. Outro ponto
relevante concerne a importincia do estimulo a elaboragdo de imagens mentais
produzidas pelo ensino que estimula a intuicdo matematica, a producio de metaforas e a
apreensao perceptual dos objetos em 3D do CVV e, deste modo, a evolugdo de crencas
e valores epistémicos ndo contraditérios relativos as propriedades formais do CVV.

Palavras-Chave: Sequéncia Fedathi; Intuicdo; Célculo a Varias
Variaveis; RepresentacOes semioticas.



ABSTRACT

This study focuses on the teaching / learning of the Differential and Integral Calculus
Several Variables - CVV. Its general objective was the identification / description of the
categories of intuitive reasoning through the phases of the methodology of teaching
sequence Fedathi nominated. The structure and design of didactic teaching situations
involving different problem situations, however, with respect to the rituals algorithmic
identified in textbooks of VVC, were reached based on a vision of complementarity
between the Representation Theory of Semiotics and the categories of intuitive
reasoning described by Fischbein (1987), explored in the four planned phases of the
sequence Fedathi. So we started the work to the study and understanding of teaching
and learning of calculus in one real variable - CUV and the few scientific studies
developed in Brazil and abroad about the teaching of the CVV. We emphasize the final
description of the internal transition of the CUV for the CVV, which is not observed in
academic studies. Then, with the intention to outline, describe, discuss and understand
the nature of the main reason that we intend to register, we discuss the epistemological,
philosophical, psychological and intuitive reasoning, their categories (yes intuition,
intuition conjectural anticipation and intuition), and other linked to this psychic, named
for insight and perception. After characterizing a teaching CVV supported in belief and
mathematical certainty, we present and discuss the main elements of the sequence
Fedathi and theories proposed by Fischbein (1987) and Duval (1991, 1995a). Then, with
regard to the development of research and field research, with the breadwinner bias
complementarity of these theories, we analyze the textbooks recognized CVV, which
serve as a reference study, with the intention to identify and overcome potential barriers
regarding applied to the preparation of activities for students. The total empirical data
were obtained from documents produced by a group of eight students chosen from a
total sample of 80 students of Bachelor in Mathematics at the Federal Institute of
Education, Science and Technology - IFCE - Fortaleza, enrolled in Calculus III
course through semi-structured interviews conducted during and after the activities,
both individually and with the visual record of the time developed their
strategies. However, for purposes of discussion in the body of the thesis, we present
only eight students. At the end of this study, we can say that the exploitation of didactic
categories of intuitive reasoning (affirmative intuition, insight and intuition anticipatory
conjectural), based on a didactic mediation involving the exploitation of semiotic
registers of representation, can provide the development of knowledge of students about
the concepts of the CVV. For this, computer support, with the use of software such as
Maple CAS Geogebra and may indicate the most significant with regard to the internal
transition of the CUV for the CVV. Another important point concerns the importance of
stimulating the production of mental images produced by the teaching that encourages
mathematical intuition, the production of metaphors and perceptual apprehension of
objects in 3D CVV and thus the evolution of epistemic beliefs and values not
contradictory for the formal properties of the CVV.

Key-words: Fedathi Sequence; Intuition; Multivariable Calculus;
Semiotic Representations.



RESUME

Cette étude se concentre sur I'enseignement / apprentissage du différentiel et calcul
intégral Plusieurs variables - CVV. Son objectif général était l'identification /
description des catégories de raisonnement intuitif a travers les phases de la
méthodologie de séquence d'enseignement Fedathi nominé. La structure et la conception
des situations d'enseignement didactique impliquant des situations problématiques
différentes, cependant, a I'égard des rituels algorithmique identifiés dans les manuels de
VVC, ont atteint basé sur une vision de complémentarité entre la théorie des
représentations de la sémiotique et les catégories de raisonnement intuitif décrit par
Fischbein (1987), exploré dans les quatre étapes prévues dans la Fedathi
séquence. Nous avons donc commencé les travaux a l'étude et la compréhension de
I'enseignement et l'apprentissage du calcul a une variable réelle - CUV et le peu d'études
scientifiques développés au Brésil et a 1'étranger sur l'enseignement de la CVV. Nous
insistons sur la description finale de la transition interne de la CUV pour le CVV, qui
n'est pas observée dans les études universitaires. Puis, avec l'intention de présenter,
décrire, discuter et comprendre la nature de la principale raison pour laquelle nous
avons l'intention d'enregistrer, nous discutons de 1'épistémologique, le raisonnement
philosophique, psychologique et intuitive, leurs catégories (oui l'intuition, l'intuition
conjecturale d'anticipation et de l'intuition), et d'autreslié a cette psychique, nommée
pour la perspicacité et la perception. Apres la caractérisation d'un enseignement de CVV
pris en charge dans la croyance et certitude mathématique, nous présenter et discuter les
principaux éléments de la séquence et Fedathi théories proposées par Fischbein (1987)
et Duval (1991, 1995a). Puis, a I'égard du développement de la recherche et de la
recherche sur le terrain, avec le soutien de la complémentarité biais de ces théories, nous
analysons les manuels scolaires reconnus CVV, qui servira d'étude de référence, avec
lI'intention d'identifier et de surmonter les obstacles potentiels au sujet appliquée a la
préparation des activités pour les étudiants. Les données empiriques au total ont été
obtenus a partir des documents produits par un groupe de huit éléves choisis parmi un
échantillon total de 80 étudiants du baccalauréat en mathématiques a 1'Institut fédéral de
I'Education, la Science et Technologie - IFCE - Fortaleza, inscrits en calcul bien sir
III par le biais d'entretiens semi-structurés menées pendant et apres les activités, a la fois
individuellement et avec l'enregistrement visuel de ['époque au point leurs
stratégies. Toutefois, aux fins de discussion dans le corps de la thése, nous présentons
seulement huit éleves. A la fin de cette étude, nous pouvons dire que 1'exploitation des
catégories didactique de raisonnement intuitif (l'intuition positive, la perspicacité et
conjecturale intuition anticipatrice), basée sur une médiation didactique impliquant
I'exploitation des registres sémiotiques de représentation, peut assurer le développement
de la connaissance des éleves sur les concepts de I'CVV.Pour cela, le soutien
informatique, avec l'utilisation de logiciels tels que Maple CAS Geogebra et peut
indiquer les plus significatifs a 1'égard de la transition interne de la CUV pour le
CVV.Un autre point important concerne l'importance de stimuler la production
d'images mentales produites par I'enseignement qui encourage l'intuition mathématique,
la production de métaphores et d'appréhension perceptive des objets en 3D CVV et donc
I'évolution des croyances et des valeurs épistémiques pas contradictoire pour les
propriétés formelles de 'CV'V.

Mots-clées: Sequence Fedathi; Intuition; Calcul a Plusieurs
Variables; Représentations Sémiotiques.
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E bastante compreender o ponto de vista dos matemdticos que
se ocuparam da resolucdo de problemas topologicos na
segunda metade do século XIX. Quando tratavam de curvas,
superficies e, depois com variedades em dimensées arbitrdrias,
com sua intersec¢cdo e existéncia admitida sob vdrias
condigoes, etc. Eles se apoiaram exclusivamente na intuicdo e,
entretanto seguiram com o impeto caracteristico dos passos de
Riemann, comportando-se exatamente como os analistas dos
séculos XVIII e XIX quando tratavam das questdoes de

convergéncia ou continuidade (DIEUDONNE, 1989, p- 15).
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo principal a descricdo e a adequacdo das
categorias intuitivas (intuicdo afirmativa, intuicdo conjectural e intuicdo antecipatoria)
as fases de ensino do previstas pela proposta metodologica nominada Sequéncia Fedathi
— SF. Tais categorias intuitivas s@o assumidas como essenciais para a evolugdo do
processo de ensino/aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral a Varias Varidveis.

Em razdo da natureza complexa do raciocinio fundado na intui¢cdo, assumimos a
importancia da aplicagdo de uma metodologia de ensino que possibilite tal descricdo;
deste modo, optamos pela metodologia chamada de Sequéncia Fedathi - SF, com a
inten¢do de realizar uma abordagem diferenciada com respeito as que observamos nos
livros didéticos deste conteddo, e com relacio também as praticas de ensino
preocupantes descritas em trabalhos académicos citados neste ensaio.

Por outro lado, para que nos certificamos de que nossa mediacdo diddtica nao
permanece restrita ao quadro recorrente de exploragdo algoritmica das ideias do
Calculo, e proporciona de fato a apreensdo perceptiva e a intuitiva de propriedades
especificas destes conceitos, inclusive suas propriedades geométricas, diante de
situacdes-problemas geradoras de conflitos cognitivos, empregamos as nog¢des de
formacgdo, tratamento e conversdo de registros de representacdo semidtica concebidas
por Duval (1996). Seu inicial uso referendou a andlise de trés obras didéticas de CVV e
a estruturacdo das situagdes-problema aplicada no estudo, além de fundamentar
determinadas escolhas e posi¢des didaticas assumidas no decorrer de cada sessdo de
ensino, apresentadas a um total de 80 alunos do curso de Licenciatura em Matematica
do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia — IFCE — Fortaleza — Ceard, no
periodo de 2009/2010.

Note-se que a Sequéncia Fedathi, se apresenta estruturada em quatro fases de
ensino ou momentos didaticos. Deste modo, ao longo do desenvolvimento desta
investigacdo, procuramos adequar, caracterizar e descrever as formas de manifestacio
do raciocinio intuitivo para cada um de suas fases de ensino (tomada de posicdo,
maturagdo, solugdo e prova).

Ademais, para conceber e aplicar uma experimentacdo, baseada em sequéncias
de ensino, com uma atengdo direcionada para os pontos destacados héd pouco, tornou-se
premente um levantamento do quadro atual do ensino de Calculo na Universidade.

Assim, no Capitulo 1, salientamos alguns dos resultados obtidos em estudos empiricos e
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a opinido de pesquisadores a respeito do assunto, com uma atencao especial voltada ao
emprego de recursos tecnoldgicos como suporte a aprendizagem do Célculo Diferencial
e Integral a Uma Varidvel Real - CUV. No mesmo segmento, discutimos ainda uma
aplicagdo inusitada da nocdo de Conflitos Tedéricos Computacionais — CTC no dmbito
do ensino do CVV. Além disso, descrevemos, identificamos entraves e obsticulos
relacionados a etapa de transicdo interna vivenciada pelos estudantes de graduagao,
entre a disciplina de CUV para a disciplina de CVV, algo que ainda ndo mereceu a
devida atencdo por parte dos pesquisadores, tanto no Brasil como no Exterior.

Discutimos na literatura especializada problemas de ordem epistemoldgica,
filosofica, psicoldgica e didatico-metodoldgica, relacionados a natureza da faculdade
cognitiva que priorizamos explorar no decorrer da aplicacdo de nossa metodologia de
ensino, conhecida como intuicao.

Deste modo, no Capitulo 2, analisamos a opinido, os consensos e divergéncias a
respeito da importancia do papel da intuicdo, sua funcgio na atividade inventiva, criativa
e solucionadora de problemas, além de outras faculdades psicoldogicas que podem
fornecer subsidios para a descri¢do das categorias intuitivas que tencionamos estimular
por meio de nossa mediacdo diddtica. Destacadamente, ainda, as no¢des comumente
estudadas na drea da Psicologia Cognitiva chamadas de percepgdo e insight. Ao final
deste capitulo, assumimos alguns posicionamentos epistemoldgicos e filoséficos que
nos auxiliardo a caracterizar o raciocinio intuitivo, necessario em uma abordagem de
ensino baseada na crenga ou na certeza do conhecimento matematico do CVV.

No Capitulo 3, descrevemos a metodologia de ensino chamada de Sequéncia
Fedathi- SF, que possibilita a criacdo de um clima experimental de investigacdo em
Matematica. Em seguida, exibimos e adaptamos as no¢des de formacdo, tratamento e
coordenagdo de representacdes semioticas, devidas a Duval (1995), ao nosso objeto
matematico de ensino, fazendo referéncia aos momentos e fases de ensino descritas na
SF, na medida em que, com suporte nos elementos apontados no Capitulo 2, indicamos
as formas/categorias de raciocinio intuitivo adequadas para estas fases. Tais categorias
intuitivas foram extraidas das concepcdes de Fischbein (1987).

No Capitulo 4, trazemos o desenvolvimento da pesquisa, destacando
determinadas etapas deste trabalho que apresentam algumas das caracteristicas previstas
nas etapas da Engenharia Diddtica. A discussdo no Capitulo 4 se apoia nos elementos
evidenciados nos capitulos anteriores, os quais compuseram os momentos das andlises

preliminares (Capitulo 1), andlises a priori (Capitulos 2 e 3), como também nos dados
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inferidos com a aplicacdo e observacdo das atividades dos sujeitos participantes, ao
longo das sete atividades propostas neste estudo.

Constituindo ainda parte de nossas analises preliminares, acrescentamos o
exame das principais obras diddticas adotadas no ensino ordindrio desta disciplina,
acessiveis no IFCE, tradicionalmente disponibilizadas aos alunos da disciplina Calculo
III. Os resultados desta andlise de livros em que empregamos Duval (1991; 1995), nos
auxiliaram na estruturacdo das situa¢des-problema empregadas no estudo.

Para concluir o médulo, realizamos uma analise das sete tarefas estruturadas a
partir dos dados relevantes colhidos nas se¢des anteriores, os quais foram aplicados na
etapa de experimentacdo da pesquisa desenvolvida no Instituto Federal de Educagdo
Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara — IFCE, Campus Fortaleza, que demandou um
periodo de quatro semestres, no periodo 2009/2010.

No Capitulo 5, discutimos os dados da aplicacdo e experimentacdo da SF,
aportamos os resultados mais proeminentes colhidos das entrevistas semi-estruturadas
realizadas individualmente com um grupo de quatro alunos (e mais quatro no anexo II),
nos momentos de aulas de ‘tira ddvidas’, e quando da aplicacdo das sete atividades
distribuidas em dois momentos avaliativos apds abordagem dos contetddos previstos na
disciplina Calculo III. Note-se que as entrevistas foram realizadas antes, durante e apds
a aplicacdo das sete tarefas estruturadas. Neste capitulo, encontram-se também os dados
referentes a andlise das concepcdes dos estudantes referentes a transicdo interna do
Célculo do CUV para o CVV, discutidas na perspectiva de Duval (1991).

Por fim, encerramos com o Capitulo 6, retomando alguns elementos pertinentes
a metodologia de ensino, a qual nos auxiliou para efetivar da mediagcdo didatica dos
conteddos do CVV. Rediscutimos, também, com referéncias aos dados obtidos
empiricamente, as potencialidades e limitacdes da Teoria das Representacoes
Semioticas, empregadas neste estudo com um determinado grau de ineditismo,
relacionado ao ensino do Cilculo Diferencial e Integral a Vérias Varidveis - CVV,
seguido de explicacdes e sugestdes a respeito do uso do software Maple, inclusive suas
potencialidades didaticas e possiveis limitacdes, relativamente a sua exploracdo efetiva
em sala de aula.

Encerramos a trabalho, discutindo pontos importantes, originados da prética e
convivio direto com os estudantes, que apontam respostas aceitaveis no ambito do
ensino/aprendizagem, com arrimo no raciocinio intuitivo na aprendizagem do Calculo

Diferencial e Integral a Vérias Varidveis — CVV.
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Capitulo 1: ESTUDO SOBRE O ENSINO DO CALCULO
NA UNIVERSIDADE

De inicio, tracamos um contexto geral do ensino no locus académico de
Matemdtica e, de modo particular, com &nfase no Cailculo. Para referenciar
determinados pressupostos que declaramos importantes vinculados ao seu ensino,
destacamos figuras emblematicas do século passado, que desenvolveram intensivo
trabalho em Matemadtica Pura e que ndo se furtaram a sistematizar orienta¢des para
melhorias no ensino/aprendizagem desta matéria em sua época. Outro ponto de relevo
delatado diz respeito aos estudos desenvolvidos nos anos 80 aos dias atuais sobre as

nogdes de limite, derivada e integral.

1.1 Consideracoes sobre o ensino do Calculo

E importante saber como os estudantes resolvem vérios tipos de
problemas matemadticos, que dificuldades eles devem encontrar e a
fonte de tais dificuldades, os erros sistematicos que cometem, e assim
sucessivamente. (FISCHBEIN, 1993, p. 161; tradugio nossa)

[...] uma caracteristica importante de nossa defini¢do do pensamento

matematico avangado € a combinagdo da necessidade de raciocinio
dedutivo e rigoroso a respeito dos conceitos e o fato de que estes

conceitos ndo sdo acessiveis ao individuo por intermédio dos cinco
sentidos. (EDWARDS; DUBINSKY; MCDNALD, 2005, p. 18;
traducdo nossa)

Com a evolugdo da Matemdtica e a sua subdivisio em vdrios ramos, a
linguagem, as notagdes e as definicées formais adquiriram papel cada vez mais
essencial e decisivo. A evolucdo e, consequentemente, a complexidade das simbologias
que representam os objetos matematicos sdo conseqiiéncias da generaliza¢do das formas
de abstracdo, cognicdo e memoria necessdrias para a apreensdo destas entidades
conceituais abstratas peculiares da Matematica.

Tamanha evolucdo, entretanto, tem seu preco, afinal, nossas formas de
pensamento ndo conseguem apreender tudo o que nos circunda no dmbito da percepcao
do sensivel, quica os objetos matematicos produzidos pela abstracdo. Lacroix (1838, p.

150), com uma preocupagdo semelhante, lembrava que

A comunicacdo de nossos pensamentos ndo pode se efetuar sem o
auxilio de signos; a formacgdo destes signos que, para ser bem feita,
deve tomar em consideracdo a ligacdo das ideias, e uma sequéncia
imediata da logica; mas, infelizmente, o espirito filoséfico nem
sempre presidiu a construcdo das linguas, e a que nés fazemos uso
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apresenta suas imperfei¢des, parece ainda pertencer mais ao dominio
da memoria do que ao do julgamento. (traduc¢do nossa)

Observamos que o Matematico francés, ao tempo em que destaca a importancia
do aparato simbdlico utilizado na atividade matemaética, argumenta em seguida que o
seu bom emprego € possibilitado apenas na condi¢do de uma boa organizacdo das
ideias, embora tudo dependa, em dltima instdncia, de uma boa memodria e
sistematiza¢do da atividade de raciocinio abstrativo e ldgico.

As palavras do professor da escola politécnica de Paris, Sylvestre-Frangois
Lacroix' (1765-1843), sdo produzidas num ambito de preocupagio com o ensino, algo
marcante em sua producdo académica. Além disso, elas sdo de uma contemporaneidade
indiscutivel, quando, por exemplo, focamos o ensino do Cdlculo Diferencial e Integral.

De fato, um dos elementos que mereceram a preocupagdo de Lacroix no ensino
de Matemdtica diz respeito ao excessivo emprego de definicbes matemdticas e
simbologias. Com efeito, ele mencionou que “o préprio Pascal sentiu o abuso de
definicdes, e as reduziu ao seu valor justo, isto €, a descrigdes e a imposi¢des do nome;
mas longe de prescrever ainda uma maneira de raciocinar.” (LACROIX, 1838, p. 219).

Nio apenas este tipo de abuso no contexto do ensino era criticado por Lacroix

(1838, p. 185). De fato, quando observava as obras didéticas de sua época, alertava

No que diz respeito aos objetos mais complicados, ndo existe algo
mais inconveniente ao recorrer aos livros; e eu nao vejo nenhuma
necessidade de mudar seu modo de demonstragdo e de férmulas. O
que € necessario possuir € a marcha do método, o valor de seus termos
técnicos, a inteligéncia dos idiotismos na linguagem, ou a faculdade
de extrair o sentido das frases e as formas de expressdo particulares
dos principais escritores que trataram a ciéncia, a fim de poder a uma
simples leitura, compreender suas obras. (tradug@o nossa)

No excerto acima, o insigne professor questiona a metodologia empregada nos
livros didéticos e mantém sua ateng¢do ao proprio modo de organizacdo e estruturagio
do saber matemdtico de sua época. Lacroix (1838, p. 168) lembra que apresentava,
perante auditérios numerosos, os métodos concebidos. Sua aplicagdo poderia confirmar
a necessidade de modificd-los algumas vezes. Entdo, obtinha procedimentos
metodolégicos proprios que poderiam assegurar o sucesso dos seus livros.

Neste ambito de reflex@o, explicava que o ensino de Ciéncias era submetido a

regras semelhantes as artes ao mencionar que “a escolha de exemplos é mais importante

! No que diz respeito 2 atividade de ensino ele se referia da seguinte forma: “completamente entregue ao
trabalho do ensino, eu sempre voltei as minhas meditacdes sobre o modo de apresentar os resultados da
ciéncia por meio de fatos os mais simples e na ordem mais natural.” (LACROIX, 1838, p. 167).
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do que sua quantidade; qualquer verdade bem aprofundada esclarece muito mais sobre o
método do que um grande nimero de teorias que discutem de uma maneira incompleta.”
(LACROIX, 1838, p. 169).

Por parte do aluno, ele destaca a nocdo de que, em cada Ciéncia, encontramos
coisas que ndo podem ser ensinadas diretamente pelo professor. Estes elementos
deveriam ser adquiridos por meio do desenvolvimento de hédbitos de estudo dos alunos
como, por exemplo, os procedimentos préprios que a Aritmética e a Algebra
prescrevem ou as construgdes peculiares da Geometria.

Em virtude da quantidade de procedimentos nesses ramos da Matemadtica,
Lacroix (1838, p. 170) orientava no sentido de que “a memdria seria necessdria para a
conducdo das descobertas, pois esta forneceria, a medida que se necessita da seguranca,
0 que nos libertaria dos livros”. A tdnica forma de o professor cultivar, porém, tal
memoria nos seus alunos é o uso frequente dos livros, sem que se caracterize um
trabalho forcado e de repeti¢des continuas, como vemos hoje em dia as repeticdes e
mecanizacgdes de rotinas matematicas sem sentido.

Sublinhamos a ideia de que os aspectos criticados por Lacroix podem ser
identificados tanto no discurso didrio do professor de Matemdtica, manifestando-se em
mediagcdo diddtica, como no repertério veiculado pelos livros didaticos. Assim,
concordamos com Ehrlich (1980, p. 186), quando assume em seu estudo a hipdtese de

que

Quando um sujeito 1€ um texto, ele constrdi uma representagdo deste
texto, que inclui um maior ou menor nimero de conceitos e relacoes
que dependem das inten¢des do leitor e dos objetivos que ele quer
alcangar, sendo isto consciente ou ndo. Em outras palavras, eu
considero que a representacdo elaborada pelo sujeito reflete sua
compreensdo do texto. (tradugdo nossa)

O discurso desenvolvido pelo autor, entretanto, pode ser decisivo na promoc¢aio e
estimulo destas representacdes. Vale observar que a linguagem caracteristica de cada
ramo da Matemadtica pode ser mais ou menos propensa a uma compreensao mais rapida
do leitor. Neste sentido, Condorcet (1903 Apud GOMES, 2003, p. 2) declara

Ouvi um grande filésofo censurar a Algebra por querer conduzi-lo a
verdade de uma maneira despdtica, sem lhe dizer por que se lhe fazia
seguir tal ou qual caminho, e como se chegava a saber que ele levaria
ao resultado desejado: ele confessava que esse defeito, ndo do método

em si, mas dos livros, inspirava-lhe uma espécie de desgosto
involuntdrio por esse estudo. (tradug@o nossa)
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Notamos que o Filosofo salienta o lado muitas vezes pouco compreensivel e
cifrado da linguagem algébrica tradicionalmente explorada pelos autores de livros e,
consequentemente, no ensino. Além disso, seu uso inapropriado propicia o surgimento
de sentimentos negativos e aversdo ao conhecimento matemadtico. Vale recordar a
mediacdo impregnada pelo espirito formalismz, ndo assume como prioritdrio o ato de
promover de modo frutifero a producdo e a diversificagdo do repertério de
representacdes mentais do estudante.

Por outro lado, muitos pensadores sustentam que a intuicdo (BOREL, 1905;
BUTCHART, 2001; BUNGE, 1996; BURTON, 1999; FISHBEIN, 1987, 1993; KLEIN,
1893; POINCARE, 1904 1905) assume um papel essencial, tanto na investigacdo como
no processo de ensino da Matematica e, consequentemente, no ensino/aprendizagem do
Calculo. Note-se que, com origem nas consideracdes destes autores, a exploracdo da
intuicdo pode evitar considerdveis maleficios no ensino; entretanto, temos que
compreender seu papel em duas frentes distintas: a primeira diz respeito a formulacdo
do saber matemdtico e a segunda no locus onde se processa o seu ensino/aprendizagem.

Para discutir a elaboracdo ou formulacdo do saber matemdtico e extrair
implicagdes para o ensino académico, particularmente no ensino de Célculo, temos que
recorrer a Histéria da Matematica.

Neste campo de estudo, os objetos conceituais s@o investigados num ambito
isento de preocupagdes pedagdgico/diditicas. De fato, os momentos de criacdo e
descoberta do saber matemdtico sdo marcados por soliddo, angustia, inseguranca,
incerteza e, em alguns casos, sofrimento dos homens, que se debrucam diante de

problemas homéricos. Neste sentido, Simmons (1992, p. 135) descreve que

Em 1693, Newton sofria de uma severa indisposi¢do mental
acompanhada por ilusdes, profunda melancolia, e medo de
persegui¢do. Ele reclamava que ndo podia dormir, e disse que perdia
seu “padrdo de consisténcia mental”. [...] Newton parece ser capaz de,
quase sem esfor¢o, sustentar a concentragdo nos seus problemas por
horas, dias e semanas, mesmo com a necessidade ocasional de comida
e dormindo raramente. (traducio nossa)

Note-se que, na frente pedagdgica de manifestacdo do saber matemdtico, as
circunstancias vivenciadas por Isaac Newton ndo podem se manifestar explicitamente,

embora o hdbito do esforco mental deva ser sempre cultivado nos alunos. E uma

? Ernest (1991, p.- 7) explica que “a vis@o absolutista do conhecimento matematico consiste em considera-
la como um conjunto de verdades imutdveis. Nesta perspectiva, o saber matemadtico é construido a partir
de verdades absolutas, e representa o tinico campo de conhecimento”. A corrente formalista é considerada
por Paul Ernest, dentre outras, como uma corrente absolutista da Matemaética.
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abordagem para o ensino do Cdlculo® que imprima énfase, até certo ponto, no modo
como tal teoria progrediu, os entraves que foram superados até a concretiza¢do do

estadio atual, é sempre bem-vinda.

Com efeito, recorrendo aos episédios na histéria da Matematica, encontramos as

contribui¢des fornecidas por Leibniz & teoria. Simmons (1992, p. 155) explica que

Leibniz publicou um dos seus primeiros tratados de Cdlculo
Diferencial na sétima pédgina do artigo intitulado Acta Eruditorum de
1684. Os significados das diferenciais dx e dy estava longe de estar

claro, e de fato ele nunca esclareceu tal ponto para ninguém de modo
satisfatério. ~ Ele  estabeleceu  que d(x,y)=xdy+ ydx,

d (y) = —( ydx—zxdy) , e d (x" ) =n-x"", porém ndo tentou
Y y
explicar ou justificé-las. (tradu¢do nossa)

Neste trecho, podemos conjecturar a noc¢do de que parte das ideias de Leibnitz
eram fundadas na intuigz”lo4 e no feeling matemdtico, uma vez que ele as utilizava, e ndo
sabia justificar completamente o porqué do seu emprego; mas obteve um €xito imenso.
Neste sentido, Simmons (1992, p. 157) explica que, diferentemente de Newton, que
produziu uma grande e memoravel obra intitulada Principia. Simmons (1992) relata que
Leibniz ndo deixou uma grande obra, entretanto, marcou um “divisor de dguas” na
histéria do Calculo ao aplicar seu modo pessoal de pensamento de ideias e métodos

matematicos inovadores. Percebemos isto num dos trechos de uma carta enviada a um

colega, quando relata que

Nos simbolos, observamos uma vantagem na descoberta bem maior
do que eles expressam e a natureza exata e resumida de uma coisa,
como se fosse algo pintado; entio, decerto o esforco mental &
maravilhosamente reduzido. (SIMMONS, 1992, p. 156; traducdo
nossa)

Qual licdo podemos extrair, até o momento para o ensino do Célculo, com
respaldo destes dois grandes mestres? Perante determinados episddios, como os que
descrevemos, que modificacdes se fazem necessdarias em nossa pratica didatico-
metodoldgica? Aos olhos de um principiante, os trechos que comentamos podem

parecer apenas pitorescos e episodicos.

* Grabner (2009, p. 5) recorda-se de que “quando Newton e Leibnitz inventaram o Célculo no final do
século XVII, eles ndo usaram épsilon e delta. Foram necessarios cerca de 150 anos para a sua evolucio.”
Assim, pode parecer dificil para o moderno estudante compreender a base formal atual do Calculo.

4 Boyer (1949(a), p. 188) lembra que “ndo havia inconsisténcia no pensamento de Newton e Leibnitz,
entretanto, ndo se pode afirmar que eles foram responsadveis pelas ideias e definicdes do Célculo nos
tempos atuais”. Assim, embora tivessem produzido em sua época ideias inovadoras, ndo conseguiram o
mais elevado grau de sistematizacdo e formalizag@o.

24



De outra parte, com respeito ao professor, que carrega consigo uma formagao
mais aprofundada do saber matemdtico, por meio da andlise pormenorizada do que

discutimos, extraimos inimeras implica¢cdes metodoldgicas para o ensino do Célculo.

. . . o~ . ~ 5

Com efeito, a intuicdo revela elementos que o processo de formalizagcdo
desconsidera ou encobre. Observamos, por exemplo, o significado atribuido por Leibniz
a simbologia e/ou a notagdo em Matematica. Em suas expressoes, identificamos o poder

da sintese e o menor esfor¢co mental para a realiza¢do de determinadas operagdes.

Na perspectiva de Couturat (1901), Leibniz faz referéncia clara ao processo
mental da abstracdo que envolve a criagdo de simbolos e se relaciona de modo intimo
com o raciocinio intuitivo. Por outro lado, Boyer (1949a) relata que ele descrevia um
trabalho pessoal, aparentemente isento de uma preocupacio didatica, embora possamos
identificad-la de modo implicito, quando ele mesmo enunciou explicitamente ‘“‘suas
regras e operacdes, mesmo a mais simples. Leibniz apresentou-as como regras do
pensamento algébrico, e explicou que a relagdo reciproca das poténcias e das raizes
como andlogas ao que subsistia entre suas somas e diferencas, ou integrais e

diferenciais.” (BOYER, 1949a, p. 208).

No pequeno trecho, percebemos sua preocupacdo com a pormenorizacdo das
ideias e dos elementos presentes em sua producdo intelectual, o que na atividade
s+ 6 ~ z . . . . ~
matemdtica’ ndo € peculiar. Deste modo, evidenciamos nas consideracdes de
matemdticos profissionais, tanto na frente cientifica de investigagdo e producdo do

saber matemdtico, como na ala pedagdgica, a importancia da intuicdo matemdtica.

As praticas desenvolvidas, entretanto, no locus académico tomam sentido
completamente contririo do percurso histérico com vistas a esvaziar o papel da
intuicdo. Com efeito, Artigue (2002, p. 118) nos informa que “os primeiros resultados
provenientes da investigacdo realizada nos niveis universitarios podem ser considerados

negativos”.

> Dreyfus e Eisenberg (1996, p. 267) advertem para a ideia de que, “com a intengdo de expressar qualquer
proposicdo matemadtica, conceito, ou problema, uma representacdo deve ser utilizada. O professor,
entretanto, deve ficar atento, pois uma representacdo expressard algumas, mas nem todas as informagdes;
explicitard algumas e esconderd outras”. Note-se que uma das grandes caracteristicas do processo de
formalizacdo € o emprego de notagdes e simbologias.

6 Grugnetti e Rogers (2000, p. 52) explicam que, o cendrio tipico de apresentacdo de resultados de
pesquisa pode deixar algumas pessoas atdnitas. Primeiro, “a sala de leitura nfo estard superlotada, e o
tamanho da audiéncia nao refletird o nome famoso do cientista, porém consiste de um pequeno niimero de
pesquisadores matemadticos e poucos graduados. Durante a leitura notamos que somente uma pequena
parte dos colegas que trabalham no mesmo campo de especialidade estdo aptos de compreender a prova
do teorema, mesmo diante do esforco dos leitores e inquestiondvel capacidade”.
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Mais adiante, a mesma autora assinala que os resultados obtidos “proporcionam
evidéncias estatisticas das limitacdes tanto das praticas educativas tradicionais como das
préticas que favorecem um enfoque formal e tedrico, que refletem o estilo Bourbaki”
(ARTIGUE, 2002, p. 119). Sabemos, entretanto, que o grupo Bourbaki criticou diversos
pressupostos defendidos pelos matematicos que sustentavam a validade dos

conhecimentos obtidos por meio da intui¢cdo.

Deste modo, com apoio nas constatagdes da pesquisadora francesa Michelle
Artigue, referentes ao ensino académico francés, ndo podemos criar expectativas
diferentes em relagdo ao ensino académico no Brasil. Deixaremos, todavia, parte desta
discussdo para as sessdes seguintes, quando discutiremos de modo especifico o ensino
de Calculo, com respeito as no¢des de limite, derivada e integral, para o caso de Uma e

a Varias Variaveis.

Para finalizar, destacamos um fragmento do pensamento do filésofo Condillac,
descrito por uma metifora, e uma comparagdo descrita por Bertrand (1891) em relacéo
ao estilo matematico de Blaise Pascal e Leibniz. Estas tltimas reflexdes podem advertir
a nos, professores, acerca da capacidade limitada de apreender tudo o que observamos.
Isto posto, observamos na sequéncia as reflexdes de Condillac, discutidas em Bertrand
(1891, p. 11), quando sugere que

Imaginemos um castelo que domina uma vasta e abundante planicie,
na qual a natureza se deleitou em propagar a variedade, e na qual a
arte soube aproveitar situacdes para multiplica-las e embelezé-las.
Atingimos este castelo durante a noite. No dia seguinte, as janelas
abrem-se no momento em que o sol comeca a dourar o horizonte. E se
fecham em seguida. Apesar de esta planicie ter-nos sido mostrada
apenas por um instante, é certo que vimos tudo o que ela abrange. No
segundo instante, receberiamos as mesmas impressdes que 0s objetos
causaram sobre nds. Aconteceria da mesma maneira no terceiro dia.
Consequentemente, se ndo tivéssemos fechado as janelas, ndo
continuarfamos a ver o que haviamos visto. O primeiro instante,
porém, ndo basta para conhecermos a planicie, ou seja, distinguirmos
os objetos que ela abrange: é porque, quando as janelas se fecharam,
nenhum de nds pdde se dar conta do que viu. Eis como se pode ver
muitas coisas e ndo apreender nada. (traducdo nossa)

As considerac¢des do Filosofo podem esclarecer e inspirar aquele professor que
costuma reservar um lugar especial para o contetido, uma grande quantidade de
conteudo, em detrimento de uma preocupac@o com a aprendizagem e seu entendimento,
0 que € marcante no ensino atual. Perante uma situago critica, como jd mencionamos,

uma posi¢do de aten¢do indicada por Condillac € sempre benquista.
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Concluimos, sintetizando duas qualidades por nds defendidas e que deveriam se
manifestar em simbiose num professor de Matemdtica que atua na academia. Tais
qualidades s@o lembradas por Bertrand (1891, p. 283), quando compara Blaise Pascal e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Ele acrescentava que “a Matematica, para eles,
se assemelhava mais a um divertimento, jamais a principal ocupagdo de seu espirito,

mas o objetivo de suas vidas”.

Com a mesma profundidade e iguais aptiddes, seus espiritos, porém, eram
dessemelhantes. Leibnitz, curioso de tudo, pouco detalhista, propds métodos novos,
deixando para outros a honra da aplica-los. Pascal, ao contrario, queria precisar tudo; os
resultados somente o interessavam. Leibnitz descobria a arvore, a descrevia e se
afastava. Pascal mostrava seus frutos sem dizer sua origem. “Podemos comparar
Leibnitz a uma montanha sobre a qual as nuvens nao permanecem. Pascal a um vale que
esconde suas dguas, e acrescentando que a montanha € imensa enquanto o vale profundo

¢ escondido.” (BERTRAND, 1891, p. 284).

Dessas tltimas reflexdes, podemos inferir o seguinte: inicialmente, um professor
de Matemdtica ndo pode encarar as investigagdes em sua matéria apenas como
necessidade profissional, mas, também, com o objetivo de alimentar o sentimento de
beleza que encontra na Matematica, além de transmitir este sentimento cotidianamente
aos seus alunos.

Na relagdo direta com estes, ele pode se orientar pelas ideias de Leibnitz,
evitando apresentar os argumentos por completo, abordando as ideias como instrumento
de resolugdo de problemas, mas, também, valorizando-as em si mesmas, como objetos
que independem do ambiente em que estdo sendo empregadas. A riqueza de detalhes
auxilia o conhecimento discursivo, todavia, empobrece o uso da infuicdo matemdtica.

Sendo assim, a descricdo pormenorizada das ilacdes empregadas, conforme
Pascal, € imprescindivel, entretanto, deve ocorrer apenas num momento didatico
adequado que requer maior exatiddo, rigor e busca pela verdade, como destaca Pascal.

Mostrando apenas seus frutos, o professor pode exibir a face superficial de uma
Ciéncia que a maioria das pessoas toma como “exata”, entretanto, tal caracteristica sé é
alcangada apds indimeros equivocos, e estes devem ser profundamente conhecidos para

que possam ser conscientemente evitados.

Note-se que mencionamos no inicio deste capitulo, alguns aspectos histdricos e

outros de natureza geral, no contexto do ensino de Matematica e do Calculo. Muitos
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destes aspectos mantém uma atualidade constante nos discursos produzidos por
investigacdes no Brasil e no Exterior. Na préxima se¢@o, continuaremos nossa discussao
em torno da intui¢cdo e do ensino particular do Calculo a Uma Variavel Real, entretanto,

num contexto de debate das pesquisas mais recentes em Educacdo Matematica.

1.2 Sobre o ensino de Limites e Continuidade

A defini¢do por £—0J ¢ apresentada numa sec¢io diferente da que as
ideias intuitivas sobre limite sdo discutidas e, em que, os calculos
algébricos para a determinacdo do limite sdo descritos. (HARDY,
2009, p. 342; tradug@o nossa)

No ambito da pesquisa, no plano nacional e internacional, a quantidade de
pesquisas (BARUFFI, 1999; CELESTINO, 2008; CUJO, 2003; ECHEVERRY, 2001;
GIRALDO, 2004; REVUZ, 1968; 1972; SILVA, 2001; SIERPINSKA, 1987; TALL,
2002; ZUCHI, 2005) sob esta temadtica € extensa. Desde a década de 1980, encontramos
nos estudos de Tall (2002) intimeras reflexdes sobre o assunto, com a intengdo de
explicar os processos cognitivos necessdrios para a compreensdo e a aquisi¢do deste
objeto matemdtico que exige o uso constante de regras formais.

Destacamos dois aspectos relacionados a este conceito, aptos a funcionar como
fatores que dificultam o seu ensino/aprendizagem. O primeiro refere-se a sua “natureza
epistemoldgica reconhecidamente complexa.” (ARTIGUE, 2003). O segundo, diz
respeito aos “processos mentais requeridos na compreensio desta ideia.” (ARTIGUE,

2003; TALL, 2002).

Obstaculos epistemoldgicos
relacionados com a nogdo de Limites

O obtdculos —— | O obtaculo rigoristico I
heuristico

Rigor excessivo ou falso rigor

falso rigor

\ Obstaculo de Divisao histdricas
= o PR
Aproximacdo ao limite J Eudoxo

ndo & uma operacdo
matematica TR

Obstéculo de
\ Fermat
e
\ Obstdculo cinético

[Dbstéculo heuristico estatico )

Figura 1. Quadro ilustrativo das ideias discutidas em Sierpinska (1987, p. 372) sobre os
obstaculos epistemoldgicos relacionados a nogdo de limite (elaboragdo prépria).
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A figura 1 da pdgina anterior caracteriza de modo simplificado um quadro de
relacdes proposto por Sierpinska (1987). A autora descreve os obstdculos heuristicos
estdticos com intui¢des livres da ideia de movimento. Enquanto isso, os obstdculos
heuristicos cinéticos sdo relacionados as ideias vinculadas ao movimento. Em cada
relacdo estabelecida acima intervém, de algum modo, as categorias do raciocinio
intuitivo mencionados pela autora.

Note-se que quando Sierpinska fala sobre intuicdes livres da ideia de movimento
fornece como, por exemplo, na expressdo “encontrar o limite” significando algo do qual
as aproximacdes sdo conhecidas”. E quando sublinha as ideias vinculadas ao
movimento, exemplifica a situagdo em que “encontrar um limite significa algo que se
aproxima infinitamente” (SIERSPINSKA, 1987, p. 372).

Sierpinska (1987) categoriza quatro possibilidades de obstaculos. A partir de (1)
temos: (i) Obstdculos heuristicos estdticos geométricos — (ObEG); (ii) Obstdculos
estdticos numéricos — (ObEN); (iii) Obstdculos cinéticos geométricos — (ObCG); (iv)
Obstdculos cinéticos numéricos — (ObCN).

Ao apresentar as possibilidades de surgimento de barreiras e entraves’' 2

aprendizagem da nocao de limites, Sierpinska (1987, p. 373) lembra que

A propriedade da dualidade dos obsticulos epistemoldgicos fornece
um sinal: se a presencga dos obstaculos epistemoldgicos no estudante é
relacionada com uma convic¢do de alguma espécie, entdo, superar tal
obstaculo ndo consiste em substituir uma convic¢cdo por oposi¢cdo a
outra. Isto poderia falhar em virtude da dualidade do obsticulo.
(traducdo nossa)

A pesquisadora canadense faz consideracdes de situacdes de sala de aula que
encerram conflitos didéticos e cognitivos que ndo podem ser evitados de modo simples.
Quando falamos sobre o ensino do conceito de limite, vale a pena explicar que este é
abordado geralmente no primeiro ano dos cursos de Licenciatura em Matematica.

Sob os prismas epistemoldgico e psicoldgico, sua compreensdo € necessdria para
a aquisicdo das nog¢des de derivada e integral, tanto no caso de Uma como no caso de
Virias Varidveis. Sua importancia historico-epistemolédgica, por exemplo, é destacada
por Bos (1985, p. 153), que sublinha a posicdo de d”Alembert, ao declarar que “a teoria

dos limites € a verdadeira base metafisica do calculo diferencial”.

7 Na conclusdo do seu artigo, Sierpinska (1987) argumenta que é claro, com base nos dados precedentes
que “nenhum obsticulo epistemoldgico foi completamente superado em qualquer estudante. Porém,
conflitos mentais nascem e podem ser um ponto de partida inicial”.
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Por outro lado, quando nos atemos a uma preocupacdo com vista ao ensino,
Brolezzi (2004 apud ZUCHI, 2005, p. 19) refere-se a nocdo de limite, cuja definicdo €
apresentada na disciplina Cdlculo, em cursos regulares de Matemédtica, como ‘“um
exemplo de abstragdo mais forte e que deveria ser adiada até um momento de
apresentacio mais oportuno para os alunos que iniciam o Célculo I”.

O mesmo autor relata ainda o exemplo das dificuldades encontradas pelos
gregos, no que se refere ao dominio de uma linguagem algébrica apropriada que
permitisse o tratamento da nogdo de limite. Deste modo, € natural a manifestagdo de
alguma incompreensdo dos estudantes no estudo e no emprego deste conceito no
primeiro ano de universidade, como indicam alguns estudos (PINTO, 1998; ALVES e
BORGES NETO, 2007; 2009a).

Estas incompreensdes surgem ndo apenas como consequéncia das propriedades
explicitas e intrinsecas a defini¢do formal. Neste sentido, Tall (2002, p. 17) lembra que
“um matemdtico usualmente toma uma idéia matemdtica complexa e simplifica-a,
quebrando-a em componentes mais simples e mais faceis de ensinar numa seqiiéncia
l6gica e acrescentamos ndo necessariamente didatica”.

Por outro lado, pensamos que “um conceito ndo € dado somente por sua
explicacdo formal, contudo vem equipado com uma intengio informal.” (KROMER,
2007, p. 2). Estas duas faces da moeda, no caso, explicagdo formal/intenc@o informal,
sdo facilmente identificadas pelo matematico profissional, entretanto, por parte do aluno
ndo se pode esperar o mesmo. De fato, Hardy (2009, p. 356) evidenciou num estudo
empirico que, “enquanto um matemadtico enxerga um limite que pode ser obtido por
meio de substituicdo direta, os estudantes observam o mesmo como algo que pode ser
determinado por meio de uma técnica algébrica”.

Partes destas incompreensdes e reducionismos podem ser produzidas com um
ensino e/ou metodologia inadequadas, que desconsiderem elementos intrinsecos a esta
no¢do, como alguns que mencionamos anteriormente. Tentaremos exemplificar esta
situacdo mais uma vez, recorrendo aos episddios na Histéria da Matemadtica.

De fato, o conceito de limite de fungdes em uma varidvel, do ponto de vista da

Matematica Moderna, € simbolizado por Lim__ f(x)= L (LAGES, 2010, p. 196). Este

foi motivo de querelas ideoldgicas entre matematicos, como Jean Le Rond d”Alembert
(1717-1783), Benjamin Robins (1707-1751) e James Jurin (1684-1750). “E se olharmos

de perto alguns episédios da Histéria da Matematica relacionadas a este conceito,
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percebemos o quanto a nocdo de limite para d”Alembert envolvia uma falta de clareza”
(BOS, 1985, p. 31).
D’Alembert tenta resolver alguns problemas com a  seguinte

notagdo: Lim _,, f (x) = Lim y,onde y = f(x), mas a obscuridade, segundo seus criticos,

ainda permanece. Alids, “uma das polémicas entre seus contemporineos, como por
exemplo, os outros dois matematicos citados anteriormente, se referiam se a varidvel
alcanca seu limite ou ndo.” (Idem, 1985, p. 31).

Episédios como os que ora relatamos, apontam os entraves enfrentados pelos
matematicos ao lidar com a referida nogdo. O curioso € que, alguns deles manifestam
uma tendéncia, conforme apontam os estudos, em se manifestar também no ensino

ordindrio da academia. Com efeito, Maurice (2002, p. 8) sublinha que

Virios tipos de limite ensinados fazem apelo a nocdo de infinito. A
definicdo desta nogd@o proposta pelos manuais € sucinta. A presenca de
uma defasagem entre o conceito de infinito e o seu modo de calcular
torna o ensino desta nocdo obscuro (traducio nossa).

Apesar de fazer referéncia, no contexto do ensino canadense®, 2 nocdo de limite
no infinito, as consideracdes de Maurice podem perfeitamente ser generalizadas as
outras formulacdes mateméticas do mencionado conceito. Afinal, de um modo geral,
“no primeiro curso de cdlculo com limites, os alunos cometem inimeros erros”
(MAURICE, 2000, p. 13). Assim, em sua tese, ele destaca os seguintes tipos de erros:
(1) erros de notacdo; (ii) erros algébricos; (iii) escolha inadequada de técnica
operatoria pata eliminar indeterminagdes. Adverte para a nocdo de que “os motivos dos
erros podem ser inimeros e diversos, entre outros, eles podem ser de ordem pedagdgica
ou de ordem matematica”. (MAURICE, 2000, p. 16).

Um erro pedagégico classico, que j4 mencionamos, ocorre quando o professor
inverte a real ordem histérica de surgimento do conceito em sala de aula. Giraldo (2004,
p- 30) lembra as observacdes de Cornu (1991), em sua tese, quando explica que, na
primeira metade do século XX, os livros-textos franceses introduziam a nogdo de limite
de forma intuitiva, para, entdo, introduzir a no¢do formal de derivada, caracterizando

uma inversdo do real sentido histérico do conceito.

§ Hardy (2009, p. 355) relata em seu artigo que, “quando tratam com os problemas propostos, os
estudantes tem mostrado que seu pensamento ndo € o pensamento matemdatico. Eles justificam suas
escolhas de uma técnica manejando um problema por intermédio do estabelecimento de suas crencas e
convic¢do de que a técnica de fato se aplica. Estas convicgdes e crencas sdo elas mesmas baseadas em
elementos comunicados por tradi¢do (explicitamente comunicadas nas solugdes escritas pelos professores
e tornadas validas aos estudantes”.
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Ghedamsi (2008, p. 12), caracteriza outro fator de ordem pedagdgica que
proporciona dificuldades para os alunos quando explica que os tipos de raciocinios
requeridos sdo frequentemente dificeis de identificar, “mas podemos notar que os
programas ndo prevéem os tipos de tarefas para trabalhar os raciocinios do tipo
condicdo necessdria e suficiente”. Apesar de fazer referéncia ao ensino de Andlise Real,
Ghedamsi enfatiza que, assim como o ensino de Cdlculo, o de Andlise pode ser baseado
na intui¢do, embora na pritica seu papel seja enfraquecido.

Ghedamsi, assim, destaca a no¢@o de que “tudo se passa como se as escolhas
didéticas conduzissem a condugd@o do rigor neste ensino pela validacdo formal, mas de
modo ndo declarado.” (2000, p. 12). E estas exigéncias, principalmente no que diz
respeito as exigéncias formais, proporcionam e ensejam incompreensdes nos estudantes.

Outros fatores s@o relatados de modo interessante por Celestino (2008). Ele
manifesta uma preocupagdo especifica com obstdculos epistemoldgicos’ e outras
dificuldades. Em seguida, identifica as concepg¢des dos estudantes do Ensino Superior
referentes ao referido objeto matemaético.

Note-se que, dentre as concepg¢des divisadas por Celestino, merecem destaque as

que caracterizam

[...] o limite como um valor do qual os termos da sequencia se
aproximam cada vez mais e esta aproximacdo deve ser obtida com
valores crescente ou que estejam bem préximo de um certo niimero,

2

entretanto, este ndo € atingido. A simbologia também proporciona
dificuldades, quando declara que o obsticulo do simbolo /im traz
dificuldades aos alunos em perceber que o limite €” e a “a funcdo se
aproxima de”, em geral, l€em “o limite se aproxima”. (CELESTINO,
2008, p. 170).

Os elementos ora apontados que se relacionam e caracterizam a incompreensio
dos estudantes, em alguns dos casos, ndo sdo atuais e podem possuir uma forte raiz no
passado. Sendo assim, na tese de Zuchi (2005), no capitulo 3, encontramos um
levantamento histérico com uma atengdo as incertezas, tentativas, conflitos e
contribuicdes em torno da nocdo de limite. Zuchi recorda, por exemplo, a subdivisdo
infinita progressiva em torno da disputa entre Aquiles e a tartaruga

Neste episédio emblematico, identificamos a nog¢do de limite envolvida quando
nos atemos a necessidade de aproximacgdo, na medida em que o tempo passa. Outra

ideia que envolvia a nocdo ingénua de /imite na Antiguidade diz respeito as tentativas de

9 . < . ‘- = . . .
Giraldo (2004, p. 33) explica que “os obstdculos epistemoldgicos ndo estdo associados a quaisquer

fatores externos, mas a prépria natureza do conhecimento cientifico — sdo inerentes ao préprio ato de

saber, constituintes essenciais e inevitdveis do préprio conhecimento a ser construido ou adquirido”.
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inscrever e circunscrever, por paste dos matematicos, “figuras retilineas em uma figura
curva”. (ZUCHI, 2005, p. 39)

A autora recorda-se de que, na “Quadratura da Pardbola, Arquimedes calculou a
drea do segmento parabdlico. Ele inscreveu sucessivos tridngulos no segmento de
pardbola, calculou a drea desses tridngulos e obteve valores cada vez mais préoximos do
pretendido, somando as dreas dos sucessivos tridngulos.” (ZUCHI, 2005, p. 40).

Ja no século XVII, encontramos em Cavalieri (1598-1647) o uso do conceito dos
indivisiveis, bem como nos trabalhos de Blaise Pascal (1623-1662). Outro matematico
lembrado por Zuchi, que desenvolveu um trabalho usando alguma noc¢do ligada ao
conceito de limite, foi John Wallis (1616-1703). Zuchi sublinha que “o simbolo que
atualmente usamos para representar o infinito (e ) é uma curva chamada, tecnicamente,
de lemniscata. Esse simbolo foi usado nas obras de se¢des conicas.” (ZUCHI, 2005, p.
42).

Refere-se que a nocdo do infinito é discutida por vdrios autores. Evocamos, por
exemplo, Couturat (1896, p. 435), quando argumenta que “a relacdo entre uma grandeza

qualquer e uma grandeza nula é maior que todo nimero racional ou inteiro [...] N6s a
representaremos pelo simbolo oo, que se diz o infinito, e escreveremos 6:oo .0

l6gico, matematico e filésofo francés Louis Couturat (1868-1914) descreve uma
variedade de significados em diversos contextos matemdticos para o simbolo oo,
frequentemente empregado no ensino ordinario de limites.

Vale observar que o infinito inspirou incertezas entre os proprios matematicos
enquanto sua significacdo exata e precisa ndo se estabelecia. De fato, muitos
matemdaticos o refutavam e ndo o compreendiam. Por outro lado, “a Matematica
apoderou-se do conceito de infinito dando-lhe um sentido ndo s6 operativo, mas
também filoséfico. Arquimedes é talvez o primeiro a dar ao infinito o sentido que ele
tem para os fisicos.” (ZUCHI, 2005, p. 49).

O matemético inglés David Tall e colaboradores produziram trabalhos pioneiros
sobre o assunto de limites desde a década de 1970. Assim, Schwarzenberger & Tall
(1978, p. 44) salientam que, “no primeiro ano de universidade, estudantes de

matemdtica sdo questionados se 0,9999......¢ igual ou menor do que 1?”. Muitas das

respostas fornecidas envolvem conceitos infinitesimais. Neste ambito de ensino,
Schwarzenberger e Tall lembram que o uso da linguagem informal pode permitir

traducdes ndo intencionais da linguagem e proporcionar algumas dificuldades.
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Schwarzenberger e Tall (1978, p. 44) advertem, ainda, para o fato de que os
professores ndo ajudam numa situacdo em que “mostram claramente apreensivos com o
processo de limite e, deste modo, transmitem seus temores aos alunos. Problemas do
subconsciente como este produzem grandes dificuldades posteriores, impedindo ou
mesmo bloqueando uma posterior compreensio.”. Em outro estudo individual, Tall
(1980, p. 170) explica que “o pensamento matematico extrapola a experi€ncia pratica
individual”.

O processo do calculo de limites € justamente um exemplo disso. Com efeito,
“para entender a natureza do processo de pensamento € insuficiente analisar a propria
Matematica, necessitamos compreender o préprio processo de raciocinio.” (TALL,
1980, p. 170). Adotando posic¢do que valoriza o entendimento dos processos cognitivos,
conscientes e inconscientes para a apreensdo conceitual deste e de outros conceitos de
Matematica do nivel académico, David Tall desenvolve interessante discussdo acerca
das representacdes mentais que o individuo elabora ao interagir com tais objetos
conceituais de natureza complexa.

Amparando-se numa categoria cunhada em parceria com Slomo Vinner, ele
explica que um individuo pode carregar consigo todas as representagdes visuais
relacionadas a determinado conceito matemadtico, chamada de imagem mental. Tais
representacdes auxiliam na elaboracdo de um conjunto de representagdes associadas a
um conceito, na mente de um individuo.

Assim, com suporte na noc¢do de imagem conceitual (concept image), Tall
caracteriza a ideia de definicdo conceitual (concept definition) que € “a forma em
palavras para a descricdo do conceito.” (TALL, 1980, p. 172). Mais adiante, ele adverte
para o fato de que “podem ocorrer ocasides em que a definicio formal (formal
definition) seja fornecida de modo antecipado num curso de Matemadtica, e os exemplos
e o trabalho que segue criem diferentes imagens conceituais nos estudantes”.

E o caso, por exemplo, do simbolo Lim_, f(x). “Na Inglaterra, eles sdo

introduzidos no seu manuseio informal, e a definicdo formal surge apenas depois. Isto
significa que a imagem conceitual é construida antes que qualquer defini¢do formal
conceitual seja fornecida.” (TALL, 1980, p. 176).

O percurso metodoldgico sugerido por Tall nem sempre, é o mais valorizado, e
as consequéncias, em certos casos da inversdo de sua introducdo, podem causar o

surgimento de obstdculos epistemologicos. Com uma preocupagdo semelhante, Giraldo
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(2004, p. 34) recorda os obstdculos epistemoldgicos relacionados a nocdo de limite,
descritos pela primeira vez na tese de Bernard Cornu, que sdo “a falha em relacionar
ndmeros com dreas; as nocdes de infinitamente pequeno e infinitamente grande; o
aspecto metafisico da nocdo de limite; o limite € atingido ou ndao?”

Hodiernamente, no contexto ainda do seu ensino, Giraldo (2004, p. 36) chama

atencdo de que,

Embora a questdo da formulag@o rigorosa do conceito de limite tenha
se esgotado na definicdo formal em termos dos seus épsilons e delta, a
comunica¢do matematica informal continua a langar mdo de termos
imprecisos, tais como ‘arbitrariamente pequeno’ — da mesma forma
em que se fazia nos tempos de Cauchy. No contexto pedagdgico em
particular, expressdes como essa sdo usadas por professores na
tentativa de simplificar situagGes teoricamente complicadas para
ajudar os estudantes.

Giraldo recorda algumas reflexdes importantes de Cornu, ao destacar o fato de
que muitos professores ingenuamente acreditam que “a simplicidade e a clareza da
explicacdo sdo condigdes suficientes para garantir a compreensdo dos estudantes -
quando na verdade seria importante apresentd-los o conceito ensinado em toda sua
complexidade.”.

Note-se que, em muitos casos, ante ao quadro de incompreensdo do referido
conceito, o seu ensino se restringe a determinados aspectos manipulatérios, o que
preserva as semelhancas com o treinamento escolar anterior, a que, o estudante foi
submetido durante anos. Edwards, Dubinsky e McDolnald (2005, p. 18) se manifestam

em relacdo a tal fato do seguinte modo:

Nos cursos de Calculo, os estudantes sao frequentemente obrigados a
avaliar limites, entretanto, tal atividade ndo necessariamente requer
um pensamento matematico avancado por que pode ser reduzido a
manipulagdes simbdlicas automaticas. (traducio nossa)

Para concluir esta secdo, apresentaremos e desenvolveremos raciocinio

comparativo entre duas definicdes. A primeira, formalmente, é descrita por

Lim_, f(x)=L (LIMA, 2010, p.123), ou, equivalentemente, temos a seguinte
formulag@o descrita pelo modelo épsilon e

delta:vVe >0306>0; xe X, O<|x - a| <0=0< |f(x) - L| <&(*). A segunda definicdo
equivalente ao  simbolo  Lim _, f(x)=f(a) equivale a dizer que

Ve>036>0;xe X, 0<[x—d|< 5= 0<|f(x) - f(a)|<e.
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A segunda formulacdo descreve uma nogdo que chamamos de continuidade.
Aparentemente, apesar de diferencas sutis em ambas as formulagdes envolvendo o
modelo por épsilon e delta, a segunda nocdo produz uma interpretacdo intuitiva,
sobretudo quando observamos sua exploragdo por parte dos autores (LANG, 1971;
GUIDORIZZI, 2010; STEWART, 2004) de livros didaticos de CUV, ao atribuirem os
termos explicativos e metafdricos de “salto” ou “rupturas” no grifico de uma fungdo
descontinua.

Note-se que, em geral, os alunos “sdo familiarizados com funcdes continuas”

(REVUZ, 1972, p. 284). Além disso, observamos que

Eles sabem dizer o que é em geral uma aplicacdo, mas quando
requisitamos exemplos de aplica¢des de um intervalo de R em R,
eles citam no maximo polindmios ou fun¢des homogréficas. A palavra
continua em linguagem corrente evoca situacdes nas quais a descri¢do
matemadtica faz apelo a nogdo de conexidade e, mais raramente, a de
aplicacdo continua, e a linguagem matemdtica elementar &
contaminada pelo uso vulgar. Os alunos citam como exemplo a funcdo

descontinua x — l . (REVUZ, 1972, p. 284; tradug@o nossa)
X

Observamos neste trecho a critica do matematico André Revuz que questiona o
emprego metafdrico e a interpretacdo livre da no¢do de continuidade de fung¢des. No que
diz respeito a defini¢do formal, Revuz critica as abordagens que discutem a noc¢do de
continuidade num ponto, sem considerar a ideia de continuidade uniforme. Ele adverte
que “a nocdo de continuidade num ponto € mais fina do que a noc¢do de continuidade
uniforme” (1972, p. 287), além disso, a primeira no¢do é consequéncia da segunda.

Revuz salienta o cardter intuitivo da nocdo de continuidade num ponto, ao

explicar que “podemos obter um valor f(x)tdo proximo que desejamos de f(x,),
tomando-se um valor x tdo proximo o quanto desejamos de x,”. Outra interpretagdo
fornecida por ele, geralmente omitida do ensino de Célculo, é descrita por: uma
aplicacio f:U cR —>R € continua num ponto x, se, € somente se, para todo
intervalo centrado em f(x,), existe um intervalo aberto J centrado em x,, tal que a
imagem de todo elemento em J pertence a I, ou seja, f(J)c 1.

Revuz fornece desenhos ilustrativos para significar esta ultima caracterizagao.
Explica que “as que sdo mais sugestivas sdo as que apresentam duas retas verticais e R

como conjunto de saida. A correspondéncia entre x e f(x) € simbolizada por flechas.”

(REVUZ, 1972, p. 288).
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Figura 2. Discussdo da nogdo de continuidade proposta por Revuz (1972, p. 288-289).

No lado direito da figura 2, vemos outro desenho explicativo fornecido por
Revuz. Ele interpreta-o da seguinte forma:

Outra figuracéo interessante consiste em representar o RXR na parte

do plano utilizada. Designando por B, a banda paralela ao eixo Ox e

projetando sobre o eixo Oy segundo o intervalo I, ela nos conduz ao
enunciado: f é continua em X, se para toda banda B, a projecdo sobre

Ox da intersegdo de B, com o grifico de f(x)contém um intervalo
de centro x,. (REVUZ, 1972, p. 288; tradugdo nossa)
Observamos a preocupagdo de Revuz com a diversidade de formulagdes e

interpretacdes geométricas da mesma nogdo. Revuz argumenta ainda que

Nao compreendemos verdadeiramente o sentido de um enunciado se
ndo somos capazes de reconhecé-lo de formas diferentes e fazer
comparar as formas diversas com o objetivo de facilitar a
compreensdo. (REVUZ, 1972, p. 290; traducdo nossa)

As colocagdes de Revuz se harmonizam a uma critica do ensino atual de Célculo
que, mesmo com a apresentacdo e discussdo, o que ndo é muito frequente, de indmeras
formulagdes/interpretagdes, como, neste caso, do conceito de continuidade, via de regra,
o professor finda por empregar e adotar como principal estratégia reducionista, na
abordagem de resolucdo de situagdes-problema, as seguintes condigdes:

(1) Ff(a); (1) Ilim _,, f(x); (i) im _,, f(x)= f(a).

Antes de debater a maneira intuitiva pela qual a nog¢do de continuidade é
apresentada, recorremos a Fischbein (2002a, p. 312), quando explica que “o termo
metafora foi empregado, de modo geral da poesia e literatura.”. Em sua defini¢do
original significa “uma transferéncia de significado de um conceito para outro”. Mais

adiante no mesmo artigo acrescenta que em muitas instincias, “o uso do termo
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‘modelos mentais’ em vez de metifora ou analogia é mais apropriado. Parece que o
termo ‘modelos mentais’ €, teoricamente, mais rico em potencialidades.”.

Agora que comentamos uma nocao discutida por Efrain Fischbein, evidenciamos
um ensino da no¢do de continuidade eminentemente apoiado em metdforas conceituais
e, consequentemente, na promocdo de modelos mentais. De fato, encontramos, no
ensino de CUV, alguns expedientes interessantes que, num curso introdutdrio,
produzem resultados alvissareiros.

Destacamos a argumentacdo intuitiva sugerida tanto pelos livros didéticos
(STEWART, 2004, p. 123) como pelo professor, ao declarar que “fun¢des continuas
ndo apresentam saltos ou rupturas no grafico.”.

Em outros casos, detectamos indicacdes, sugerindo até mesmo um procedimento
para se verificar a continuidade da fungdo. Neste procedimento, o aluno € orientado a
colocar a ponta do lapis no grafico e percorré-lo. Se, em algum ponto, for necessirio
retirar a ponta do l4pis do papel, serd neste ponto onde a fungdo perde a referida

propriedade local.

(5] \ (&5

3> 4D
Figure 1-1: Which of these are graphs of continuous functions?

Figura 3. Situacdo-problema discutida por Tall (1988, p. 12).

Neste sentido, Tall (1988) discute os resultados evidenciados em outras
investigacdes. Ele apresenta fun¢des que possuem graficos com “rupturas” (figura 3) e,
mesmo assim, sdo continuas em todos os pontos do seu dominio (item 4). Finaliza
dizendo que “uma abordagem espaco-visual pode fornecer aos estudantes poderosas
intuicdes, porém, uma vez mais, ndo sao suficientes.” (TALL, 1988, p. 11)

Deste modo, notamos a prética do ensino da nogdo de continuidade por meio de
metdforas ou modelos mentais que deveriam ser pensados de modo provisério, uma vez
que, o embasamento tedrico formal a posteriori ndo pode ser posto de lado; entretanto,

como relacionar as condi¢des (1) If (a); (i) Ilim __, f(x); (1) lim _,, f(x)= f(a);
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usualmente aplicadas, com a continuidade ou descontinuidade de uma fung¢do? Como
identificar, por exemplo, o cardter limitado da funcdo continua num ponto por meio
destas condicdes formais?

Referendando-nos em nossa experiéncia, observamos que os livros didéticos
(APOSTOL, 1967; CALLAHAN, 2010; GHORPADE e LIMAVE, 2010; GRABINER,
1981; HAIRER e WARNER, 2008; KAPLAN e LEWIS, 1970), de modo predominante,
apresentam defini¢ées formais fundamentadas no modelo épsilon e delta, entretanto,
exploram a posteriori procedimentos analiticos, que ndo evidenciam de forma explicita
o viés intuitivo da mesma nog¢ao e, adotam, de forma peremptoria metdforas e analogias
que, para um iniciante, dificilmente se relacionam ou explicam o modelo formal.

De fato, ao analisarmos as trés condicdes que caracterizam a no¢do de
continuidade, € possivel extrair alguma informacdo relativa a existéncia de alguma
“ruptura” ou a necessidade de se retirar a ponta do 14pis do papel que se relaciona com a
presenga de “pulos de descontinuidade.” (STEWART, 2004, p. 123)?

A relagdo é menos evidente, quando necessitamos extrair alguma informacao
geométrica do modelo por épsilon e delta, entretanto, “nos processos de raciocinio
devem intervir modelos sobre os quais ndo estamos conscientes, que substituem
tacitamente alguns dos componentes originais dos processos de raciocinios.”
(FISCHBEIN, 2002a, p. 313). Assim, o professor precisa manter sua vigilancia com
vistas a explorda-los, na medida em que sejam necessdrios e significativos ao
aprendizado dos estudantes.

O uso de argumentagcdes de natureza metaférica e intuitiva pode fornecer uma
compreensdo inicial, proviséria e limitada para o nosso caso de continuidade de uma
funcdo. E, num momento posterior, as relagcdes mais proficuas com o modelo formal

precisam ser efetivadas pelo docente.

Na préxima se¢do, discutiremos o contexto do ensino e as pesquisas voltadas ao

conceito de derivada, que pode ser simbolizado por f'(a), ﬂ, ﬂ(a), M,
dx dx dx

df (x)ou D_f(x). Nele, a nocdo de limite € essencial para a sua caracterizacao.

39



1.3 Sobre o ensino de Derivada

Foi apenas em 1893 que Stolz introduziu a nocdo de
difenrenciabilidade em vdrias varidveis e, somente em 1911, o
desenvolvimento da andlise funcional permitiu a Fréchet introduzir a
diferencial em termos modernos de interpretacio como mapas
tangentes lineares. (ARTIGUE, 2002, p. 168; tradug@o nossa)

E sabido que alguns estudantes sio introduzidos na nocio de
diferenciacdo como uma regra que se aplica sem muita atengdo a fim
de revelar as razdes para justificacdes e procedimentos. (ORTON,
1983a, p. 242; tradugdo nossa)

Dall anese (2006, p. 13) lembra, apds analisar indmeros trabalhos discutidos em
(JIMENEZ, 2003), relacionados com o ensino do Calculo, que seu ensino ndo apresenta
muitas modificacdes e as dificuldades dos alunos permanecem.

Em parte, como evidencia Dall anese, os motivos decorrem do fato de que os
conceitos do Célculo sdo dificeis e anti-intuitivos. Note-se que, em sua tese, o autor
trabalha com um objeto matemdtico chamado de taxa de variagdo o qual apresenta um
viés bastante intuitivo, quando comparado a no¢do de limite e que tratamos na sec¢io
passada.

Stedall (2008, p. 106), por sua vez, apresenta um diagrama ‘“que reproduz a
riqueza e a complexidade das ideias que impulsionaram o Célculo. O que serve para
mostrar que o progresso matemético em qualquer simples problema € raramente tratado
de modo linear.”.

O cardter de linearidade, marcante do raciocinio matematico 16gico-formal,
preserva caracteristicas que o diferenciam do raciocinio intuitivo. Note-se que Stedall
(2008) indica a predominancia das ideias heuristico/intuitivas das nocdes do Calculo
que ndo evoluiram com origem neste modelo linear, tradicional, do raciocinio
matematico.

Seu ensino é, por vezes, estabelecido com vistas a desrespeitar a evolucdo
particular do conceito de diferenciacdo. Na citacdo da segunda epigrafe, Orton realca
um viés deste ensino, quando reduz a aprendizagem do Cilculo ao dominio de
‘técnicas’ e procedimentos necessarios na diferenciacdo.

Outro fator de preocupagio destacado por Orton diz respeito ao ensino baseado
no rigor excessivo, ao acentuar que “nenhuma prova algébrica se faz necessiria e isto
pode ser uma adequada introducdo inicial para a diferenciacdo.” (ORTON, 1983a, p.
242).

40



The chronology of Newton's calculus
as reconstructed by D T Whiteside in Mewton 1967-1981, 1, 154
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Figura 4. Diagrama explicitando os progressos e fases de evolugio das ideias do Célculo
descrito por Stedall (2008, p. 106).

Acima (figura 4) perspectivamos a distancia entre os momentos iniciais de
imprecisdo, pouco rigor e o tratamento intuitivo das nocdes em sua génese.
Sublinhamos o fato de que, parte das dificuldades de rigorizacdo (CARACA, 1970;
GRABINER, 1981; HILBERT, 1902; HOEFER, 1874; WILDER, 1959) de alguns dos
conceitos do Calculo, particularmente a nocdo de derivada, decorre da “complexidade
das nocdes intuitivas referentes a tais objetos conceituais.” (BOYER, 1959)

Deste modo, diferenciamos uma intuicdo que possibilita a compreensdo de
objetos captados pelos 6rgdos sensorios, e outra faculdade intuitiva, que possibilita ao
matematico captar a esséncia de objetos, conceitualmente falando, mais complexos.
Vejamos um exemplo de concepgdo partilhada por alguns mateméticos. Comecamos

por Felix Klein (1849-1825) que, num de seus artigos, se referia da seguinte forma
A intui¢do ing€nua, por outro lado, foi especialmente ativa durante o
periodo de génese do Caélculo Integral. Assim, vemos Newton assumir

sem hesitar sobre a existéncia, para todo caso, da velocidade de um
ponto mével, sem questionar a si mesmo sobre se quer a possibilidade
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de uma funcdo descontinua e sem derivada. (KLEIN, 1893, p. 15,
tradugdo nossa)

Mais adiante, explica a diferenca entre o que ele nomeou de ‘intuicio ingénua’
(naive intuition) e outra expressdo tratada por ele como ‘intui¢do refinada’ (refined
intuition), acrescentando que,

Em minha opinido, a raiz deste assunto pertence ao fato de que a
intui¢do ingénua ndo € exata, enquanto que a intuicio refinada néo é
propriamente uma intuicdo, porém, surge a partir do desenvolvimento
de axiomas, considerados perfeitamente exatos. (KLEIN, 1898, p. 15,
traducdo nossa).

Klein (1898)" fornece exemplos ilustrativos e argumenta que, quando pensamos
num ponto, ndo pintamos em nossa mente um ponto matemdtico abstrato, porém,
substituimos algo concreto por este. Quando imaginamos uma linha, ndo descrevemos
para nds proprios, comprimento sem espessura. Quando, porém, consideramos uma
faixa com determinada extensdo, esta possui sempre uma tangente, isto €, podemos
sempre imaginar uma linha reta que possui uma pequena por¢cao em comum com uma

curva (figura 5). Para Klein, as definicées matemdticas nesse caso sao aproximativas e

indiscutivelmente necessdrias para a atividade matematica.

Figura 5. Desenho sugerido por Klein (1898), relativamente a nog¢@o intuitiva de derivada
Temos aqui um exemplo interessante, onde evidenciamos a flagrante
contradi¢do entre nossas crengas intuitivas, que podem ser tomadas, segundo Klein, por
intui¢des ingénuas, e nossas crengas formuladas com base num corpus teorico, como no
caso do Célculo. Episédio semelhante é recordado em Hersh (1997, p. 50), quando

menciona que “Edmund Landau, um dos mais poderosos pesquisadores em teoria dos

A argumentacdo desenvolvida por Félix Klein (1849-1925) apresenta intima dependéncia com a
diversidade de representagdes mentais que o individuo possui e consegue mobilizar por intermédio da
percepgdo. A existéncia destas representagdes mentais no processo perceptivo € assumida por Morais
(2006, p. 20).
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ndmeros, descobriu fatos importantes sobre funcdes analiticas descritos pelo teorema
das duas constantes.”. Ele provou, mas ndo acreditava no teorema. Hersh acrescenta que

“ele trabalhou ainda por anos até que sua intui¢ao aceitasse o fato.” (HERSH, 1997)

Este fato evidencia que o processo intuitivo pode ocorrer antes, durante e apds
determinado estabelecimento de um fato matemadtico ou o estabelecimento de uma
verdade matemdtica. Neste caso, referimo-nos a demonstragio de um teorema
procedente de Landau. Neste episodio, temos, marcadamente, o uso da refined intuition,
na acep¢do de Klein. Sua importancia € atestada também por Bunge (1996, p. 127),
quando esclarece que “a relacdo entre certas construcdes (simbolos, conceitos,
proposi¢des) e as correspondéncias sensoriais ndo é ldgica e sim intuitiva, como

destacou Einstein”.

Deste modo, concordamos em parte com Dall“anese (2000, 2006) ao discutir o
cardter intuitivo da noc¢@o de raxa de variagdo, entretanto, preferimos a explicacdo
dando conta de um modo peculiar de intuicdo capaz de captar e proporcionar o
entendimento dos conceitos matematicos.

De fato, necessitamos de uma habilidade intuitiva para diferenciar aspectos que
se relacionam de modo intrinseco a este ou a outro conceito. Neste sentido, Pinto (1998,
p- 117) nos fornece informagdes interessantes, quando detectou o fato de que alguns dos
sujeitos participantes de sua investigacdo evocavam “imagens mentais relacionadas a
diferenciabilidade que nd@o distinguiam uma funcdo diferencidvel de uma fungédo
continua”.

Mais adiante, a autora acrescenta que “os estudantes ndo foram capazes de
fornecer exemplos de fungdes continuas, mas ndo diferencidveis”. (PINTO, 1998, p.
117). Deste modo, neste caso, depreendemos que, desde as respectivas definicoes
Jormais do fendmeno local, que caracteriza a no¢do de continuidade, e do objeto
matemdtico conhecido por derivada, os alunos manifestam dificuldades de
entendimento, em grande parte com base elaboracdo progressiva de imagens mentais
dos referidos conceitos matematicos.

No caso especifico da derivada, considerando de modo mais pormenorizado seu
viés intuitivo, concluimos que, em parte, isto decorre da outra no¢do, nomeadamente a
nocdo de limite. Neste sentido, D"Avoglio (2002, p. 59) evidencia que “os alunos tém

dificuldade para entender o conceito de derivada de uma fungdo no ponto, definida de
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maneira formal, a partir do conceito de limite.”. Giraldo (2004, p. 30) desenvolve uma

argumentacdo que reforca o mesmo ponto de vista. Ele declara que

A conceituacdo formal de limite, por meio de épsilons e delta,
demanda um nivel de abstragdo incompativel com os cursos iniciais de
Cilculo Diferencial e Integral. A definicdo forma de derivada, por sua

vez, depende do conceito de limite f'(x) =lim,_,, P

Desta forma, uma estratégia pedagdgica comumente utilizada para a
introducdo do conceito de derivada envolve a expressdo algébrica
acima (muitas vezes ilustrada por uma figura representando retas
secantes aproximando-se de uma reta tangente), sem qualquer
tratamento formal anterior para o conceito de limite.

Tall (1997, p. 3) aponta a contribui¢do, nem sempre proficua, dos livros
didéticos, quando se recorda de que “alguns textos ndo fornecem a defini¢do formal da
reta tangente e, preferivelmente, exploram a ideia intuitiva da reta tangente que toca a
curva.”. Mais adiante, ele explica que, “no ensino, trabalhamos a no¢do de que quando
um grafico possui uma tangente, mesmo com alguma amplia¢do do gréfico, o trecho
que compreende a reta tangente e o grifico € indistinguivel.” (TALL, 1997, p. 3-4).
Entretanto, “em minha experiéncia, acredito que os estudantes necessitam de uma

orientacdo melhor deste ponto de vista.” (Idem, 1997, p. 4).

David Tall menciona o componente de responsabilidade do livro didatico, que
nem sempre justifica o termo “didatico”. Por exemplo, a mudanca notacional verificada
do CUV para o CVV € considerdvel, como percebemos na figura 6, na sequéncia

abaixo.

Referendando-nos em nossa experi€ncia, defendemos a ideia de que alguns

aspectos do CVV poderiam ser explorados no CUV, por exemplo, explorar as trés

dimensdes. Por que o CUV é desenvolvido pelos livros apenas no R*?
Por que ndo se consideram fungdes do tipo z= f(y) ou z= f(x)e se pede a

(Y34

o o .o.odz
taxa de variagdo das varidveis “z” e “’y” ou a taxa de variacdo I ?
x
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Figura 6. Quadro comparativo da no¢a@o de derivada no CUV e no CVV.

Por outro lado, os livros didaticos expressam e refletem os paradigmas

educacionais e modelos vigentes de uma época. Particularmente na Matematica, ocorre

0o mesmo, bastando-se observar as reflexdes desenvolvidas por Michelle Artigue, ao

recordar alguns episddios da Histéria da Matemadtica, relacionados ao Célculo

Diferencial e Integral, e as reformas impulsionadas na Europa e Franca, promovidas

pelo CIEM - International Commission for Mathematical Instruction.

Ao relatar as reformas educacionais ocorridas, por exemplo, na Inglaterra, em

1989, Michelle Artigue salienta que

Os conceitos sdo explicados por uma via dindmica (como “x” tende
para “a” ou “x —a”) e o curso € principalmente voltado a métodos
de aplicacdo da diferenciacdo e integracdo; somente alguns poucos
véem as defini¢des envolvendo épsilon e delta no tltimo estagio. [...]
Na universidade, os estudantes de matematica estudam os
fundamentos 16gicos da Andlise, usando as definicdes de £€—0 (ou
equivaléncias topoldgicas), enquanto outros estudantes estudam
métodos de cdlculo ou teorias analiticas para o nivel apropriado para o
seu assunto principal. Andlise formal é conhecida por provocar
dificuldade para a maioria dos estudantes de matematica e em algumas
universidades existe uma tentativa de reduzir as formalidades do
assunto e concentrar mais em suas aplicagcdes. (ARTIGUE, 2002, p.
174; traducdo nossa).

No mesmo trabalho, Artigue (2002) descreve alguns conceitos a priori que

podem ser associados a nocdo de uma derivada no ponto x=a para uma fungdo f

comao:

- 0 limite do quociente

fx+h)—f(x)
B
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- o primeiro coeficiente da expansao limitada de ordem 1 da fungdoem x=a;

- o coeficiente caracterizando um mapa linear, tangente em x=a;

- o coeficiente angular da tangente no ponto x=a e

- 0 ndmero ou a fungdo obtida pela aplicacdo de regras usuais de diferenciacéo,

conhecendo-se as derivadas elementares.

Na atividade matemadtica, inerente ao habitat do matemdtico profissional,
Artigue (2002, p. 175) destaca a ideia de que “podemos imaginar que estes pontos de
vista podem coexistir entre 0os matemaéticos, e alguns deles mais preferido em virtude do
contexto matemdtico ou em virtude da preferéncia individual.”. Em todo caso, Artigue
questiona, ante a multiplicidade de pontos de vista em relagdo ao mesmo objeto
conceitual, o que acontece com os estudantes? Que obsticulos se identificam?

Artigue desenvolve um estudo, ndo com a intengdo de responder a tais
questionamentos especificos, entretanto, com o objetivo de investigar as concepgdes dos
estudantes relacionadas as disciplinas Matemadtica e Fisica. Parte dos resultados de
Artigue aponta uma importante diferenca entre o nivel declarativo (como os estudantes
descrevem os conceitos) e o nivel procedural (como eles trabalham com os conceitos).

Neste sentido, ela esclarece:

No nivel declarativo, a aproximacdo linear pela tangente dominou,
conforme a defini¢do no curso. E no nivel procedural, a diferencial
tendeu a perder o seu papel funcional e o status de aproximacio
desapareceu, que foi substituido por algoritmos algébricos usando
derivadas parciais e matrizes Jacobiana. (ARTIGUE, 2002, p. 180;
traducdo nossa.).

Para concluir esta seccdo, ante as colocacdes e conclusdes de Artigue, de modo
semelhante aos posicionamentos de Klein (1893), Poincaré (1904) e Tarski (1994),
defendemos um ensino sem a prevaléncia de um rigor excessivo ou um falso rigor. Um
ensino introdutdrio para a nogdo de diferenciacdo, por exemplo, “pode ser informal e
baseado largamente em explora¢des numéricas e graficas assistidas por uma calculadora

eletrdnica.” (ORTON, 1983b, p. 244)

Discutiremos de modo aprofundado o papel da tecnologia no ensino do Célculo;
para finalizar, entretanto, lembramos que as simbologias empregadas na atividade
matemadtica sdo condicionadas pelas formas idiossincrasicas de abstra¢do do matemético
que as emprega.

De fato, a representacdo de derivada f”ou f’(x) atual se aproxima da notacdo

designada por Joseph L. Lagrange, em sua obra Théorie de fonction analytiques de
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1797. Segundo Cajori (1901, p. 207), “o proprio Lagrange dizia que por ‘simplicidade’
e ‘uniformidade’, denotamos a primeira funcdo derivada da f por f’x.”. Destacaremos
duas significagdes para os termos por nds sublinhados.

No primeiro caso, desde que consideramos também o contexto de ensino de
Matematica, cabe o seguinte questionamento: simplicidade para quem, professor ou
aluno? E, no segundo caso, sabemos que a uniformizacdo e formalizacdo de varias
nogdes e definicdes no Célculo necessitaram de séculos até atingir sua forma atual, ndo
seria previsivel o sentimento de incompreensdo dos alunos?

Como, porém, estamos falando de notacées matematicas e notagdes relacionadas
com a ideia de derivada, talvez o matematico mais famoso pela criacdo de “boas”
notagoes tenha sido segundo Cajori (1901, p. 181). Leibniz, num de seus manuscritos,
comentados por Couturat (1901, p. 86), esclarece que “os algarismos arabes possuem
sobre os algarismos romanos a vantagem de melhor expressar a “génese” dos nimeros,
e em seguida sua defini¢cdo, de sorte que sejam mais cdmodos, ndo somente pela forma
de escrevé-los, mas também pelo cdlculo mental.”. Ele mostrou a importancia atribuida
aos signos, e as condi¢des de sua utilidade.

A invengdo do Cdlculo Infinitesimal procede da pesquisa de simbolos os mais
apropriados (COUTURAT, 1901, p. 87). Ele confirma a perspectiva de Leibniz sobre a
importancia capital e a proficuidade vantajosa de um simbolo bem escolhido. Veremos
agora de que maneira a notagdo relacionada a uma definicdo pode interferir diretamente
na aprendizagem e no ensino do Cdlculo.

Deste modo, apesar de termos a disposi¢do um niimero variado de simbologias

para a nogdo de derivada, como: {Z—f (xo)}, {% (xo)} f'(x), df (xy), D.[y(x)], etc,
x x

nem sempre conhecemos os significados ou os entraves e efeitos psicoldgicos que esta
ou aquela notagdo pode causar no estudante. Identificamos tal preocupacdo em

Poincaré. Este, nos cursos introdutérios, preferia a nocdo de taxa de variacdo,

denotando a derivada por Gl ou M
dx dx

Poincaré (1899, p. 106) comenta um artigo de M. H. Laurent, sobre a notacdo
diferencial, sistema simbdlico do Cdlculo. Ele adverte Laurent em virtude da frase: “(...)
eu penso que é conveniente de mostrar o quanto a notacdo diferencial € mais comoda
do que a de derivada. E em relagio aos competentes que me refiro e ndo aos alunos, e

eu acredito que ninguém contestard a grande influéncia da doutrina diferencial.”.
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No paragrafo seguinte, Poincaré manifesta a surpresa com estas palavras, pois,
para ele, algumas das ideias apontadas estavam hd muito tempo abandonadas.
Contrariamente, ele contesta fortemente a vantagens da notacdo diferencial e aconselha
que tal notacdo deve ser apresentada aos alunos, no momento em que estes ja estejam
familiarizados com a notacdo das derivadas. (POINCARE, 1899, p. 106)

Na secdo que vem, discutiremos alguns aspectos relacionados ao

ensino/aprendizagem da nocdo de integral.

1.4 Sobre o ensino da Integral

Melo (2002) desenvolveu um estudo interessante no que diz respeito ao ensino
da nocdo de integral no CUV. O Pesquisador inseriu o estudo deste objeto no ambiente
computacional e realizou a andlise produzida por um grupo de alunos. Evidenciou que,
com o uso de questdes abertas, proporcionou uma discussdo e a producdo maior de
conjecturas a respeito das situagdes-problema propostas.

Constatou “procedimentos/raciocinios” fortemente sedimentados, caracterizados
“pela tendéncia de estender uma conclusdo valida num contexto e, pode ndo ser vélida
em outro contexto” (MELO, 2002, p. 146). Destacamos, também, as seguintes
dificuldades apontadas pelo autor: dificuldades em relacionar a nocdo de Limite com a
nocdo de Integral; os alunos ndo interpretam o significado da drea ou do niimero
obtido por meio do algoritmo aplicado na integracdo; os alunos ndo tém o significado
na no¢do de aproximagcdo ou tendéncia.

No estudo de Herculino (2004), encontramos uma interessante andlise
referendada pela teorizacdo de Anna Sfard. Segundo este ponto de vista tedrico, os
conceitos s@o tratados inicialmente como instrumentos (concep¢do operacional) para a
solugdo de problemas e, no segundo momento, num nivel mais elevado de
conceitualizacdo, os conceitos sdo vistos e cuidados como objetos (concepcdo
estrutural).

A pesquisa desenvolvida por Oliveira (2004) é semelhante ao de Herculino
(2004). As obras investigadas foram James Stewart e Michael Spivak. Herculino (2004,
p- 27) destaca o percurso seguido por Stewart, que se caracteriza pela discussao intuitiva
e visual da situacido-problema e, num momento subsequente, desenvolve a construcéo

rigorosa da nocgéo de integral baseada na area.
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Por outro lado, ao discutir a obra de Michael Spivak, destaca o seguinte percurso

teorema = aplicagdo

a partir de suas andlises: 0 que, para o autor, caracteriza a

ou

teorema = exemplos
transicdo da concepcdo estrutural para a concepcdo operacional. Mais adiante,
Herculino (2004, p. 750) conclui também que, na obra de Spivak (1996), da-se énfase
aos exercicios de natureza estrutural, o passo que, no livro de Stewart, vemos uma
&nfase na concepgao operacional dos exercicios propostos.

Herculino sublinha a ideia de que, no ensino de Algebra, “o0 ensino se da na
contramio do seu real desenvolvimento, ou seja, da concepcdo estrutural para a
operacional” (2004, p. 77). Ndo apenas na Algebra observamos tal fendmeno. No ensino
de CUV, da nocdo de integral, percebemos a mesma hegemonia da concepcio
estrutural, a predominéncia do rigor e o uso de estratégias e desenhos que explicam as
situacdes-problema apenas como recurso provisorio e casual.

Em outra investigacdo a respeito do Teorema Fundamental do Cdlculo, o qual
caracteriza uma interessante propriedade da integral, Anacleto (2007, p. 138) conclui

dizendo que

Os dados analisados nos protocolos permitem concluir que os
estudantes sabem derivar a integral e verificar que a derivada da
integral € a fun¢@o integranda. No entanto esta relacdo fica evidente
no dominio algébrico, mas quando mudamos para o dominio
geométrico, muitos estudantes ndo utilizam os conhecimentos
contidos nas representacdes para a solucdo das questdes apresentadas,
o que pode significar que eles dominam parcialmente estes conceitos.

O interesse dos investigadores acerca da nocdo de integral ndo é recente. De
fato, Orton (1983b) analisou o desempenho de um grupo de 110 estudantes ao lidarem
com a nocdo de integral. Orton argumenta a importancia do real entendimento da nogéo
de limite para a posterior aprendizagem das ideias de diferenciacdo e integragdo,
entretanto, ndo se dedica muito tempo a nogdo de limite ap0s ter sido empregado em
outras nocoes.

Ele conclui que “a compreensdo da integracdo como o limite de uma soma
constitui uma 4rdua barreira”. Parece que a maioria dos estudantes “ndo alcanca passos
importantes. Aparentemente a introducdo da integracdo pode se tornar facil na medida
em que assumimos que desejamos apenas que eles adquiram habilidades de integrar e

obter respostas para simples aplicagdes.” (ORTON, 1983b, p. 9). Deste modo, assim

49



como no caso da derivada, observamos que a aprendizagem deficitiria da nogdo de

limite pode comprometer, de modo semelhante, a aprendizagem de integral.

1.5 Sobre o ensino do Calculo em Varias Variaveis e os
conflitos tedricos computacionais - CTC

O potencial grafico do Maple faz com que o livro eletronico se
converta em uma ferramenta competente para o desenvolvimento da
intuicdo dos conceitos matematicos. (ARENAS, 2003, p. 286;
traducdo nossa)

Como mencionamos nas secdes anteriores, uma diferenca considerdavel do
Célculo a Vidrias Varidveis - CVV para o Cilculo em uma Varidvel Real — CUV reside
na possibilidade de visualizar os objetos matemadticos no espaco R’; diferentemente do
caso anterior, em que contamos predominantemente com duas dimensoes.

Por outro lado, desde que optamos por utilizar um aparato computacional''
como apoio ao processo de ensino/aprendizagem do CVV, necessitaremos de alguns
cuidados no que diz respeito as potencialidades e limitagdes do instrumento
tecnoldgico.

E inegdvel que o ambiente de ldpis e papel para a aprendizagem desta teoria
apresenta barreiras intransponiveis, tanto para o ensino como para a aprendizagem. E
tanto que encontramos com facilidade na infernet investigacdes apoiadas em suporte
tecnoldgico. O ambiente fornecido pelo computador, no entanto, assim como o caso
anterior, pode, de modo semelhante, fornecer e provocar aprendizagens indesejaveis e,
facilmente, conduzir o aluno ao erro.

O uso de tecnologias computacionais no ensino/aprendizagem de Matematica é
objeto de debate ha décadas (ARTIGUE, 1996; 2009; ARTIGUE e DAGHER, 1993;
DESERTI, 2002; MURPHY; GOODMAN e WHITE, 1999; WU, 2008). Nesses
trabalhos, encontramos de modo predominante consideracbes acerca das
potencialidades trazidas pelo advento do computador a aula de Matematica.

Neste sentido, Emmer (1993, p. 233) destaca a ideia de que

A visualizagdo de uma série de exemplos auxilia os estudantes na
absorcdo de conceitos que podem ser dificeis de compreender em suas
formulagdes matematicas abstratas, especialmente nos primeiros dois
anos do curriculo universitdrio. A partir deste ponto de vista o uso do
computador é pratico e eficiente, e se o software conduz a uma

1 Artigue (1997, p. 138) adverte para o fato que “a introducdo de um novo instrumento para a atividade
matemadtica pode desestabilizar o campo de prdticas associadas a um objeto dado ou aonde ele pertence,
para compreender certos fendmenos diddticos, necessitamos estudar tais desestabilizacdes”.
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interativa modificagcdo dos dados, podemos facilmente mudar os
pardmetros para um exemplo dado e realizar nova escolha. (traducio
nossa)

Ante seu raciocinio, podemos depreender que o caminho para a superagdo de
determinados entraves para aquisi¢do dos conceitos do Célculo € a visualizagdo? Que a
compreensdo intuitiva dos objetos matemadticos envolvidos numa situacdo serd
viabilizada quando recorrermos a visualizagdo proporcionada pelo computador?

E razodvel suspeitar que nio podemos adotar uma resposta positiva a tais
questionamentos, nem uma resposta completamente positiva. Possivelmente um ponto
de vista mais razoavel em relacdo a este dilema € perceber que a visualizacdo pode
inegavelmente superar alguns entraves para a aprendizagem, mas também pode produzir
outros extras. Ademais, a compreensao intuitiva ensejada pela visualizacdo € necessaria
a compreensdo, mas ndo € suficiente para a evolugdo de um raciocinio conceitual
posterior relacionado ao mesmo objeto matematico.

Afinal, um “conceito matematico ndo é um objeto monolitico. Um simples
conceito pode ser compreendido a partir de varios pontos de vista e pode apresentar
diversas representacdes, adaptando-se ao local onde o conceito ¢é utilizado”.
(DOUADY, 1984, p. 84). Deste modo, o cuidado com a visualizacdo e a percep¢do dos
objetos, propriedades intuitivas ndo pode se restringir apenas ao ambiente
computacional, mas também quando usamos as tecnologias do lapis e papel, embora na
aprendizagem do Célculo “os microcomputadores podem fornecer desenhos méveis que
proporcionam um poderoso suporte cognitivo para estas imagens mentais.” (TALL,
1997, p. 5).

Certamente, perante tais argumentos das décadas de 80 e 90, vislumbramos a
larga contribuicio que o uso de tecnologias trouxe para o ensino de Matematica.
Ademais, hodiernamente, estas posi¢cdes se mantém e esta categoria do discurso ainda se
preserva de modo atual. Percebemos isto quando analisamos os estudos de Borba e
Villarreal (2005).

Borba e Villarreal (2005, p. 51) lembram que, “de 1980 até 1990, observamos
uma tendéncia dos matemadticos educadores com o trabalho envolvendo mudltiplas
representacdes.”. Além disso, as multiplas representagdes de um software t€m sido
desenvolvidas para calculadores e computadores com tanta rapidez que se torna dificil
lidar com estas. Mais adiante, os autores destacam que, desde o fim dos anos 1990, as
pesquisas sobre esta temdtica decresceram consideravelmente, persistindo nos

experimentos que envolviam Geometria.
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Borba e Villarreal (2005, p. 77-78) apontam alguns fatores que contribuiram
para o abandono, por parte dos pesquisadores, deste tipo de abordagem. Por outra parte,
eles relatam que a evolucdo das calculadoras e computadores mudou a natureza das
relacdes estabelecidas entre o0 homem e a midia. Como consequéncia, percebemos o
retorno das investigacdes que tomam como objeto de estudo as muiltiplas
representagoes, embora a terminologia especifica ndo seja mais adotada.

Em todo o caso, vemos a ocorréncia, no passado como em tempos mais atuais,
de mudancas, evolugdo e adaptacio das relacdes entre homem e maquina, refletindo até
nas abordagens e pontos de vista assumidos em pesquisas empiricas que analisam tal
relacdo. Vemos que as préprias terminologias sdo descartadas e/ou modificadas para o
desenvolvimento mais preciso da interpretagdo dos fendmenos e dos dados.

Mantendo esta preocupacdo em destaque, adotamos nesta investigagdo uma
posicdo semelhante as de Giraldo, Carvalho e Tall (2002, p. 153), quando assinalam
“que diversos resultados de pesquisas recentes indicam que o uso inadequado de
ambientes computacionais pode ter efeitos negativos (ou ao menos in6cuos)”.

Com efeito, eles identificam alguns dados obtidos em pesquisas realizadas no
Brasil que realcam os efeitos negativos dos recursos computacionais. Em alguns estudos
envolvendo o Derive'?, os estudantes nio precisam substituir valores para obter uma
tabela e esbogar o grafico. Em consequéncia, ndo desenvolveram a capacidade de
célculo por substituicao.

Giraldo, Carvalho e Tall (2002, p. 153-154) relatam no estudo com professores
do ensino médio que estes hesitam em reconhecer resultados ‘errados’ ou ‘incompletos’,
em virtude das limitagdes do programa. Em outro estudo, discute-se a implantagdo de
um laboratério de ensino de Calculo numa grande universidade brasileira e, no decorrer
das entrevistas, os professores revelam acreditar que tais atividades sdo uma perda de
tempo.

No ambito das investigacdes que analisam a aprendizagem de Matemadtica, os
autores advertem para a nog¢do de que “muitas das limitagdes das representagdes
computacionais para os conceitos matematicos sdo decorrentes da estrutura finita dos

algoritmos empregados.” (GIRALDO; CARVALHO e TALL, 2002, p. 154).

12 Artigue (1997, p. 142) destaca que, no plano cognitivo, “o DERIVE pode favorecer um funcionamento
mais reflexivo, estratégico e conceitual, ao liberar o estudante do trabalho técnico. O DERIVE pode
auxiliar no desenvolvimento de imagens mentais, por meio das possibilidades oferecidas na visualizagdo,
bem como melhor compreensao das relacdes entre os registros numéricos, algébricos e geométricos”.
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E interessante observar as consequéncias que podem ser extraidas destas
limitacdes, uma vez que grande parte destas consequéncias ocupa espago dentro da sala
de aula e va@o influenciar de modo direto a cognicdo dos estudantes. Neste sentido,
Giraldo e Carvalho (2003) lembram que “os exemplos citados sugerem que oS
“beneficios” ou “maleficios” do uso de novas tecnologias no ensino ndo sdo intrinsecos
a maquina, mas determinados pelo seu emprego em sala de aula”. (2003, p. 9)

No trabalho de Giraldo (2004, p. 1), encontramos a interessante noc¢do de
conflito tedrico-computacional, que € descrito pelo autor como ‘“qualquer situacdo
pedagégica onde ocorra uma aparente contradi¢do entre uma representacdo
computacional para um dado conceito matematico e formulacdo tedrica associada”.

Observamos a descri¢@o do autor na figura 7.

FOPRESEIEACAG > forinnlacah
cosnfiitac ol EeiCa

conflita

Figura 7. Caracteriza¢do de um CTC, fornecida por Giraldo (2004, p. 6).

Em nosso ambito de estudo, podemos exemplificar a possibilidade do
aparecimento de um CTC, por meio da seguinte parametrizacdo a(t)=(t*—1,t—¢>,0).
Na figura 8, observamos do lado esquerdo seu comportamento num ponto de mudanga
brusca, se imaginamos a trajetéria de uma particula. Por outro lado, quando alteramos
os pardmetros, passamos a perceber, no lado direito, uma impressdao de maior suavidade
local. Neste caso, a curva parametrizada adquire aparéncia de diferenciabilidade. Este e

outros casos serdo analisados no capitulo 4.
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Figura 8. Mudanga de pardmetros usando o Maple 10.

Temos outro exemplo, ao considerar a seguinte fungdo f(x,y)=——.
X =y

Facilmente concluimos que esta nio pode estar definida quando x*—y>*=0¢>x=*y.
Portanto, a funcdo ndo pode estar definida sobre os eixos (retas) que dividem os
quadrantes pares e impares do plano (figura 9).

Quando observamos, entretanto, o comportamento do seu grafico no R?,
principalmente explorando a vista de cima, notamos que ndo existe grafico da funcio

numa faixa bem maior do que as retas em azul, dando a impressdo de que existem

outros pontos onde a funcio nao é definida.

15 )=

vista de cima

Figura 9. CTC relacionado a no¢do do grafico da fungdo.

E interessante notar as consideragdes de Giraldo (2001; 2004), inseridas no
ambiente de uso da maquina, como recurso didatico. Tal ambiente requer aten¢do maior
do professor no que diz respeito a estas limitacdes, pois pode evitar a formulagdo de
falsas concepgdes ou imagens conceituais contraditérias e inconsistentes.

Uma tomada de posicdo critica do professor, buscando identificar as limitagdes

do ambiente lapis/papel, pode ser contornada com o dispositivo informatico e vice-
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versa. Com uma reflexdo que se aproxima da nossa argumentacdo, Dubinsky e Tall

(1991, p. 234) lembram que

A performance do softwares de manipulagdo simbdlica
(Mathematica, Maple, Derive, etc) é um instrumento poderoso, porém

2

eles advertem que é enganoso acreditar que o computador fornece
facil modo de adquirir o conhecimento matematico. Acrescentam
ainda que a execugdo rapida do algoritmo pelo computador ndo
garante a compreensdo dos conceitos e para se adquirir conhecimento
€ necessdrio a elaboragcdo de um guia de intencdes educacionais para
os processos de aprendizagem e de ensino. (traducio nossa)

Observamos que esses pesquisadores apontam uma falsa concepgdo constituida
com base nas relacdes estabelecidas com a mdaquina. Por outro lado, no ambiente
lapis/papel ndo estamos livres de falsas concepcdes semelhantes a esta, como, por
exemplo, a crenca em acreditar que o conhecimento de um grande nimero de teoremas
torna o aluno mais competente e sabio. Criticam e alertam, de modo incisivo, o carater
nocivo desta crenca os pesquisadores Fischbein (1987; 2001), Lakatos (1976),
Sierpinska (1994) e Tall (2002).

Este ultimo declarava que a Matematica “nfo surge a partir de um crescente e
mondtono nimero de teoremas estabelecidos de modo indubitdvel, porém, a partir de
uma incessante melhora das suposi¢des pela conjectura e o criticismo, pela logica das
provas e refutagdes.” (LAKATOS, 1976, p. 5).

Deste modo, percebemos, com base nos depoimentos de Imre Lakatos, um
posicionamento critico-reflexivo do préprio momento de prova e/ou demonstragdo.
Nesta ocasido, lidamos com o rigor matemdtico, que pode manifestar um significado
variado, dependendo do contexto que se considera.

No ambito do ensino com o uso do aparato computacional, evidenciamos um uso
pedagdgico que supera o emprego apenas de definicoes formais e teoremas. De modo
semelhante, as ideias essenciais de uma prova ou demonstracdo podem ser exploradas,
criticadas e ndo assumidas de modo peremptério e irrefletido, uma vez que ‘“uma
abordagem baseada em uma s6 forma de representacdo estd comumente associada a
obstaculos pedagogicos de diferente natureza.” (GIRALDO e CARVALHO, 2003, p. 8)

Deste modo, o aparato computacional possibilita outro viés interpretativo do
conhecimento matemadtico. De fato, Mariotti (2002, p. 700) explica que “um pedaco de
conhecimento matemadtico € incorporado num pedago do software. Trabalhando com a
solu¢do de um problema dentro de um ambiente computacional de um micro mundo, o

usudrio constréi o seu préprio conhecimento”. Assim, o aluno tem a oportunidade de
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comparar, inferir e avaliar o comportamento de um objeto do Célculo num horizonte
mais abrangente do que o horizonte perspectivado pelos formalistas (ERNEST, 1991).
Yerushalmy e Chazan (2002, p. 745-746) analisaram o comportamento dos
estudantes, quando descreveram uma tarefa proposta a estes que envolvia uma atividade
com o reconhecimento e comparacio entre funcdes em duas varidveis reais. Os autores
destacam o aprendizado dos estudantes por analogia com o comportamento da fungdo

em uma variavel para duas varidveis, quando declaram a ideia de que

Sua estratégia generalizante foi construida diretamente a partir do que
eles aprenderam em uma varidvel. Se for realizado com atengdo,
existe uma analogia direta que pode ser seguida passo a passo.
Seguindo-se esta analogia exige-se, entretanto, a mudanca de
perspectiva a respeito de representacdes tabulares e graficas, bem
como a semantica dos simbolos na equacdes e sistemas de equagdes.
(Yerushalmy e Chazan, 2002, p. 746; tradugéo nossa)

Na figura 10, vemos a pagina inicial de um software utilizado pelos autores. O
estudo realizado em Israel analisou as concep¢des dos estudantes ao comparar os
graficos de duas fungdes em duas varidveis. Yerushalmy & Chazan trabalharam com

grupos de estudantes, explorando, por exemplo, f(x,y)=x+y e g(x,y)=2x—y, que

possuem os grificos respectivamente no espaco R’. Note-se que a representacio
exibida pelo computador, neste como em outros casos, pode ser determinante para a

promogao de uma ‘imagem conceitual’ nos aprendizes.

Moving on the X axe.

Moving on the ¥ axe.

na on the Z awxe.

EMTER -

Figura 10. Situagdo comparativa descrita por Yerushalmy e Chazan (2002, p. 746).

Mamona-Downs e Mamona (2002, p. 177) diferenciam os termos imagem
conceitual e imagem mental. Eles explicam que a expressdo imagem conceitual,
indiferentemente, pelo menos em espirito, possui um significado similar ao termo

imagem mental. Isto porque precisamos realizar uma acomodagdo mental do significado

56



aprendido numa situagdo; todavia, uma imagem mental pode se referir ao significado
pertencente a qualquer situag@o antes do que apenas a um conceito isolado.

Deste modo, experimentos como os realizados por Yerushalmy e Chazan (2002)
proporcionam a evolug¢do de uma imagem conceitual a respeito da ideia de funcdo em
uma e em varais varidveis, € nesse caso, a viszmlizatgc’io13 foi assumida como via
essencial para o referido processo, embora a ‘“visualizacdo seja um largo ramo da
pesquisa educacional sofre, porém, pela falta de uma defini¢do uniforme; interpretacdes
podem ser em termos do pictérico, geométrico e grafico, estimulo interno e externo ou
da intuicdo.” (MAMONA-DOWNS e MAMONA, 2002, p. 178)

Pode-se dizer que a capacidade de visualizagdo é uma habilidade matemdtica.
Bishop (2008, p. 71) esclarece que “habilidade matemadtica € concebida como uma
combinagdo de inteligéncia aplicada num contexto matematico”. Mais adiante, Ele
salienta que habilidade espacial e habilidade matemdtica diferem dependendo do
estudo. E, num dos estudos focados pelo autor, ressalta que “a habilidade espacial
depende do grau de envolvimento da percepgdo, retengdo, recogni¢cdo (ou re-produgio)
da figura ou dos padrdes em suas corretas propor¢des.” (BISHOP, 2008)

Outros pesquisadores manifestam reconhecido interesse pela visualizagdo sdo
Borba e Villareal (2005). Eles advertem para a nocdo de que, “quando focamos a
palavra visualizacdo, encontramos diferentes caracterizacdes”. No rol dos estudos
comentados por eles, destacamos a pesquisa desenvolvida por Zazkis, Dubinky &

Dautermann, que fornecem a seguinte defini¢ao:

Visualizagdo é um ato no qual um individuo estabelece uma forte
conexdo entre uma construgdo interna e algo que € alcancado e obtido
por meio dos sentidos. Tal conexdo pode ser feita em uma ou outra
direcdo. Um ato de visualizacdo pode consistir de constru¢des mentais
de objetos ou processos que um individuo associa com objetos ou
eventos percebidos por ele ou ela externamente. Alternativamente, um
ato de visualizagdo pode consistir de uma construgdo, de algum
instrumento como um papel, tela de computador ou objetos e eventos
que o individuo identifica como objetos e processos em sua mente.

(2005 apud BORBA e VILLAREAL, p. 81; traducdo nossa).
Sem didvida, nesta extensa citagdo, identificamos elementos de natureza
filosofica que, aparentemente, se apresentam como de fécil ou ripida explicagdo. Por
exemplo, a construcio mental de objetos e a construgdo mental de processos

matematicos. Estabelecemos, no entanto, um compromisso de voltar a discutir alguns

3 Observamos que, nio apenas no meio investigativo na drea de Educagdo Matemdtica o termo
visualiza¢do é empregado num sentido multivariado, mas, também na Histéria da Matematica, “o status
da palavra se alterou ao longo do tempo.” (BRATING, 2009, p. 11)
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destes elementos, principalmente o papel da percepcdo que possibilita o direcionamento
nem sempre consciente do foco de atencdo do sujeito.

Em todo caso, é possivel afirmar que existe uma concordncia tedrica a respeito
do valor pedagbgico da visualizacdo no ensino e aprendizagem de Matematica. No
ambito pedagdgico, “as funcdes do software principalmente fornecer aos estudantes
oportunidade de explorar ideias matemadticas, analisar contra-exemplos, € obter as
intui¢des necessdrias para o alcance de poderosos insights formais” (BORBA e
VILLAREAL, 2005, p. 88).

Parece-nos, todavia, que, embora a visualizacdo seja reconhecida como
relevante, o objetivo final continua sendo a prova formal e rigorosa, como se observa na
comunidade de matemadticos.

Em termos atuais e de acordo com a tendéncia filosofica, o recurso visual
desempenha ainda um pequeno papel da atividade investigativa. Por outro lado, quando
falamos sobre ensino/aprendizagem, a mesma atitude filos6fica é promissora, uma vez
que, por meio da visualizagdo, proporcionamos ao estudante situacdes que evidenciam o
lado falibilista da Matematica.

Vale recordar que os simpatizantes do formalismo ndao costumam dar muita
importancia ao seu emprego na investigagdo matemdtica. Um dos motivos provém das
incertezas, equivocos e inconsisténcias apresentadas por determinadas teorias. Kline nos
fornece uma perspectiva interessante, apds analisar, no inicio de sua obra, alguns
exemplos de ilusdes de Optica que enganam nossos sentidos.

Sublinha que “a maior parte destas ilusdes foram deliberadamente concebidas
por psic6logos, porém nds ndo precisamos reunir figuras elaboradas para apreciar que
nossos sentidos da vis@o estdo constantemente em erro — € por causas compreensiveis.”
(KLINE, 1985, p. 30)

E interessante que o eminente Matematico alem@o, diante dos casos discutidos,
em que evidenciamos as limitagdes do raciocinio intuitivo empregado na visualizacdo,
explica de modo tedrico, referenciando-se nos modelos da Fisica e da Matemadtica, o
motivo de sua ocorréncia.

Kline (1985, p. 26) recorda que a intengdo de “apresentar uma cena de trés
dimensdes numa superficie ou num quadro em duas dimensdes. Tal intencdo é
identificada nos pintores da Renascenga que conceberam um esquema matematico,
conhecido como perspectiva linear, que atinge o resultado pretendido”.

Compreendemos seu ponto de vista observando a figura 11.
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Figura 11. Gravura analisada por Kline (1985, p. 11), que exemplifica a perspectiva linear.

Frery, Gomes e Velho (2009, p. 135) lembram que “uma imagem € o resultado
de um estimulo de luz por meio de um suporte em duas dimensdes”. Assim, quando
observamos o desenho apoiado no plano (duas dimenssdes), destacado por Felix Klein
(1849-1925), temos o estimulo de uma atividade perceptiva em relacdo as trés
dimensaes.

Hodiernamente, a tecnologia amplificou as possibilidades exploradas de modo
rudimentar pelos pintores da Renascenga. Neste sentido, Frery, Gomes & Velho (2009,
p- 3) lembram que “o objetivo da visdo computacional, fornecida uma quantidade de
informagdo, obter informacdo sobre o mundo fisico, geométrico, ou propriedades
topolégicas do objeto exibido”.

Portanto, desde que dispomos atualmente de instrumentos poderosos que
proporcionam a visualizagdo, podemos prever o estimulo de determinadas habilidades
matemadticas cuja concepgdo era impossivel no século passado. Neste contexto, a visao
computacional nos fornece valiosas informacgdes e resposta a algumas questdes que, até
entdo, tinham sido discutidas no ambito filosofico.

De fato, Frery, Gomes e Velho (2009, p. 82) mencionam os trabalhos versando
sobre o espago de cores do olho humano. Destacam as antigas investigacdes de Isaac
Newton e Thomas Young. O modelo proposto por este dltimo descreve o olho humano
como um receptor fisico de cores com trés dimensdes. Os dados empiricos obtidos em
seu estudo mostram que o olho humano manifesta maior resposta quando temos
“wavelengths” correspondentes as cores vermelho, verde e azul.

Ora, presenciamos dados empiricos fornecidos pela pesquisa computacional e
inteligéncia artificial. Perante estes, na condicdo de matematicos educadores e,

primeiramente, professores, necessitamos adotar uma posicdo que propicie a
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apropriacdo adequada deste saber produzido em outras dreas cientificas e desenvolver as
adaptacdes e implicacdes pertinentes ao ensino/aprendizagem de Matemdtica.

Frery, Gomes e Velho (2009, p. 137) definem, por exemplo, uma aplicacdo
continua de imagem (continuous image) como sendo uma funcdo f:U cR*>—C,

onde C é um espaco vetorial, podendo ser um espaco de cores. Enquanto que U é
chamado de suporte da imagem. E interessante a descri¢io dos autores, quando C é um

espaco unidimensional de cores.

Neste caso, pode gerar uma figura no R* correspondente ao grifico da fungio,
e, neste caso, “a interpretacdo geométrica conduz a uma visualizacdo mais intuitiva de
certos aspectos da imagem”. Note-se que “sentividade visual a pequenas diferencas
entre cores € de fundamental importancia em experimento de percepcdo de cores.”
(FRERY, GOMES e VELHO, 2009, p. 116).

Deste modo, proporcionamos uma experiéncia visual inusitada, envolvendo o
Célculo, quando exploramos a visualizacdo proporcionada por instrumentos
tecnoldgicos, embora, em alguns casos, a mesma nos conduz as contradicoes.

Todavia, podemos ainda extrair implicacdes pedagdgicas positivas, quando

recorremos a Balacheff (1988, p. 71). Sobre o papel das contradi¢des, explica que

A tomada de consciéncia de uma contradi¢do supde uma predigao, isto
€, o engajamento efetivo de um aluno sobre uma afirmacdo. Isto
significa que seu desprendimento da ag¢do, um passo de lado gracas a
qual a acdo é considerada como suscetivel de uma reflexdo. A acdo
nao € apenas o agir. Produz escolhas, ela se relaciona com as
condi¢ées de validade e seus efeitos. Ela é submetida a uma
finalidade. A contradi¢do surge da ndo realizacdo desta finalidade. Ela
coloca ent@o a questdo da escolha e de condi¢des da agdo. (traducdo
Nnossa)

Deste modo, ao passo que em que no processo de visualizacdo concorrem
inimeros elementos como alguns que mencionamos, seus efeitos negativos podem
desempenhar um papel de geradores de conflitos cognitivos e contradi¢des.

Os Conflitos Teoricos Computacionais (GIRALDO, 2004) podem ser
explorados de modo didatico no ensino do CVV, uma vez que propiciam, segundo o
ponto de vista de Balacheff ha pouco destacado, uma reflexdao e tomada de consciéncia
das a¢des e o motivo do ndo alcance de determinada finalidade. Discutiremos, todavia,
um pouco mais sobre estes temas na se¢do seguinte no contexto da transicdo interna do

CUV parao CVV.
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1.6 O ensino do Calculo a Varias Varidveis — transicao e
simbologias

Os estudantes ndo sabem de onde os axiomas véem, e por que sdo
escolhidos de modo particular e aonde a sequencia interminavel de
teoremas que se produz. Mesmo quando um estudante acompanha o
que esta sendo verificado em cada passo da prova, ele usualmente ndo
compreende o raciocinio, o pensamento bdsico por traz da prova.
(KLINE, 1977, p. 65; traducio nossa)

Na transi¢do para o pensamento matemdtico avancado, o foco de
atencdo muda em consideracdo aos novos mundos tedricos claramente
construidos axiomaticamente. (TALL, 1997, p. 18; tradugfo nossa)

Mencionamos ao longo deste trabalho uma diversidade de pesquisas (GARCIA,
2006; HERSHKOWITZ, 2002; TALL e VINNER, 1981; TALL, 1985; TALL e WEST,
1986) voltadas a identificagdo dos problemas e entraves sentidos pelos estudantes na
“transi¢do do ensino escolar para o ensino de Matematica no ambiente universitario”.
(EDWARDS, DUBINSKY ¢ MCDONALD, 2005). Nao encontramos com a mesma
facilidade, todavia, estudos que analisam a transicdo interna do Célculo a uma Varidvel
Real - CUV para o Célculo a Vérias Variaveis — CVV, tanto no cendrio nacional como
internacional.

Alguns trabalhos (ALVES e BORGES NETO, 2008; 2009b, 2009c; 2010a;

2010b) no ensino deste conteido apontam algumas questdes e elementos que precisam
ser considerados nesta transicdo interna, a saber:
(i) um sistema de representagdo simbodlica mais complexo do que o outro; (ii) as
argumentacdes envolvidas nas demonstracdo dos teoremas sdao mais complexas,
inclusive a natureza das definicdes formais envolvidas; (iii) a natureza geométrica dos
objetos envolvidos; (iv) a mudanca da significagdo conceitual interpretada em um novo
locus matemdtico e (v) o surgimento de regras operatdrias particulares do CUV e do
CVV; (vi) regras operatérias validas num contexto e inapropriadas em outro; (vii)
teoremas do CUV sem interpretacdes semelhantes no CVV; (viii) defini¢es formais
que envolvem uma mudanca de significado de acordo com a teoria formal; (ix)
generalizacio de nogdes e defini¢des formais; (x) surgimento de conceitos no CVV que
ndo possuem significados correspondentes no CUV.

No que diz respeito ao primeiro elemento, exibimos na figura 12, restritivamente

ao caso de fungdes do tipo y= f(x)e z=f(x,y), elementos presentes na referida

mudanca. E de se esperar o surgimento elementos de transicdo (ver Anexo V, p. 389)e
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outros que atuam como entraves e rupturas a aprendizagem (elementos de ruptura), uma

vez que em toda mudanga ha conflitos. Neste sentido, com relagdo a transicdo escola

universidade, Mariani (2006, p. 208) recorda-se de que

A transi¢do da Educacdo Bésica para o Ensino Superior pode propiciar
o desenvolvimento de indmeras pesquisas na drea de Educacdo
Matemdtica, uma vez que, este periodo, caracterizado por conflitos e
propicio a mudancas, interfere no reconhecimento e na mobilizacio
dos conhecimentos que ja foram acessados, bem como o que deverdao
ser adquiridos no curso de Graduagdo.

No exterior, vdrios investigadores desenvolvem intensa sinergia com vistas a

identificar elementos marcantes na transicdo comentada por Mariani (2006). Alguns

deles (EDWARDS, DUBINSKY e MCDONALD, 2005, p. 18) sustentam n@o haver um

ponto ou estdgio hipotético no qual o pensamento matematico elementar € substituido

pelo pensamento matematico avancado.

Esses autores concebem um fluxo matematico em um continuum e esclarecem

que uma das importantes caracteristicas da definicdo de um pensamento matematico

avancado é a “necessidade constante da combinag¢do e necessidade de raciocinio

dedutivo e rigoroso sobre conceitos ndo acessiveis ao individuo por meio dos cinco

sentidos.” (EDWARDS; DUBINSKY e MCDONALD, 2005, p. 18)

a processo de limite (I
Lim,_ f(x)=L _— Lim, o (X, 0)= L
1 . Slxy + Ax) - fxp) d : x, + Ax, v )— f(x,,
f(xﬂ):LImAIAD% %(*n:yn):bmﬂmu Slx J;]j S (x5, 90)
derivagio
F(x)dx _ b ad

J > [ Sy
Processo
de integragio

Figura 12. Quadro de transi¢do interna do CUV para o CVV.

Quando langamos uma visdo aprofundada para os livros didaticos do ensino de

Calculo a Vdrias Variaveis — CVV, comparando-se aos do Célculo a uma Varidvel Real,

com facilidade, identificamos o aumento de complexidade e de comprimento das

7

demonstragdes dos teoremas. Uma questdo interessante € observar que tipo de

raciocinio estes livros promovem, entretanto, a partir das consideracdes de Baruffi,

podemos suspeitar da qualidade didatico-metodoldgica de tais manuscritos. Com efeito,

em sua tese, a autora aponta que
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Um primeiro exame de diversos livros selecionados nos mostra
diferencas muito grandes na abordagem realizada. Ainda que, nos
diferentes textos, o assunto, basicamente, seja sempre o mesmo, em
cada caso, o autor definiu objetivos principais, realizou escolhas
metodoldgicas para viabilizar a consecugcdo dos objetivos. Por
exemplo, privilegiou determinada sequencia na abordagem
considerada, estabeleceu preponderancia da légica ou da retdrica no
desenvolvimento do texto, imprimiu um cariter mais algébrico ou
geométrico, propds questdes mais ou menos criativa, além daquelas
“burocraticas”, que objetivam a técnica. (BARUFFI, 1999, p. 50)

Na sequéncia, em sua tese, Baruffi (1999) sublinha a existéncia de diferenca
entre os textos de CUV que pretendem negociar significados, para a elaboracdo do
conhecimento, mediante a apresentacdo puramente logica e a revelagcdo seqiiencial de
um edificio pronto chamado Célculo Diferencial e Integral. Daqueles que procuram
negociar os significados por meio de problemas interessantes e motivadores, buscando,
inicialmente, muito mais promover as ideias intuitivas do que estabelecer as relacdes
formais e légicas.

Em sua tese, foram analisados 18 livros adotados no ensino desta matéria no
locus académico. Dentre algumas de suas consideragdes finais formuladas com
substrato nesta analise documental, sublinhamos: alguns dos livros apresentam
propostas que se aproximam mais de um curso de Andlise Real; outros que, embora nio
partam de situagdes-problema, conseguem mostrar diferentes aplicagdes do Célculo;
livros que nao focalizam as ideias geradoras do Calculo; quase metade das obras utiliza
recursos provenientes da Ldgica Classica, caracterizando a dedugdo e evitando ao
maximo a intuicdo que poderia tornar mais razodveis os raciocinios efetuados; e
preocupacdo predominante com a transmissdo do conhecimento em detrimento da
constru¢iao/negociacao.

Os dados apontados por Baruffi no que diz respeito ao ensino do CUV sido
preocupantes. Além disso, enquanto observamos uma evolug@o das préticas educativas
que garantem a compreensdo estudantes em outras matérias estudadas na academia,
como no caso da Geometria, no curso de Cdalculo, aparentemente, a crenca segundo a
qual “a estrutura l6gico-matematica é garantia suficiente para a aprendizagem” ainda é
constante, como destaca Baruffi (1999, p. 149).

Deste modo, que expectativas podemos criar a respeito das obras didaticas
utilizadas no ensino do Célculo a Vdrias Varidveis — CVV? Haveria alguma mudanga
radical no discurso, nos objetivos metodoldgicos e nas priticas de sala de aula

estabelecidas no ensino do CVV, quando comparado ao ensino do CUV?
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Respaldando-nos em nossa pratica didria, conjecturamos que ndo ocorrem
mudangas significativas no que se refere aos reducionismos metodolégicos. Além disso,
temos alguns fatores agravantes. O nosso primeiro exemplo € discutido em Harel e
Kaput (2002). Eles esclarecem que “uma funcdo de valores reais f(x,y) é usualmente
pensada como um processo de aplicagdo de pontos d plano (x,y) em pontos da reta
real”. Os estudantes que apresentam a ideia dindmica possibilitada pelo modelo
de f(x,y), tétm mais chances de éxito.

Por outro lado, “outra sutil interpretagdo pode tomar f(x,y) como um processo
que associa pontos da reta X, com fungdes f (y), onde este ultimo assume valores de
f(x,y)”. (HAREL e KAPUT, 2002, p. 86)

Mais adiante, os autores analisam o contexto de ensino de limites do tipo
lim 0 (x,y), e do limite interado lim _, [lim ,, f(x,y)]]. Notamos que,
enquanto “computacionalmente o limite interado seja mais simples de calcular do que o
limite duplo, conceitualmente o limite interado envolve ideias mais sofisticadas, que
causa dificuldades para estudantes em circunstancias particulares.” (HAREL e KAPUT,
2002, p. 86)

Os autores concebem o seguinte diagrama (figura 13) que descreve o limite
interado como uma espécie de composi¢ao de operadores descritos como seguem:

(1) M: x—1f (y) com dominio no conjunto dos reais € imagem num conjunto de
funcoes;
(i) lim_, : f (y) = f(x) cujo dominio e imagem estd num conjunto de fungdes;

(iii) lim _,,: f(x) = ¢ com o dominio num espago de fun¢des e imagem num conjunto

lim, , lim,_

limx%a [h-‘myeb _f'(x= y)]] composigio de trés aplicacées

dos reais.

Figura 13. Fluxograma conceitual descrito por Harel e Kaput (2002, p. 86).
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Segundo os autores, “as respostas dos estudantes indicam dificuldades no
tratamento concernente ao operador M, como caracterizado anteriormente, um objeto
que requer uma noc¢do de fung¢do como objeto. Enquanto o operador M deve ser

compreendido como um operador de valores, os outros dois operadores lim e

y—b

lim pode ser vistos de dois modos, que determinam diferentes niveis de

x—a

compreensdo do conceito de limite interado” (HAREL e KAPUT, 2002, p. 87).
Falar de limite, semelhantemente ao que vimos no ensino do CUV, exige que

mencionemos o caso da seguinte igualdade lim, ., f(x,y) = f(a,b). Temos aqui a

no¢do de continuidade de fungdes. Geralmente, apresentada com referéncia as trés
condicdes:

@ Ff (a,b)

(i) im0 f (X, )

(1) lim, 5 f (X ¥) = f(a,b)

Note-se que, de modo semelhante a critica desenvolvida em Revuz (1972) na
secOes anteriores, tais condi¢cdes ndo sugerem de modo imediato, para o aprendiz, um
significado geométrico. Muito menos um modo de relacionar o modelo intuitivo ou
‘modelo metaférico’ da nogdo de continuidade do CUV com o CVV.

De fato, ja mencionamos as metaforas empregadas no CUV com a intencao de
fornecer um sentido intuitivo a referida noc¢éo, todavia, como interpretd-la com um viés
semelhante no caso de fungdes do tipo z= f(x,y)?

Por exemplo, quando consideramos os grificos abaixo de duas fungdes
descontinuas, identificamos uma regido na origem na qual o grifico ndo comparece. Por
outro lado, ao passo que, no primeiro caso, pela vista de cima, identificamos um

‘buraco’, no caso (II), notamos uma ‘cratera’ acentuada na figura 14.
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vista de cima

X
2

Jlx, )=

4y

Figura 14. Em (I) temos o grafico com aparéncia de um buraco na origem e em (II) uma
‘cratera’.

N

E quando nos referimos a formulacdo por épsilon e delta, revemos

lim, .0 f(x,¥)=f(a,b) .=. dado £>0, existe 6>0, de modo que se

0<\/(x—a)2+(y—b)2<5—>|f(x,y)—f(a,b)|<8. Observamos  na literatura

especializada o tratamento dispensado para a interpretacdo geométrica da formulacdo
por épsilon e delta. Notamos que a figura 15, exibida pelo autor, ou a sua argumentagao,

ndo sugere uma argumentacdo metaférica semelhante a empregada no CUV.

p

Figura 15. Interpretacido geométrica discutida por Swokowski (1979, p. 721).

Além disso, podemos identificar com facilidade varios exemplos nos quais ndo

conseguimos efetivamente estabelecer uma relacdo direta entre £e J, conforme
. . s I3 €
habitualmente o aluno encontra nos livros didaticos | 0 = 5 oud= g ,etc |, como nos

3.4

1 . .
casos de f(x,y)z% ou f(x,y)=sen(x’+y’):| ——— |. Assim, além de o
Xty X+

préprio modelo se mostrar ineficiente em alguns casos, o aluno se depara ainda com a
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exigéncia de aprendizagens de determinados tipos de raciocinios que podem propiciar
dificuldades ao iniciante.

Para discutir um exemplo referente ao tipo de raciocinio empregado no CVV,
recordamos as colocacdes de Guerrier (2005, p. 52), que destaca o pensamento de
George Polya quando indicava a importancia da no¢do de raciocinio plausivel.

Para Polya, “quando se faz uma conjectura sobre A e dispomos de um teorema
da forma A= B, o fato de poder estabelecer a verdade sobre B permite se aumentar o
grau de verossimilhanca, e por seguinte de confianca, na conjectura A. Neste caso Polya
afirma que A € mais crivel.” (GUERRIER, 2005, p. 52)

Temos, entdo, um exemplo de raciocinio em Matemética utilizado nas
demonstracdes do CVV; entretanto, a nog¢do de raciocinio plausivel € explorada pelos
autores de livros? Como utilizd-lo e como identificd-lo?

Guerrier (2005, p. 52) nos fornece um exemplo cldssico de uso deste raciocinio,

quando diz que

Nos utilizamos, por exemplo, este tipo de raciocinio quando buscamos
saber se uma funcio de duas varidveis é diferenciavel num ponto. De
fato, € mais fécil estudar a continuidade no ponto de uma fungdo de
duas varidveis do que sua diferenciabilidade neste ponto. Ou a
diferenciabilidade implica a continuidade; em seguida, se a funcdo ndo
€ continua neste ponto considerado, podemos concluir também que a
funcdo ndo sera diferencidvel neste ponto, e economizamos um
calculo bastante fastidioso. Por outro lado, se a funcio € continua no
ponto considerado, prosseguimos o estudo nos interessando por suas
derivadas parciais. No caso em que a funcdo ndo admite no ponto as
derivadas parciais, ela ndo serd diferenciavel neste ponto. Do
contrdrio, se as derivadas parciais existem, prosseguimos o estudo. A
fun¢do passou com sucesso por dois testes, € aumentamos nossa
confianca para uma resposta positiva sobre a questdo de sua
diferenciabilida no ponto considerado. Para prosseguir ao estudo sem
recorrer a definicdo, podemos utilizar neste estddio o fato de que a
continuidade das derivadas parciais implica a diferenciabilidade; em
seguida, podemos fazer o estudo da continuidade neste ponto das
derivadas parciais e concluir positivamente no caso onde elas sdo
continuas. Por outro lado, no caso em que elas ndo sdo continuas, ndo
se pode concluir, e € necessdrio agora retornar a definicdo para
concluir o estudo. (traduc¢do nossa)

Na figura 16, descrevemos, passo a passo, os niveis de argumentacdes e
raciocinio empregados na investigacdo do cariter diferencidvel de uma funcdo.
Notamos que a argumentagdo mais interessante é aquela fundada em condicdes

necessarias, mas nao suficientes.
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Nestas condi¢des, o aluno tem a oportunidade de desenvolver um raciocinio
ndolinear, em busca de contraexemplos e casos patologicos no CVV que, na maioria dos
casos, envolvem objetos complexos.

Quando prosseguimos com esta preocupacdo, podemos prolongar o tempo
investido pelo aluno no que diz respeito ao cariter da diferenciabilidade, em vez de
empregar, mecanicamente, a condi¢do do [limite (condi¢do formal) descrito por

‘ E(x, + Ax.y, +Ay)
Limy, 5,00l xo||(Ax Ay)(j)” ’

1=0, onde o termo do numerado E(x,+Ax.y,+Ay)

representa 0 “‘erro” que se comete ao aproximar-mos a fungdo f(x,y) por um plano

tangente ao ponto de intersec¢do (x,, y,) .

Figura 16. Fluxograma esquematico caracterizado por Guerrier (2005, p. 52).

Esquematicamente, elaboramos um fluxograma que sintetiza a investigagdao

necessdria desenvolvida pelo aluno para descobrir se a fungdo z=f(x,y) é
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diferenciavel ou ndo. Para desenvolver um raciocinio comparativo com o Célculo em
uma Varidvel Real, quando buscamos saber se uma funcdo do tipo y=f(x) é
diferencidvel, observamos primeiro se ela é continua.

Se nao for continua, digamos num ponto x =a, em virtude de um teorema, nio
podera ser diferencidvel. Por outro lado, se y= f(x) for continua neste ponto, nossa
investigacdo continua, entretanto, diferentemente da trajetoria apontada por Guerrier,

temos nesse caso que imediatamente verificar a  definicdo  formal

fx+h)-f(x)

, como encontramos em Stewart (2004, p. 163). Vejamos

f'(x) = Lim,_,,

isto na figura 17.

y=5x)

VRN

Mao & continual : .
' E contirmal

) Diefinigia

W &0 diferencidsre | 7= Lo, f(KHﬂi— Jix)

T

ISETS] =il

Figura 17. Condi¢des de validade ou ndo da propriedade no CVV.

Note-se que assumimos, para efeito de investigacdo, a fato de ser a maior
importancia para a aprendizagem a possibilidade da nao ocorréncia da propriedade; ou
melhor exprimindo, quando um aluno sabe que uma funcio é continua, esta pode ser ou
ndo diferencidvel, assim, o que acreditamos envolver maior relevincia para a
aprendizagem é a compreensdo do estudante relativa aos aspectos matematicos
necessdrios para o preenchimento da condicao formal, e ndo os aspectos suficientes.

Como mencionamos o modelo de diferenciabilidade, vamos desenvolver um

raciocinio comparativo/analdgico incomum nos cursos de CVV. Inicialmente, vamos

tomemos a fun¢do f(x,y)=10—x"—y>. Tal fungiio pode ser vista apenas como uma
curva, quando fazemos y = f(x,0)=10—x". Na figura 18, exibimos a reta tangente no

ponto x=2, portanto, y = f(x)=10—2>=6. Obtivemos o seu coeficiente angular que

representa a taxa de variacao por
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fR+A)-fQ) _ 10— (2+Ax)* -6 —lim 6—4Ax—Ax* -6 _

f '(2) = hmAx—)O AX Ax—0 A)C Ax—0 Ax

—4Ax— A

Ax—0 A)C _4 ‘

lim

No caso da fungdo f(x,y)=10—x"—y>, devemos considerar o ponto
£(2,00=10-2*-0*=6..(2,0,6). De modo semelhante, precisamos identificar o
coeficiente angular de uma reta tangente  curva parametrizada por f(z,0)=10—¢>-0".

Empregamos a seguinte parametrizagdo a(t)=(t,0,10—¢*) e podemos observi-la sobre
a superficie (paraboléide) na figura 18. .

Para a obtencdo do coeficiente angular neste ponto, temos um recurso a mais, em
derivar a curva a'(t)=(1,0,-2¢). Notemos que no ponto
a(t)=(1,0,10—1*)=(2,0,6) <>t =2 assim, precisamos do vetor velocidade com o

parametro t=2..a'(2)=(1,0,-4), o que equivale a equacdo paramétrica da reta

x=2+t
y=0 . Por outro lado, temos x—2:6f;Z<—>4x—8:6—ze> z=—4x-14.
7=6+4t

Vejamos que poderiamos apenas ter tomado a fungdo f(x,y)=10—x"-y" e

f2+Ax0)-f(2,0) _
" =

4.

. . . 9 .
avaliado sua derivada parcial no ponto a—£(2, 0)=lim,,
Conclusdo: apesar de empregarmos procedimentos mais complexos, obtivemos, de
modo andlogo, o coeficiente angular da reta tangente a superficie.

Por fim, vamos agora considerar de modo arbitrario uma direcdo no plano,

digamos, o vetor u =(1,1). Vamos em seguida avaliar o seguinte limite que caracteriza a
derivada direcional no ponto (2,0). Assim, €SCrevemos:

FQ+1-1,0+1:1)= f(2,0) _ fQ+1,0-f(2,0)

¥ 2.0 =lim,_, lim

g t-\/a 1—0 t_\/a
_ _ 2 _ 2 _ A _ 2 _ 2 _
—lim_, fQ2+t,t)—6 —lim_, 10—-2+1)" =t -6 —lim_, 10-4—-4t—t" -t~ -6 _
142 142 142
—_— — 2 — —
=lim, A -2 lim M =—4 . Notamos a coincidéncia dos valores numéricos

t-\/i = =0 \/5

. o d .
obtidos. De fato, no primeiro caso, encontramos d—y(2) =—4. No segundo, vimos que
X

70



of

——(2,0)=—4 e, por fim, ao utilizar a derivada direcional na dire¢do do vetor u =(1,1),

ox
3 xX=2+t
obtivemos al (2,0) =—4. Consideramos agora { y =0+1¢
u
7=6

Notemos que a interpretacdo geométrica neste caso ¢ bem mais complexa.

Figura 18. Relagdes entre os tipos de derivada construidos pelo Maple.

Tal posicdo assumida pelo professor requer um discurso baseado na crenga e

ndo na certeza matemdtica. De fato, quando sabemos que uma funcdo

z=f(x,y)e C 2, ndo hd nada mais o que duvidar quanto a propriedade

2 2
a—f(xo,yo):a—f(xo,yo), fato matemadtico conhecido pelo teorema de Claireaut-
0xdy dyox

Scharwrz. Os alunos, em geral, sentem dificuldades em raciocinar termos do

enfraquecimento das hipdteses ou o resultado inverso, ou seja, se ocorre

2 2
a—f(xo,yo) ;ta—f(xo,yo) , entdo a fungio z= f(x,y)e C*.
0xdy dyox
Observemos que, em Lages (2010, p. 146), é enunciado como o “teorema de
Schwarz”. Ja no livro eletrdnico disponivel na pagina

http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/Calclll/HighOrderPartialDerivs.aspx, vemos o0

seguinte enunciado: Supondo uma funcdo definida num disco D, que contém o ponto

(a,b).Se f,, e f, sdo continuas nele, entdo f, (a,b)=f (a,b). E notével o emprego
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de outra notagdo. Assim, evidenciamos na prépria literatura a variedade de enunciados
equivalentes e a variagdo de nome do préprio teorema, inclusive a simbologia
empregada. Na figura 19, exibimos as possibilidades conceituais, quando

enfraquecemos as hipéteses.

Figura 19. Condi¢des de validade e ndo validade do teorema de Claireaut-Schwarz.

Experimentalmente falando, trabalhar com tais condi¢cdes possibilita mediar a
crenga sobre estes objetos, na medida em que se esta produzindo inferéncias, e ndo a
certeza dos enunciados matematicos, uma vez, que “quando enfraquecemos as
condigdes suficientes nos enunciados de um teorema, proporcionamos a atividade
declarativa dos sujeitos.” (ARTIGUE, 2002, p. 18)

Por outro lado, apresentar e discutir os resultados com toda a sua generalidade e
condicdes suficientes abrevia a investigacio e possibilita o emprego de formulagdes de
modo pouco refletido. Podemos citar, para exemplificar, a condicio de

diferenciabilidade  para uma fungdo z= f(x,y) € caracterizada por

E(x,+Ax.y, +Ay)

Lim xiay)s 0.0l [ax. a0 1=0, onde
o of
E(XO+AX,)’0+A)’)=f(xo+Ax’}’o+A)’)_f(xo’)’o)_$(xo’ yo)'m_g(xo’yo)'Ay

representa o erro que se comete ao calcular a aproximagdo da fungdo por um plano

tangente determinado pelas derivadas parciais.
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Quando o aluno verifica que tal limite vale zero, declara sem hesitacdo, baseado
na defini¢do, que a fun¢do perde seu cardter diferencial, entretanto, nos casos em que o
limite nao existe ou quando este limite vale

| E(x, +Ax.y, +Ay)
Limy, o 00l 0||(Ax A)(j)”

1=k (k=cte), diferente de zero, o aprendiz pode

manifestr uma incapacidade de interpretacdo do que pode ocorrer naquele ponto.

Em situagdes como esta, o auxilio ao raciocinio, disponibilizado pelo professor
ou pelo livro, assume um papel essencial. Por exemplo, observamos em algumas obras,
uma preocupagdo com o entendimento do leitor.

Destacamos, por exemplo, a obra de Hairer e Wanner (2008). Encontramos no

trecho referente a no¢@o formal de fungdo definida a vdrias varidveis sua generalizacdo
descrita por f:AcR" — R", como observamos na figura 20, entretanto, para efeito

didatico, o autor apresenta dois casos particulares que auxiliam a visualiza¢do do objeto

definido anteriormente.

Let A be a subset of E™. A function

(2.1) f4—-R™
maps the vector ¥ = (ry1,....: rn) £ A to the vector ¥ = (g1, . ... ) = R™.
Each component of y is a function of n independent variabhles. We thus write
w1 = fa(@m1,....: T
(2.2) y = fir) or
Y = fem(®T1,...,: Tz )

/

=
FIGURE 2.1a. The function g = =i + a3 FIQUR_E%- Ib. gy = cos 10z, y2 = sin 10=x,

Figura 20. Trecho do livro de Hairer e Wanner (2008, p. 287).

Evidenciamos o estilo do autor se manter o mesmo ao longo da apresentacao das
derivadas parciais, como observamos no trecho que segue (figura 21). Nele, Hairer e
Wanner (2008, p. 300) caracterizam as derivadas parciais em sua maior generalidade,
todavia, a ideia do conceito € transmitida por via geométrica, restrita as fungdes que
possuem seus graficos no espaco R®. Alids, todos os exemplos concretamente

trabalhados sdo de fungdes que admitem sua interpretacdo geométrica.
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Na sequéncia, o autor explica de modo intuitivo a nocdo de diferenciabilidade de

funcdes, ao adotar mais uma vez a funcdo z= f(x,y) para a caracterizacdo da
aproximacdo local por um plano. Reparemos no final do trecho, na figura 21, que o
autor caracteriza o plano como uma boa aproximacdo da funcdo nas vizinhangas do
ponto (x,,X,,) -

Como exemplo do conceito de diferenciabilidade, encontramos o caso particular
da funcdo f(x,y)= ¢ . O autor analisa a aproximacao local pelo plano tangente no
ponto (0,8;1,0), mas deparamos a dificuldade em localizar a regido precisa da “boa

aproximacdo”, como sublinha o autor (figura 21).

Partial Derivatives. If, in considering a function f : 7 — B, 7 < E™, we fix
all variables but one and regard § as a function of this single wvariable, we can
apply Definition HL.6.1. Consider, for example, a function y = fix1, x2) of two
variables in a neighborhood of {x16. r20). We then denote the derivatives by

. Flzw +h o wan) — FlTie, Tzo) af
lim =: - (#1060, T20)
(3.1) —0 h iy
; HI‘H fl:.t'lr_]..!‘zr_] + h:l —_ _fl:.l" 1r_]..!‘2r_'|:| . ;_}”f I:l" - }
h—0 b B 1os e

and call them partial derivatives of f with respect to x; and xz, respectively.
Other notations are fo, (0. T2o0). £ fro. r20). 3 {210, r20). or the like.
Geometrically, these partial derivatives can be interpreted as follows: the
function ¥ = fix1.r2) defines a surface in E* (with coordinates x,. r2, and
y) whose Intersection with the plane rz = xzn 1s the curve 7 — flo1.x20).
Theretore, the partial derivative 2 f /dx, is the slope of this curve, and

. . af . .
¥ = flxin.rz0) + =—— (710, T20)(x1 — T10)
-"J.E'1
is the tangent to this curve at (5. T2 ). Similarly, the tangent to the curve r, —

flzin, x2) is ¥y = flrio. rzo) + OF /Orz(r10, T20){x2 — rza), and the plane
spanned by these two tangents 1s given by

o f . .
= [.E'lr_]. .E‘zuj | — .J"QL]_:I_

: . af . \
(3.2) w= fizin.r20) + —— (710, -1"20J [r1— o)+ -
FJ.E'l o i}
The function f({x,, <) will be called differentiable at (x4, xaq ), if the plane (3.2)
is a “good” approximation to f(xy, x2) in a neighborhood of {r10. @20) and not
only along the lines 1 = 10 and 2 = 72q.

Figura 21. Trecho do livro de Hairer e Wanner (2008, p. 300).
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Figura 22. Aproximacao da funcdo pelo plano (Hairer e Wanner, 2008, p. 300).

Na sequéncia, Hairer e Wanner (2008, p. 301) continuam a desenvolver a teoria,

discutindo a definicdo de diferenciabilidade e derivada direcional. Identificamos,

entretanto, o fato de que todos os contraexemplos sdo discutidos no espago R’, como

por exemplo, a fun¢do descontinua que apresenta derivadas direcionais em todos os

A sex’ +y°>0
pontos, que € descrita por f(x,y)=1< x*+y’ )

0 se x=y=0
O autor destaca o fato de ndo ser continua, mas possuir a derivada direcional na
origem em todas as direcdes. De fato, pondo o vetor v=(cos(d),sen(d)), temos

(tcos(0))’(tsen(B)) _ t-cos(B)’-sen(6)

JOO ) = ) = @) + (sen(8)) 7 -cos(6)" +sen(@)

Assim, a

t-cos>(0)- sen(6)
t*-cos*(6) + sen’(6)

funcdo g(t)=f(t-v)= ¢ diferencidvel para qualquer t. Hairer e

Wanner discutem na figura 23, com a interpretacdo geométrica do comportamento da

funcdo. Por outro lado, exibimos o grafico ao lado do seu comportamento.

2 2
. - ta-t a
Tomando a parametrizacio  a(t)=(t,a-t°) .. f(a(t)) = Z = >
t"+at” l1+a

observamos que nas vizinhangas da origem (0,0), a imagem f(«(t)) assume todos os

1 1
valores entre —— e —.
2 2
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()

i
Ty a 2
Fx y)—{x*—#—yg sex” +y =0

0 se z=y=0

Figura 23. Interpretacdo geométrica da derivada direcional de uma func¢ao descontinua.

Observa-se o intensivo emprego de simbologias que requerem um tratamento
operacional peculiar. Advertimos o fato de que a manipulacdo, em muitos casos das
representacdes envolvidas, ndo determina a compreensdo e um dominio de significado.

Neste sentido, Imafuku (2008, p. 42) salienta que

Em relagdo as derivadas parciais, parece-nos simples o fato de fazer
ora uma depois a outra variavel assumir o status de constante, porém
nao € de dificil interpretacdo, pois se fala que y é constante, mas no

[Tl

momento em que os estudantes vao derivar encontram a letra “y” e,
para muitos, uma letra representa uma variavel e ndo uma constante.

Artigue (2002, p. 184) relata que, num estudo aplicado, “as respostas dos
questiondrios mostravam que o papel funcional da diferencial é raramente presente no
nivel declarativo dos estudantes”. Além disso, “as imagens associadas com o conceito

mostraram-se frageis e restritas a uma dimensdo.” (ARTIGUE, 2002, p. 185)

No seu estudo, destacamos a seguinte situacdo-problema: “o mapa da aplicacdo

f:R* =R ¢ definido por f(x,y) = -sen(xy) . Encontrar a diferencial no ponto

(1,0) e fornecer sua interpretacdo geométrica”.

Artigue descreve algumas dificuldades manifestadas pelos alunos ao decorrer de
solugdo desta situacdo-problema. Observamos que a autora explora a interpretacdo
geométrica da diferencial. Reconhecidamente, a formacdo de uma imagem mental

destes objetos sem o auxilio computacional € bastante complicada.
De fato, Artigue destaca a nocdo de que

[...] dos 85 estudantes questionados, somente 31 lidavam com
interpretacdes geométricas e 8 forneceram uma interpretacdo correta
em termos do plano tangente. Em particular, muitos falavam de plano
tangente da curva como se ainda estivessem num caso unidimensional.
(ARTIGUE, 2002, p. 184)
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A compreensdo relacional do quadro analitico com o quadro geométrico é
essencial para a evolucdo da aprendizagem do estudante. Podemos mencionar alguns
livros que ainda preservam esta preocupacdo; como em relagdo aos autores Hairer e
Wanner (2008, p. 323), sobre os quais ja haviamos apresentado algumas consideracgdes.

Eles caracterizam os pontos extremantes de uma funcao.

Mais uma vez, antes de realizar a generalizacdo do teorema apresentado na
sequencia para fungdes do tipo z= f(x,,x,,...... ,X,). Assim, enuncia o teorema devido a
Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Reparemos que o caso z= f(x,y) € discutido e o

exemplo envolvendo o comportamento da fungdo f(x,y)=x"+y’ —3xy, apds a

compreensdo do comportamento das curvas de nivel da fungdo. Observamos isto nas

figuras 24 e 25.

(4.7) Theorem (Lagrange 1759). Let f : B2 — R be twice continuwously differen-
tiable and suppose that (4.24) is satisfied.
a) The point (ro, yo) s alocal minimum, if, at (o, Yo ),

9 f O D2 D2F N2
4.26 "1~ o 7 A ( ' ) ~ 0.
( ) a2 ana a2 ay? Az Oy

b)  The point (o, yo) is a local maximum, if, at (xo, yo).

2 92 f 92 2 2
9°f < 0 and 97 O°F — ( it ) = 0.

4.27 - .
¢ ) dr2 dx2 Hy2 Srdy

c) In the case where

(4.28)

el it R

- — < 0
ax2 dy? Dy

at (xqa, Yo, then this point is a saddle point.

Figura 24. Teorema enunciado no caso particular por Hairer & Wanner (2008, p. 323-324).

Notemos que 0 caso em que a expressdo no teorema acima se anula é omitida

pela obra.

Figura 25. Comportamento geométrico das curvas de nivel.
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Tall (1997, p. 10) menciona que ‘“existem varios pontos no curriculo de
Matematica que caracteriza uma mudanca significativa em direcdo ao pensamento
matemadtico formal”. Uma das mudancas mais drésticas, segundo o Matematico inglés,
ocorre quando “os processos de pensamento dependem de definicdes formais
estabelecidas axiomaticamente dentro de teorias matematicas.” (TALL, 1997). Na

sequéncia, ele argumenta que

De fato, quando pensamos em conceitos matematicos, tais como
limites, grupos, espacos vetoriais, fungdes continuas, e assim por
diante, lidamos com bem mais coisas do que apenas defini¢des
formais e dedugdes formais a partir destas defini¢des. O estudante
deve possuir uma experiéncia prévia que desenvolva suas intuicdes o
que sugere que construa boas defini¢cdes e quais teoremas podem ser
semelhantemente demonstrados. (TALL, 1997, p. 10; tradug@o nossa).

Deste modo, uma maior preocupacdo com o tipo de raciocinio adquirido pelo
aluno se justifica, com suporte nas observa¢des a descricio das mudangas por Tall
(1997). O Matemético destaca a importancia de se vivenciar situacdes que desenvolvam

suas intuigcdes e que devem ser condicionadas pelas defini¢des formais e teoremas.

Questionamos, todavia, que tipo de percepcdo ou intuicdo a questdo presente na
prova do ENADE (2008) pode proporcionar ao estudante? Ou ainda, que tipo de
declaracdes ou conjecturas a questdo abaixo proporciona nos estudantes, antes mesmo

do emprego efetivo de determinadas estratégias?

QUESTAO 26

Analisando a funcado Mx, vy = x"i(x 1y + (2w ), definida no
dominio 2= {{x, v)c E*; 1l =x =<1, 1 =wv =1}, umesundante de
calculo diferencial escreveu o seguinte:

A funcdo ftem um ponto de minimo global em O
porgue

o ponto (O, 0) é wn ponto critico de

A respeito da afimmacao feita pelo estudante, assinale a opgio
correta.

As duas assergies sfio proposigde s verdadeiras, e a segunda é
uma justificativa cormreta da primeira.

As duas assergdes sfio proposicdes verdadeiras, mas a segunda
ndo ¢ uma justificativa correta da primeira.

A primeira assercao ¢ uma proposicio verdadeira, e a segunda
¢ falsa.

A primeira assergio € uma proposiciio falsa, e a segunda &
verdadeira.

© © @ 0 ©

Ambas as assergdes sfio proposicdes falsas.

Figura 26. ENADE (2008).
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Analisamos o enunciado e a estratégia necessaria para resolver a questio exibida
na figura 26, como, eminentemente, de natureza algébrico-computacional. Além disso,
perde-se a oportunidade de explorar certas no¢des estudadas no CUV no ambiente de
tratamento do CVV. Destacamos outro exemplo de questio apresentada em outra prova
do ENADE.

A abordagem diferenciada € identificada neste caso, uma vez que, na medida em
que o conceito de derivada direcional seja bem conhecido, o aluno pode conjecturar
e/ou eliminar os itens com menores chances de envolver uma resposta correta, sem o

emprego de nenhuma simbologia ou representagao.

QUESTAO 27 1

Considere em & uma bola de centro na
origem e raic 4. Em cada ponto {x, 1. =)

dessa beola, a temperatura I € wuma
funcio do ponto, expressa por
50
e e L T(x,y,z) =

x2+p2az?al
Messa situagdo. parfindo-se de um ponto
(*Xp. Vg Zo0 da fronteira da bola e
caminhando-se em linha reta na diregio
do ponto (—Xg —¥g —Zg). observa-se gque
a temperatura

. i -

Sera maxima nos pontos da fronteira da bola.
estara sempre anmentando durante todo o percurso.
estara sempre diminuindo durante todo o percurso.
atingira o seu maior valor no centre da bola.

moomwzre

assumira o seu maior valor em 4 pontos distintos.

Figura 27. ENADE (2005).

Sublinhamos que a questdo acima (figura 27) envolve um carater aplicado da
. . ) .
derivada direcional, simbolizada por ai(xo,yo). Vamos aproveitar o contexto de
u

delate da situagcdo-problema presente na questdo 27, da prova do ENADE (2005) para

S (i +Ax, y,) = f (%9, ¥)
Ax

. . . o) :
comparar as seguintes simbologias: (I) a—{c (X5, ¥) = Lim,_,

f((xov y0)+t'(a’b))_f(xov yo)
fa.b)

(ID) f (Xo, y,) = Lim,_, ,onde u =(a,b) é um vetor e

(111) /A (x()’yo) Vi (x55 ¥0)-
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Quando observamos as simbologias (I), (I) e (II), o que notamos de semelhante
e dessemelhante? Tais simbologias podem ser interpretadas como faxas de variagdo? O
comportamento das varidveis ¢ o mesmo em ambos os casos? Em que diferem as
construcdes geométricas necessdrias para se prever tais taxas? Tais construgdes sdo
exequiveis no ambiente 14pis e papel?

Note-se que, no caso (I), o aluno deve compreender, desde a simbologia, que,

enquanto x varia de x, — x, + Ax, o outro elemento y, =cte. Ja no caso (II) em que

J (g, y) +1-(a,0) = f (%, %)

, nido € muito imediato
t-|(a.p)

concluir que a duas varidveis variam. Para tanto, com um detalhamento pouco

9
temos i (x5, ¥,) = Lim,_,,
du

explorado pelos livros didaticos, podemos escrever
g (%, yp)=Lim_,, fottanttH=fGen) o F O A% 3 T4~ (5, 3o) , onde tomamos
G @b t{@b)

acima Ax=t-a e Ay=t-b.
No dltimo caso, temos outro fator complicador. De fato, notemos que temos

duas igualdades possiveis para 0 mesmo objeto:

af Defini¢ao ) f((x(] , yo) +1- (a’ b)) — f(xo , y()) Teorema
— s = L ) =
9 ) = o b

que a primeira igualdade € garantida por meio de uma defini¢do formal, enquanto a

VFf (Xy, ¥,) ﬁ . Vejamos

7z

segunda € validada por um teorema, na condi¢cdo em que saibamos que a funcdo é
diferencidvel.

Para concluir esta sec@o, salientamos, ainda, as mudancas topoldgicas
condicionadas pela mudanga notacional e a possibilidade da exploragio do R’. Por
exemplo, no caso de limites, no CUV, o aluno estuda e opera a simbologia

lim, _, f(x)=L. Pouco mais adiante, o aluno deve aprender o significado do simbolo

x—a

lim _ . f(x) e lim__ _ f(x) significando que o comportamento da imagem da fung@o
estd sendo avaliado na condi¢do em que nos aproximamos pela direita e pela esquerda,
respectivamente.

De modo padréo, os livros diddticos de CUV atribuem a simbologia x —a* o
sentido de que a variavel a < x, mas se aproxima paulatinamente de a. Além disso, na

reta, temos a nocdo de orientacdo, assim, empregamos os termos “a esquerda do ponto”.
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Figura 28. Aproximacdo de um ponto no CUV e no CVV.

Quando o aluno chega no CVV, todavia, ele depara a seguinte notagdo

li f(x,y)=L e lim f(x,y)=L. Aliés, tais simbologias ndo tém

m(x,y)—>(a.b)+ (x,y)>(a,b)”

sentido. Sublinhamos que, na formulacdo por (£,0) que apresentamos nas paginas
precedentes, encontramos a condicdo 0<||(x, y);(a,b)||<5 , 0 que, topologicamente,
significa que tomamos um ponto (x,y) proximo do ponto (a,b) e podemos realizar o
mesmo processo de aproximacgdo de indimeros modos no plano (figura 28).

Outra mudanca topoldgica diz respeito a seguinte condicio | f (x)| <k, na
condicdo em que o limite existe no CUV. Ja no caso do CVV, temos | f(x, y)| <k,, onde

k ek, e R. Geometricamente, temos que a imagem da fun¢do f:R — R € limitada
nas proximidades do ponto x =a. No segundo caso, temos que a fun¢do f:RxR —> R
possui imagem limitada nas proximidades do ponto (x,y)=(a,b).

Apesar de mencionarmos em ambos os casos a nogdo de imagem limitada, no

caso do CUV, sua limitacdo deve ser observada no eixo das ordenadas (Oy), enquanto

no caso de fungdes do tipo z= f(x,y), sua limitacdo pode ser observada no eixo das

cotas (Oz).
Com origem na no¢do da imagem limitada, podemos falar sobre a ideia de
grafico de fungdes. Aqui temos outra mudanga notacional considerdvel. De fato, o

grafico de funcodes do tipo y=f(x) é descrito por
Grf (f(x))={(x,y) tal que y=f(x)} c R* e mno caso do CVV, temos

Graf (f(x,))={(x,,z) tal que z=f(x,y)} c R’.
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Uma nog¢do que geralmente provoca dificuldades nos estudantes € a de gréfico.
No caso do CVV, encontramos estudos que identificam os possiveis entraves. Mas nos
caso do CVV, observamos o surgimento de outras dificuldades.

De fato, exibimos abaixo na sequéncia grifico das fungdes y=sen(x) e
z=sen(x-y). No lado esquerdo, vemos o grafico da primeira funcdo limitada nas
vizinhangas de (0,0); no segundo caso, evidenciamos algumas dificuldades
perceptiveis no sentido de se compreender a mesma propriedade, embora, em ambos os
casos, tenhamos |sen(x)|£1 e |sen(x-y)|$1. A primeira desigualdade é facilmente
observada, uma vez que podemos imaginar uma faixa no eixo Oy para o intervalo
[-1,1], onde a imagem fica restrita.

Por outro lado, no caso da fung¢do z=sen(x-y), enquanto que, por meio das

trajetérias em azul que destacamos no seu grafico, observemos que a sua imagem se

aproxima da origem (0,0,0), ndo identificamos rapidamente sua propriedade limitada.

z=sen(x-y)

054

051
grifico limitado

na origem

Figura 29. Quadro comparativo do CUV e CVV - gréfico de funcdes.
Na figura 29, apresentamos a mesma superficie, entretanto, mudamos o angulo
de observagdo da superficie. Podemos agora imaginar, semelhantemente ao caso para

uma variavel real, uma faixa que corta o eixo das cotas.
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grifico Iimitado

z=genlx-y)

] “{! 1I

i
i -..!

Figura 30. Mudanga do 4ngulo de observagio da superficie no R’.

Falta ainda desenvolver uma argumentacido convincente no que diz respeito ao
cardter limitado do grifico, mas dizer que o grifico da funcdo
Graf (f(x,y)) ={(x,y,sen(x-y)) tal que z=f(x,y)} c R’ ¢ limitado significa dizer, num
ponto de vista geométrico, que o referido conjunto pode ser colocado dentro de uma

esfera ou bola no espaco R*. Vejamos isto na figura 30 e figura 31.

grifico

grifico limitado ilimitado

Figura 31. Interpretacdo geométrica da limitag@o local de uma funcio.
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Para concluir esta secdo, recorremos as colocacdes de Edward, Dubinsky e

Macdonald (2005, p. 23) quando explicam que

Em Matematica, quando raciocinamos sobre objetos que ndo sdo
acessiveis por meio dos cinco sentidos, € geralmente necessdrio criar
um modelo que representa um ou mais, porém, nem todas, as
caracteristicas do objeto desejado. Existem modelos imperfeitos que
tentam representar por esta via a garrafa de Klein. Para o matematico
o uso de modelos nio pode ser comunicado diretamente aos outros, e
existem dificeis potencialidades na descricdo de modelos para o uso
no ensino de matematica. (tradug@o nossa)

As consideragdes de Edward, Dubinsky e Macdonald sdo notadas quando nos
esforcamos na exploragdo no ensino de determinados modelos que auxiliam a
aprendizagem. De fato, se por um lado alguns modelos podem sugerir imagens mentais
diferenciadas e mais ricas, por outro, podem proporcionar o surgimento de concepgdes

indesejadas.

Figura 32. Modelo imperfeito de um plano hiperbélico representado por um croché.
(EDWARD, DUBINSKY e MCDONALD, 2005, p. 23).

De fato, na figura 33, ndo € incomum identificarmos nos estudantes, ao
observarem o comportamento da superficie apresentada na questdo 28, a concepc¢ao de
que a funcdo (item III) é limitada inferiormente, um vez que, se baseando na figura, o
estudante percebe o limites de plotagem do grifico no plano R*. Deste modo, se por
um lado proporcionamos outras heuristicas por meio da observacdo do grafico e a
andlise de um modelo geométrico, proporcionamos também a evolugdo de
interpretacdes inconsistentes que precisam ser modificadas. Isto proporciona o estimulo

da percepcio e da visualizagdo dos conceitos do CVV.
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CQWEST Ao 28

A figura acima ilastra parte do grafico da funcio JFilx, ) = @

definida para . o = ”E Sabendo oL e =e o] = i,

.

st o -{F;_'-_:‘"-M— i1 —IE'_"-:I. julgune o5 itens A Segimir.

=T T ™

Ors conjunmtos O, = {{x, ¥ & B2 - e, ) = & == 1}. oue
reprasentan curvas de mivel da fungio 75 ircunferéncias de
Ccentro nAa orisemnm
tim (e ) = O.
2By g e
ITT & Ffuncio F £ limiradas superiorrmernses = limmimads
nfericrmente.

| By _ﬂ'.-s—""-—"-d:.ﬂ_pl=ﬂ_
o
Esrdco certos apenas oS itens

A e IIT

B Ife IWV.
C IEE e TN
[+ I II = ILE.
E I IIeIWV

Figura 33. ENADE/2008.

Assim, concluimos esta secio, indicando alguns problemas conhecidos ha algum
tempo no contexto de ensino do CUV, e damos indicagcdes de outros problemas e
elementos que podem funcionar como entraves ao entendimento do estudante e que
abordagens metodoldgicas especificas precisam ser pensadas no sentido de proporcionar
a transi¢do interna do CUV para o CVV.

Por outro lado, antigos problemas com o formalismo e as demonstragdes e
construcdes que envolvem as defini¢des formais dos conceitos continuam oferecendo
sérias dificuldades aos estudantes.

Deste modo, preocupagdes metodoldgicas, tanto no ensino do CUV como no
ensino do CVV, ndo podem descuidar da importancia da aquisicdo destas nocdes por
intermédio de um raciocinio intuitivo e, depois, sua sistematizacio e generalizacao.

Assim, com a intencdo de compreender a prépria natureza e o papel do
raciocinio intuitivo, ou, mais precisamente, o papel e a natureza da intuicao, passaremos
a discussdo de alguns elementos de ordem histdrica, epistemoldgica, filosofica e

psicoldgica no préximo capitulo.
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Capitulo 2: O PAPEL DA INTUICAO NA MATEMATICA

Neste capitulo nos deteremos a uma andlise indispensavel neste estudo que diz
respeito ao entendimento da natureza, do papel da intuicdo e suas relagdes entre o que
os psicélogos chamam de percepgdo e insight. Este tltimo vocédbulo, do ponto de vista
histérico, adquire importancia no contexto da resolu¢do de problemas e na atividade do

matemadtico profissional.

2.1 A intuicao na perspectiva filosé6fica

Nao existe uma aceitacdo comum para a defini¢do de conhecimento

z

intuitivo. O termo ‘intuicdo’ é usado como um termo matematico
primitivo semelhante a um ponto, linha, conjunto, etc. O significado
de uma intuicdo € implicitamente considerado como intuitivamente
evidente. Tradicionalmente, a propriedade implicita aceitada €&
referente a auto-evidencia, o que € oposto ao esfor¢o légico/analitico.
(FISCHBEIN, 1999, p. 12; traducdo nossa).

A preocupagdo relativa ao que captamos, entendemos e interpretamos 0 mundo
que nos cerca remonta a histéria dos povos antigos. Por tradi¢do, a civilizagdo helénica
se apresenta de modo insuperdvel com uma contribuicdo que se distingue de outras
civilizacdes. De fato, os gregos, desde cedo, refletiram sobre a relagdo entre homem e
objeto e sobre os elementos da relacdo estabelecida que permitem compreender e
investigar propriedades intrinsecas do objeto.

Entendemos este posicionamento dos antigos gregos, quando observamos as

colocagdes de Aristoteles ao declarar que

Querer conhecer os fatos, ndo apenas do modo como se apresentam
mais, também, do modo como devem ser; ele quer resolver o
contingente e o necessdrio. E necessdrio, todavia, investigar as
condi¢Ges pelas quais o espirito concebe algo como necessario; em
outras palavras, € necessdrio inicialmente encarar a ciéncia em sua
forma, abstracdo feita do seu conteido: € o objeto da ldgica
(BOUTROUX, 1908, p. 116; traducdo nossa).

Etienne Emile Marie Boutroux (1845-1921) descreve uma preocupagio de
Aristoteles com a Ciéncia, em conhecer e sistematizar os seus dados. Ele manifesta,
ainda, como vemos no final do excerto acima, que um dos elementos que podem
promover o entendimento na investigacdo do espirito decorre da Logica Formal.

Reconhecidamente, os jonicos atribufam um papel de relevo as ciéncias
matemdticas que recorrem a Ldgica para o estabelecimento de vérios dos seus
fundamentos, apesar de que, em sua origem, a Matemadtica ndo obedeceu a regras

explicitas e formulas bem formadas que explicassem sua génese.
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Deste modo, a contribuicdo dos helenos no sentido da sistematizacdo e
depuragdo das crencas e concepcdes que formamos a partir, em alguns casos, dos nossos
sentidos, € inigualdvel. Recorremos ainda a Boutroux quando extrai um ensinamento

influenciado pela tradi¢do helénica, quando assinalou que

No que concerne a inteligéncia, uma boa educagdo aprimora e dirige
as faculdades, mais do que forcar a memoria. Existem dois exercicios
da faculdade: um ¢€ livre, € o jogo; o outro imposto € o trabalho. Este
ultimo € obrigatério por si mesmo e no ensino ndo € substituido pelo
primeiro. A faculdade da intuicdio deve ser formada antes do
entendimento. Todo o ensino serd inicialmente intuitivo,
representativo e técnico. (BOUTROUX, 1908, p. 394; traducdo
nossa).

No final do excerto, vemos claramente a orientacdo e valorizagdo de um ensino
intuitivo, entretanto, se desconhecemos a natureza, a fonte, o propdsito e as
possibilidades alcancadas pelo entendimento humano ao fazer uso da habilidade ou
faculdade intuitiva, incorreremos por uma via infrutifera que torna inexequivel seguir o
ensinamento de Boutroux.

A intuicio mereceu a atencio de Immanuel Kant'* (1724-1804). Kant
assegurava que ‘“‘um conceito permanecia vazio a menos que O mesmo se
correspondesse com a intui¢do; intuicdo € necessdria para o estabelecimento de uma
realidade objetiva do conceito, isto €, a possibilidade de uma instancia”. (PARSONS,
2008, p. 8).

Kant se interessou de modo especial pelas figuras geométricas na Matematica,
que o mesmo denominava de formas (empiricas) ou objetos. Nas provas tais objetos sao
construidos intuitivamente; no sentido de que podem ser intuidos. ‘“Representacdes
intuitivas surgem também na Matemadtica a partir de outros objetos, embora para os
ndmeros de modo particular estas surgem a partir de uma intuicdo mais indireta do que
as formas geométricas”. (PARSONS, 2008, p. 8).

Parsons (2008, p. 8) dedica algumas péginas de sua obra para explicar o termo
em inglés “intuitability” que traduziremos por “a capacidade de aprender por intuicdo”.
Parsons caracteriza o mencionado termo na acep¢ao de uma condigdo geral dos objetos.
O autor recorda que “Kant empregava o termo intuicdo (infuition) como uma

representacdo imediata de um objeto individual.” (PARSONS, 2008, p. 8).

'* Buffet (2003, p. 34) destaca que “Kant se interessou particularmente pelo conceito e sua construgo.
Neste sentido, a funcdo da intui¢do assume um lugar de destaque na construgdo do conceito”.
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Por outro lado, que significado atribuimos ao termo “imediato” (immediate)?
Conforme o autor, este termo foi fruto de intensa polémica; mas, retornando a discussao
do termo “intuitability” e o papel da intuicdo, observamos que seu conceito ocupa um
lugar néo trivial de discussao entre diferentes nocdes que merecem atencio por parte de
filésofos e matematicos (GIAQUINTO, 2007; OTTE, 1991, 2008; SHAPIRO, 2000).

Na Matematica, a importancia do seu papel foi defendida por alguns e atacada
por outros, como recorda Parsons (2008, p. 139). Num ambito filoséfico, intuicdo é
mencionada em ambas as relacdes estabelecidas com objetos e relagdes com
proposicdes. Parsons usa as expressdes “intuition of’ e “intuition that” para marcar as
duas relacdes possiveis na perspectiva de alguns filésofos.

Para compreender o significado dos termos “intuition of’ e “intuition that’ e o

seu emprego no ambito filos6fico, observamos suas colocagdes na sequéncia

O que fornece a “intuition of” um importante local na filosofia €
provavelmente o fato de que Kant’s Anschauung ¢ intui¢do de objetos.
Todavia, Kant certamente confere ao conhecimento intuitivo ou uma
indicagdo do que seria uma espécie de “intuition of”. Eu penso ser
bastante claro que Kant possuia tal concepg¢ao, porém, nao as designou
pelo termo Anschauung ou igualmente usando como na frase
anschauliche Erknntnis. (PARSONS, 2008, p. 140; traducdo nossa).

Pode-se falar, seguindo-se a esta tradi¢do de influencia kantiana, em intuicdo de
objetos e intuicdo de verdades, embora, neste ultimo caso, alguns dilemas e
ambiguidades de ambito filoséfico precisem ser esclarecidos. Parsons (2008, p. 140) diz
que “quando temos uma intuicdo sobre g (proposi¢do), isto significa que seguimos tal
proposi¢do”. Por exemplo, “quando um filésofo fala sobre suas ou sobre as intui¢des
dos outros, isto frequentemente significa que a pessoa em questdo esta inclinada em
acreditar, pelo menos de inicio da inquiri¢do, ou apenas como uma matéria do senso
comum.” (PARSONS, 2008, p. 141).

Com efeito, as intui¢des ndo precisam ser sempre verdadeiras. Elas podem ser
guias bastante faliveis para o alcance da verdade. Parsons analisa as concepgdes € 0s
sentidos atribuidos por figuras ilustres ao termo intui¢do. Quando menciona Descartes,
explica que o Filésofo e Matemadtico francés diferenciava intuicdo de deducdo. Em sua
acepgao, a conclusdo de uma inferéncia poderia nao ser intuigao.

Na discussdo das fontes de conhecimento, “ndo apenas a intuicdo seria
distinguivel dos resultados dos argumentos envolvendo inferéncias, porem tais
resultados poderiam ndo se tratar de intui¢do, embora possivelmente uma proposicao

possa ser ou ndo conhecida por intui¢do.” (PARSONS, 2008, p. 142).
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Mais adiante, o autor destaca que a explicacio de Descartes'> de intuitio
apresentada na Regras (Rules) fornece uma analogia com percepcao. “E € claro que o
mesmo se refere a intuition that nos exemplos que Descarte forneceu na Regra Terceira
para todo proposicdo.” (PARSONS, 2008, p. 144).

J4 em Leibniz, Parsons compara, dizendo que este ndo usa tais analogias como
Descartes, em suas explicagdes acerca do conhecimento claro e distinto na obra
“Meditations on Knowledge, truth and ideas” de 1684. E existe um contraste
comparativo entre intuitivo (intuitive) e o conhecimento cego ou simbdlico. Neste
sentido, “conhecimento de uma nog¢do € intuitivo quando podemos considerar todos os
seus componentes ao mesmo termo.” (PARSONS, 2008, p. 145).

Outra figura emblematica discutida por ele ¢ Edmund Husserl, para o qual a
no¢do de intuicdo assume posi¢do de significancia geral; na sua teoria, os atos ou
experiéncias intencionais que constituem nossa consciéncia e as relagcdes com o objeto.
Tal relacdo € realizada ou cumprida se o objeto se apresenta a infuicdo (ou a0 menos
representado na imaginacao); “no caso da intuicdo atual (actual intuition).” (PARSONS,
2008, p. 145).

Por outro lado, pode-se identificar uma estreita conexdo dos pensamentos
kantianos e husserlianos, como destaca Parsons, no que diz respeito a nocao de intuition
that e intuition of. De acordo com Kant, infuition (que temos observado como intuition
of) em Matemadtica confere evidéncia ao que é imediato. Como por exemplo, o caso dos
axiomas; mas, ‘“evidentemente, a imediaticidade de um julgamento origina-se da
construcdo da intui¢do sobre um objeto.” (PARSONS, 2008, p. 146).

Parsons (2008, p. 146) explica ainda que

Tipicamente, uma proposicdo envolve referéncias aos objetos,
evidéncia envolverd a intui¢do destes objetos, porém eles fazem parte
dos constituintes de estddio de acontecimentos que sdo intuitivamente
presentes, pelos menos no caso ideal. (tradug¢do nossa)

Parsons analisa também a perspectiva de Kurt Godel (1906-1978), para quem
deve existir algo semelhante a percep¢do na teoria dos conjuntos. Ele recorda-se de que,
em virtude da clareza de determinadas proposi¢cdes e declaragdes na Teoria dos

Conjuntos, pode-se contar neste caso com a intuition that.

'S Bunge (1996, p. 17) lembra que para “Descartes a intui¢do consiste na concepgdo do espirito atento,
tdo clara e distinta que ndo deixa incerteza alguma acerca do que se entende. Explica mais adiante que a
intui¢do cartesiana €, portanto, uma operacéo racional por meio da qual, certas verdades sdo apresentadas
de um modo total e imediato.”.
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Certamente que esta possui um estrito vinculo com a “intuition of” e, neste
sentido, vale observar que a “intuition that” permanece de algum modo vinculada a
“intuition of”.

E “intuition of” € algo que se pode esperar quando a “intuition that” é andloga a
percepc¢do, desde que um dos elementos centrais da percepcio € a propria presenga do
objeto percebido. Por exemplo, “sabemos por percep¢do que minha bicicleta é azul ao
vé-la. Alguém que nunca viu minha bicicleta nunca saberd algo sobre a mesma por meio
da percepcdo num sentido mais direto.” (PARSONS, 2008, p. 147).

As palavras de Parsons s@o alvissareiras no ambito do ensino de CVV. De fato,
quando comparamos os estudantes submetidos ao ensino tradicional desta matéria, que
privilegia a formalizacdo e o estabelecimento da verdade de enunciados a respeito da
derivada parcial com os estudantes que sdo levados a conhecer o referido objeto por
intermédio de crencas perceptuais adequadas, depreendemos, com a diferenca
estabelecida por Parsons, que os primeiros conhecem o objeto derivada por intermédio
da intuition that e nunca construirio nenhuma crenca por meio da percepcdo. No
segundo caso, os estudantes contam com a propria presenca (na tela do computador) do
objeto que chamamos de derivada parcial.

Retomando nossa discussdo filoséfica, sublinhamos o fato da debilidade da
intui¢do sensivel que, segundo Bunge (1996, p. 21), “é a fonte de nossos juizos de
percepcdo.” Deste modo, sempre corremos algum risco ao desenvolver raciocinios
rapidos e tacitos; alicercados por crencas perceptuais e, neste patamar, nio se pode
contar com o alcance da verdade matemdtica.

De fato, Bunge (1996, p. 60) comenta que hoje se compreende que nem todas as
entidades, relacdes e operagdes se originam na intuicdo sensivel e se reconhece que “a
evidéncia ndo serve de critério de verdade e que as provas nido podem se apresentar
somente por figuras, pois os raciocinios sdo invisiveis.” (BUNGE, 1996).

Deste modo, com o fracasso das intui¢des sensiveis e espaciais (ou geométricas)
como guia para a construgdo dos fundamentos da Matemadtica, observamos o
surgimento de concepgdes matematico-filoséficas que caracterizariam a intuicdo pura.

Neste ambito, uma corrente de pensamento matemdtico denominada de
intuicionismo matematico se caracteriza: a) como uma reagdo contra os exageros do

logicismo e do formalismo; b) como tentativa de resgatar a Matemdtica do naufrdgio

que parecia ameagar no inicio do século, como o resultado do descobrimento dos
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paradoxos na teoria dos conjuntos; ¢) como um produto menor da filosofia kantiana.
(BUNGE, 1996, p. 61).

“Muitas das tentativas produzidas por mateméticos e filésofos fracassaram no
sentido de fundamentar a Matematica.” (RUFIEUX, 2005). Além disso, suas
explicagdes carecem ainda de argumentos, deste modo, no préximo segmento,

introduzimos algumas perspectivas oriundas de outros ramos do saber.

2.2 Intuicdo e Percepcao numa Perspectiva das Ciéncias
Cognitivas

Os mecanismos das intui¢des estdo naturalmente escondidos em nosso
subconsciente e nas atividades mentais. Pela sua prépria natureza,
intui¢des aparecem de modo subito, global, reacdes sinérgicas, em
oposicdo as cogni¢des baseadas na légica, que sdo, por definicdo,
discursivas e analiticas. (FISCHBEIN, 1999, p. 15; tradug@o nossa).

Percepcdo € mais simples de se estudar do que imagens mentais, €
num sentido amplo, o motivo é que tal fendmeno € mais facilmente
caracterizado. [...] Entretanto, nas recentes descobertas da
neuropsicologia, tem mostrado que percepg¢Oes visuais sdo também
empregadas no visual mental imagindrio. Isto € muito promissor, uma
vez que, desenvolvendo uma elevada teoria da visdo perceptual,
ganhamos uma consideravel alavanca para a compreensdo da imagem.
(KOSSLYN, 1994, p. 63; tradugdo nossa).

Ennes (1992) evidencia a discussdo de alguns aspectos polémicos da
investigacdo realizada em Psicologia. Ele lembra um fato inquestiondvel relativo aos
quais os sistemas perceptuais e biolgicos possuem uma fonte limitada, ao relatar que o
“cérebro é um 6rgdo consistindo de um largo, porém finito nimero de neurdnios. Cada
sistema perceptual possui duplamente limites temporais e espaciais e um tipo de
informacdo pode ser processada.” (ENNES, 1992, p. 43).

Além disso, a seletividade visual pode ocorrer por meio de modo espacial
(informagdes podem dizer respeito a regides espaciais), consideragdes temporais (algum
simples esquema que possui pardmetros temporais) e alguma propriedade geométrica.
Por que o sistema visual do ser humano pode selecionar este ou determinado modo? Por
que ndo é possivel simplesmente considerar e avaliar toda informacao pela observaciao?

Parte deste questionamento € respondida por Klix (1980, p. 11), quando observa
que “frequentemente, a memoéria guia a percep¢do na recep¢do de informacdo,

determinacgdo local e tema de indagagdo perceptiva. Porém a memoria também guia o
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sistema motor de acdes”. Deste modo, parte da informagao relacionada de algum modo,

consciente ou inconscientemente, € divisada e avaliada, na medida em que se relaciona

com a memdria; assim, podemos receber muitas informacdes, todavia, nosso processo

de seletividade visual e avaliacdo dependerdo dos dados que retemos em nossa memoria

em relacdo aos fatos passados.

Na sequéncia, Klix (1980, p. 12) explica que

Por meio da natural integracdo e comunicagdo entre o organismo e o
ambiente, decorrem a conducdo das decisdes, das operacdes e
algoritmos, isto é, de procedimentos de comparagdo ou transformagao
da informacdo. A mais geral e mais importante operacdo da memoria
parece ser a comparacdo ou combinagdo. A identificacio de um
significado € um processo da cognicdo. E € a respeito da comparagio
entre duas informacdes - uma (usualmente) senséricamente oferecida,
e uma arquivada. Se o processo de comparacdo conduz a uma
equivaléncia, re-cognicdo toma lugar. Justamente nesta compreensao

de sentido, indiferentemente da re-cogni¢do de um objeto ou da re-
cogni¢do de um simbolo o qual representa o objeto. (traducio nossa)

E interessante o mecanismo de andlise cognitiva seletiva/comparativa descrito
por Klix. Note-se que ele faz referéncia ao ‘sentido’ da informagdo, a partir da
comparagdo entre os dados novos fornecidos sensorialmente, e os dados que o individuo
ja possui na memoria. Certamente que o grau maior ou menor de interacio destes dados
possibilitard a obtencdo de maior ou menor quantidade de informacdo reconstruida de
modo idiossincrasico pelo individuo.

Uma vez arquivada em nossa memoria, passamos a considerar outro problema
classico da pesquisa em Neuropsicologia, a saber, o grau de acessibilidade desta

informag@o. Com uma preocupagdo semelhante, Klix (1980, p. 13) destaca que

Na literatura pertinente, busca-se testar a hipdtese de que existem dois
diferentes tipos fundamentais de armazenamento de memoéria humana:
um figurativo, e o outro discreto, logico-conceptual... A diferenga
essencial é que eventos singulares percebidos por meio da observacao
s6 podem ser reproduzidos com referéncia a um grau pelo qual eles
permanecem explicitamente arquivados. (traducdo nossa)

Deste modo, os investigadores desta drea apontam o papel essencial
desempenhado pela memdria. E, em grande parte, o conhecimento de que dispomos de
modo arquivado pode apresentar um grau maior o menor de acessibilidade;
consequentemente, desde o inicio de todo o processo, a percep¢do desempenha papel

determinante.

Quando da interag@o visual com um objeto, Kimchi e Goldsmith (1992, p. 86)

esclarecem a hipdtese de que “aspectos globais de um objeto visual sdo processados
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inicialmente, seguidos de andlises locais dos aspectos.”. Eles destacam a hipdtese com
apoio de um substrato experimental, que envolveu o estudo da percepcdo e a
identificacdo de padrdes hierarquicamente construidos. Kimchi e Goldsmith (1992)
adotam o seguinte exemplo que exibimos na figura 34-1. Nela eles apresentam um

conjunto grande de letras construidas a partir do mesmo conjunto de letras pequenas.
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Figura 34. Exemplo I discutido por Kimchi e Goldsmith (1992, p. 87). Exemplo II da anélise da
varia¢do do tamanho da representacdo.
Kimchi e Goldsmith (1992, p. 90) discutem, em outro estudo, a andlise da
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apreensdo de padrdes perceptuais por meio da comparacdo de uma amostra em
reduzidas propor¢des € a mesma amostra com tamanhos ampliados (figura 34-1I). As
evidéncias convergem no sentido de que “a separacdo/ndo separacdo em niveis de
percepcdo global e local depende do niimero de elementos da disposi¢do padrdo.”
(KIMCHI e GOLDSMITH, 1992, p. 90).

Os pesquisadores discutem os dados obtidos em outro estudo que explorou
configuracdes que alteravam a quantidade de objetos constituintes das figuras de
andlise, aumentando e diminuindo a quantidade de objetos. Na figura 35, observamos
disposicdes que alteravam a quantidade elementos na formacdo da mesma figura
geométrica. Nestes experimentos, com o estimulo perceptual, os especialistas

analisaram a velocidade de resposta do sujeito.
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Figura 35. Estudo comentado por Kimchi e Goldsmith (1992, p. 93).

Outro resultado interessante destacado por Kimchi e Goldsmith (1992, p. 95) diz
respeito ao fato de que “as relagdes logicas presentes num estimulo perceptual ndo pré-
determinam o processamento de hipdteses, por que uma estrutura légica de estimulos
ndo necessariamente prediz as conseqiiéncias do processamento de informagdes.”.

Deste modo, pelo fato de que as figuras observadas apresentarem, por exemplo,
simetria, ndo se pode esperar e/ou garantir, que as atividades cognitivas estimuladas
apresentem uma hierarquizagdo ou estruturacdo légica no que diz respeito ao

armazenamento da informacao.

Figura 36. Significados que emergem da relacdo estabelecida pelas figuras.

Outra situacdo interessante discutida por Kimchi e Goldsmith (1992, p. 97) diz
respeito ao surgimento de significados que “emergem a partir das relagdes percebidas
entre as figuras exibidas.”. Na figura 36, podemos nos deter em uma andlise apenas da
figura A. Nela percebemos a regularidade dos lados, quatro ‘bicos’, etc. Quando, porém,

direcionamos nossa aten¢do apenas ao quadrado A, a ideia de rotagdo ndo se manifesta,
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entretanto, quando comparamos as figuras A e B, além das propriedades intrinsecas do
quadrado, percebemos uma ideia de movimento (rotacdo) relativa a figura.

Enns (1992, p. 40) explica que “a selecdo visual pode ser baseada em
consideracdes espaciais, consideracdes temporais ou propriedades geométricas.”.
Alerta, no entanto, a seletividade do sistema visual humano. Assim, nem tudo que
olhamos, de fato percebemos. Levanta entdo a seguinte questdo: por que ndo € possivel
simplesmente considerar todas as informagdes avalidveis pela visdo?

Duas respostas sdo propostas em sua drea de investigacdo. A primeira exprime

que o estimulo deve ser interpretado pelo sistema. Enns (1992, p. 41) descreve que

A informagdo potencial avalidvel pelo sistema visual € limitada.
Segundo, o organismo visual usa a informagdo como base para a agao.
Entretanto, para ser util ao organismo quando se comporta em tempo
real, o sistema visual deve escolher e processar o que ¢é relevante para
o comportamento e descartar demais informacdes. (tradugdo nossa).

Enns explica outra caracteristica para a seletividade visual, ao dizer que ela
depende de determinadas fungdes. Ele exemplifica com uma situacio em que
necessitamos identificar relagdes de dentro-fora de uma regido fechada no plano. Este
tipo de habilidade é requerido em tarefas perceptuais didrias. Para o problema da figura
37-A, de modo imediato, nossa percepcao deve proporcionar a distin¢do na relagdo que
se estabelece entre o ponto e a regido, entretanto, no caso B, notamos que a solugdo, a

resposta perceptiva, ndo nos informa com o mesmo carater imediato.

A B

L

Figura 37. Relacdes identificadas de dentro-fora por meio da percepgdo.

Em casos como este, “podemos ter informagdes ilimitadas de estimulos visuais,
embora tenhamos uma capacidade limitada para o processamento desta informacdo em
vdrias tarefas visuais.” (ENNS, 1992, p. 46). Notamos que as configuragdes geométricas

podem ser determinantes em certas tarefas. Assim, Enns questiona: quais os possiveis
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entraves em problemas nos quais as cenas para a formac¢do da imagem se encontram no

espago?

Enns (1992, p. 46) desenvolve o seguinte comentario

Em geral, se um conjunto opaco de objetos iluminados por um ponto
distante de luz, de duas dimensdes, sua imagem € completamente
determinada por quatro fatores: (i) a dire¢@o da luz; (ii) a orientagdo, a
forma, a posicdo da superficie; (iii) a propriedade de reflexdo da
superficie, e (iv) a direcdo em relacdo a qual a cena € vista. Entretanto,
um completo reconhecimento de todas as quantidades de uma unica
imagem ¢é impossivel em principio, desde que existem um largo
conjunto de cenas que poderia fornecer uma imagem particular.
(tradugdo nossa)

Na figura 38, exibimos um objeto gerado pelo computador. Notamos que o

emprego de cores, em determinados lados e no fundo, pode produzir percep¢des visuais

distintas e significativas. Reparemos, na vista de cima do objeto, a perda da sensacdo

das trés dimensdes e a identificagdo topoldgica de pontos exteriores e interiores a figura

quando mudamos o angulo de observagdo, por meio de uma rotagdo e translacao.

mudanga do ingulo
de observagio VISTA DE CIMA

Figura 38. Identificagdo perceptiva das propriedades geométricas geradas pelo computador.

Aparentemente, em qualquer estddio de maturagdo, a discriminacdo e a

interpretacdo do que € visto preservam uma dependéncia do nosso conjunto de crengas

pessoais. E o que percebemos nas colocagdes de Trick (1992, p. 268) quando explica

que

Descricdes estruturais criadas nos estdgios iniciais de andlise sdo
equiparadas em representagdes na memoria para objetos particulares e
classes de objetos. Se uma combinag@o é encontrada, a mesma pode
ser nomeada e categorizada. [...] Podemos ver e discriminar itens de
outros, mesmo sem reconheca-los e nomear. Podemos tocar objetos e
mové-los sem serem familiares. O estagio final da andlise visual é
pesadamente dependente de nossas crengas. (tradugio nossa)

96



As colocagdes de Trick, no campo da Psicologia Cognitiva, sdo concordes com a

perspectiva de varios autores na mesma area. De fato, Ehrlich esclarece que

O sistema experiencial intuitivo é um sistema de aprendizagem que
opera automaticamente, pré-conscientemente, nao-verbalmente,

2

rapidamente, associativo e concreto. Ele é um todo associado com
efeitos, e opera baseado em esquemas adquiridos pelas experiéncias
de vida. (EHRLICH, 1980, p. 11; tradug@o nossa).

Notamos que a percepgdo depende em grande parte deste sistema experiencial
intuitivo. De fato, tanto nossas habilidades intuitivas como nossa percepcdo formam
elementos constituintes que atuam de modo particular em cada modelo mental. Tal
modelo mental, uma vez construido, é relacionado “com os processos perceptivos e
estruturas de conhecimento.” (THAU, 2002, p. 68).

Para este autor, determinados modelos mentais sdao estimulados, na dependéncia
em parte de nosso sistema perceptivo, e sdo responsdveis por processo € fendmenos
mentais particulares. Na visdo, por exemplo, a constru¢cdo de um modelo tridimensional
de relacdes espaciais com entidades do mundo real se torna crucial para a percepgao
humana.

Thau (2002) comenta os trabalhos de linguistas cognitivistas que atuam numa
area de interface da Linguistica, Inteligéncia Artificial e Psicologia. Neste ramo de

investigacdo, modelos mentais

Sdo invocados tanto pela producio de linguagem como pela prépria
compreensdo. Na producdo da linguagem, o locutor ou escritor deve
verbalizar seu modelo mental atual, isto €, transformar uma estrutura
nio linear em uma sequéncia de expressdes verbais em ordem de
convir um significado ao ouvinte. (1999, p. 23, tradug@o nossa).

Thau (2002, p. 24) comenta a fluxograma que exibimos na figura 39, ao
explicarem que

No processo de processamento, um modelo de texto, que ¢ uma

representagdo proposicional de uma questdo verbal em destaque, e um

modelo de mundo que representa um conjunto individual de esquemas

num dominio de conhecimento em foco, € sdao condensados e

integrados para produzir um modelo corrente de discurso, isto €, um

estado de acontecimentos comunicados pelo discurso. (traducdo
nossa).
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Representation of the World -

(schemata or scenarios)

Mental Model
Representation of the Situation

T

Representation of the Text
(verbatim or propositional)

4

-

Figura 39. Thau (2002, p. 24).

Notamos no trecho ora reproduzido as explicacdes fornecidas pelos autores no
que diz respeito aos elementos necessarios para a constituicdo de determinados modelos
mentais com base na compreensido de uma representacao proposicional. Tais elementos
englobam fatores que do préprio meio em que se encontra o individuo e, de modo mais
especifico, elementos de uma representacado textual.

Encontramos outros investigadores que desenvolvem consideracdes
semelhantes, como Kukla (1980, p. 169) quando adverte que “o reconhecimento das
relagdes semanticas entre conceitos € uma condi¢do essencial para varios processos
cognitivos. Isto € parte, por exemplo, do processo de compreensdo da linguagem,

classificagdo e diferenciagcdo conceitual.”.

Mais adiante Kukla (1980, p. 169) lembra que

As formas de representacdo dos conceitos na memoria sdo uma
importante condicdo para procedimentos de obtencdo de relagdes
semanticas entre conceitos. Nos procedemos a partir da suposicdo que
conceitos sdo representados na memoéria na base de aspectos que
tornam possivel reconhecer os objetos especificos numa diversidade
de situacdes que requerem tal reconhecimento. (traducio nossa).

Retomando ainda a discussdo e os estudos discutidos em Thau (2002, p. 27) no
seu artigo, encontramos uma indicacdo de fun¢des especificas desempenhadas por
ilustragdes (graficos) presentes numa representacao textual, tais como:

- fun¢@o de memorizagdo - eles podem tornar a informacdo apresentada mais atrativa ao

leitor, e assim aumentar o leque de probabilidades de um processamento compreensivo;
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- como visualizacdo'® - eles podem facilitar ou possibilitar uma representacio quase-
pictérica de conceitos particulares pelo fornecimento de exemplos;
- como énfase - eles podem focalizar em aspectos particulares de objetos ou relagdes
figurais;
- como interpretacdo - podem auxiliar na escolha de interpretacdes particulares pela
especificidade.

Observamos, ainda, que a compreensdo e o reconhecimento das relacdes
semanticas assumem papel importante na aprendizagem e sdo elementos que constituem
a memoria semdantica do individuo. A memdria semdntica € descrita por Paivio (1999,

p- 123) do seguinte modo

Primeiro, a eficicia de representacdes verbais e imagindveis &
essencialmente parte da memoria seméantica, e a ativacdo de tais
representagdes constituem o primeiro nivel de significado efetivo.
Este fornece a base de recognicdo de um estimulo e para julgamentos
de familiaridade ou de freqiiéncia. (traducdo nossa).

Para concluir esta secdo, recordamos nossa intengdo de reaver uma
caracterizacdo e a opinido de investigadores na &area da Psicologia Cognitiva e
Inteligéncia Artificial com respeito a ideia de percepcdo.

Compreendendo suas principais caracteristicas e alguns modos de ativa-la,
despertamos, consequentemente, uma atividade cognitiva intuitiva. Por outro lado,
desde uma posicdo assumida neste trabalho para a compreensdo inicial do papel da
intui¢do, necessitamos compreender sua utilizagcdo num ambiente da sala de aula ou fora
dela, mais precisamente falando, no local de investigacdo do matemadtico profissional
que, em certos casos, se resume aos labirintos reconditos de sua mente.

Na sec¢do seguinte inciaremos uma discussdo no contexto da resolugcdo de

problemas.

' Virios autores concordam na importancia da visualizag@o, no que diz respeito a producdo de imagens
mentais. Tais imagens “nos sdo uteis quando tentamos resolver problemas que requerem informacéio
espacial: distribuir espagos, localizar objetos concretos em lugares precisos, eleger itinerarios, etc.”
(ALMARAZ, 1997, p. 6).
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2.3 O papel da intuicao na atividade do matematico.

Semelhantemente a vida da maioria dos sabios, a vida do matematico
¢ dominada por uma curiosidade insacidvel, uma vontade de resolver
os problemas estudados que confirmam sua paixdo e que conduzem a
realizacdo de uma abstracdo quase total da realidade do ambiente; as
distracGes ou excentricidades matemadticas célebres ndo possuem outra
origem. E que a descoberta de uma demonstracio ndo se obtém em
geral sem o auxilio de periodos de concentracdo intenso que se
renovam possivelmente por meses ou anos até que o resultado
pretendido seja alcancado. (DIEUDONNE, 1987, p. 19; traducio
nossa).

A intuicdo matemadtica sempre despertou o interesse de muitos filosofos. Parte
destes interesses se caracterizava pela compreensdo do tipo de ligacdo que a intuicdo
permite, especialmente, com a verdade ou, pelo menos, com a auséncia do erro.
Observamos uma reflexao particular do fil6sofo inglés John Locke (1632-1704), sobre o
conhecimento geométrico presente na Matematica. Stewart (1821, p. 23) destaca este

episddio envolvendo Locke, ao lembrar que

N

H4a muito tempo Locke destacou, a respeito dos axiomas da
Geometria, estabelecidos por Euclides, que embora a proposicdo seja
inicialmente enunciada em termos gerais, e posteriormente fazendo
recurso na particularidade de suas aplicagdes, como o principio
previamente examinado e admitido, todavia a verdade ndo € menos
evidente neste tltimo caso do que no padrdo inicial. Ele observou
mais adiante que em algumas de suas aplicacdes que a verdade de
cada axioma é percebida pela mente e, todavia, a proposi¢do geral,
distante do local onde foi assentada e da verdade que encerra, é apenas
uma generalizagdo verbal do que, em instincias particulares, foi aceito
como verdade. (traducdo nossa).

Stewart aponta a preocupacdo manifesta por Locke a respeito da origem ou a
fonte da verdade matemdtica. A verdade deste tipo de saber é originada nos enunciados
mais gerais e distanciados das aplicacdes ou nos casos particulares em que vemos suas
aplicagdes? Em situacdes mais perceptiveis € menos abstratas, a verdade matemdtica
estd mais proxima do nosso entendimento?

Um elemento que merece atencdo ante a situagdo pouco complexa observada por
Locke que é exemplificada por Mill (1869, 26) diz respeito a possibilidade de que,
“enquanto tal verdade ndo se estabelece, enquanto a incerteza sobre o que conhecemos
da Geometria e como conhecemos for reduzida a zero, a intuicdo desempenhard um
papel importante”.

E possivel reduzir a zero, porém, nossas incertezas com a intenc¢io de atingir a

verdade durante a investigagdo? Qual ou quais verdades podemos identificar no saber
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matemdtico? E na condi¢do de se atingi-la, de onde partimos e como saber a
alcangamos? Alguns destes questionamentos ndo constituem simples tarefas para se
responder em poucos pardgrafos, entretanto, destacamos os que se aproximam da nossa
temaética. Por exemplo, existe uma verdade tinica na Matematica?

Guerrier (2005, p. 12), por exemplo, destaca que

A questdo de saber se a verdade vincula-se ao dominio da Matematica
ou ao dominio da Légica é uma questdo bem antiga. Aristételes que
distinguia as verdades de fato (vérités de facto) e as verdades
necessarias (vérités nécessaires). Estas obtidas como conclusdo de um
silogismo concluido a partir de premissas verdadeiras; e as tltimas s@o
os objetos da Ldgica. (tradugdo nossa).

E enquanto buscamos e ainda nio alcancamos uma verdade necessdria, como
chamava Aristoteles, raciocinamos intuitivamente? E nesta condig@o, ou seja, por meio
da intuicdo, obteremos tal verdade?

Vale lembrar que “Frege considera que ndo se pode sempre confiar-se na
intuicdo” (GUERRIER, 2005, p. 13); todavia, para que haja a compreensdo e a certeza
de estarmos fazendo uso da intui¢do'’, mesmo no caso em que buscamos uma verdade
necessdria, como na pratica comum do matemaético, necessitamos definir o vocdbulo
“intui¢d@o matemdtica”.

Afi nos deparamos, pois, com outro entrave histérico e filoséfico. De fato,

Boutroux (1920, p. 224) lembra que

Pascal, melhor do que Descartes caracterizou a intui¢do. E o mesmo
escreveu uma vez: NOs conhecemos a verdade, ndao somente pela
razdo, mais, sobretudo pelo coracdo; e € por esta dltima sorte que nds
conhecemos o0s principios primeiros, e ¢é neste terreno que
raciocinamos, € ndo existe outro ponto de partida, outra sorte de
combater... E é sobre este conhecimento do coracdo e do instinto que a
razdo se ap6ia e fundamenta todo o seu discurso. (tradugdo nossa).

Mais adiante, Boutroux acentua ainda

Os intelectuais modernos, contudo, ndao buscam eles mesmos explicar,
eles ndo pretendem compreender completamente em que consiste e
em que condi¢des podem agir por intuicdo. As defini¢cdes que eles
fornecem permanecem na maioria das vezes negativas. As verdades
matemadtica, dizem eles, ndo s3o nem conseqii€ncia de fatos
experimentais e nem resultado de construgdes ou deducdes logicas.
Portanto, eles supdem um modo de percep¢do que ndo se confunde,
nem com a experiéncia dos sentidos, nem com o raciocinio. Temos
consciéncia deste modo de percep¢do por alguns instantes de pratica

17 e . v A . . . . .. - - . L.

A Histéria da Ciéncia evidencia o recurso ao apelo intuitivo para a edificacdo posterior de varias
teorias. Na Fisica, Almaraz (1997, p. 11) recorda que “Einstein obteve, por meio de imagens mentais,
indicios intuitivos que serviram para elaborar a Teoria da Relatividade.”.
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(no trabalho de descoberta), e nos parece que ele nao se assemelha a
nenhum conhecimento demonstrativo. (BOUTROUX, 1920, p. 225;
traducdo nossa).

Ficam patentes nas colocacdes de Bourtroux duas dimensdes a considerar: a
primeira relaciona o cardter afetivo/motivacional, enquanto o segundo diz respeito ao
campo epistémico. Sublinhamos os termos afetivo/motivacional, uma vez que, na
atividade do matematico, apesar de nem sempre ser clara para o préprio investigador, a
busca pela estética se relaciona de modo intimo com a acdo de descoberta e invengao.

Burton (2004, p. 66) desenvolveu um interessante estudo que fornece certos
indicios alvissareiros. Ele caracterizou trés caracteristicas da estética: a fungdo
generativa, a funcdo avaliativa e a funcdo motivacional. Com referéncia as trés

caracteristicas mencionadas, ele explica

A fungdo generativa foca no papel da estética na invengdo e
descoberta matemdtica; a avaliativa tipicamente se manifesta nos
proprios julgamentos de um produto matemadtico, tal como um
teorema; a fung¢do motivacional relaciona-se com o papel da estética
na medida em que induz ou inspira a atividade matemadtica. Outra
igualmente importante dimensdo que se deve considerar € a
epistemoldgica baseada na estética que deve apresentar uma fungdo
de: Como opera ou funciona a estética como um modo de conhecer?
(BURTON, 2004, p. 66; traducdo nossa).

No fragmento, observamos a relacio entre a funcdo generativa da estética com a
invencdo e descoberta. Note-se que, nestes momentos, 0 matematico, sob um ponto de
vista psicolégico, habita em um mundo de incertezas, insegurancgas e dividas. Situacdo
bem diferente da execucdo de uma prova matemadtica, que requer exatidao,
generalidade, conexdes logicas e o conhecimento da estrutura matemadtica com a qual
esta lidando.

Burton ressalva que, no ambito de obtencdo de um caminho para a aquisi¢ao de
conhecimento, a funcdo generativa da estética adquire, na opinido dos matemdticos
participantes do seu estudo, um cardter de acessibilidade, interesse, satisfacdo, simetria,
transparéncia e surpresa. Burton relata em seu estudo empirico, que envolveu a
participacdo de cerca de 80 participantes, que “os matemadticos ndo falaram a respeito do
papel da imaginacdo.” (BURTON, 2004, p. 71).

A estética, para a maioria dos entrevistados em seu estudo, era concebida como
um produto da cultura dos matemadticos, dentro desta, a comunidade a constitui como:
estrutura, compacidade, conexdo ou qualquer outra categoria funcional para a obtencdo

de conhecimento, particularmente, na relagio com o produto matematico, provas e
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teoremas. Por outro lado, € importante distinguir o cognitivo do afetivo. E no caso
destes dois modelos componentes, “a estética e a intuicdo parecem ser
inexplicavelmente interconectadas.”. (BURTON, 2004, p. 72)

Burton acrescenta ainda que “a intuicdo fornece, para muitos, a energia
convincente que motiva e justifica o trabalho necessdrio na producio da estética a qual
um nimero de matematicos chama de “euphoria” que acompanha a resolugdo de
problema.” (BURTON, 2004, p. 72). Embora para muitos, mas nem todos destes
matemdticos consultados no seu estudo, a estética e a intuicdo parecam preencher
diferentes funcdes psicoldgicas, evidenciamos uma exaltacdo no reconhecimento da
ligacdo da estética mais conectada com a prova.

Hadamard (1945, p. 41) nos fornece uma interessante explicacdo a respeito da

nocao de estética e prova, a0 mencionar que

Pode ser surpreendente ver a sensibilidade emocional evocada nas
demonstracdes matematicas que, aparentemente, interessam apenas ao
intelecto. [...] Esta é a verdadeira estética do sentimento que todos os
matemdticos conhecem, e certamente pertence a sensibilidade
emocional. (tradu¢do nossa).

Assim como outros pensadores, Hadamard comenta o papel do elemento afetivo,
tanto na descoberta como na invencdo matemdtica'®, que o mesmo faz questio de
diferenciar. Hadamard discute também outros elementos nem sempre explicitos na
atividade do matematico que se relacionam de algum modo a faculdade intuitiva. Com
esta perspectiva, Hadamard discute os momentos em que o matemdtico trabalha de
modo consciente na atividade solucionadora de problemas e outras ocasides em que
ocorrem determinados fendmenos mentais sem o controle intencional e um pensamento

sistematico.

Hadarmard discute alguns pontos de vista fornecidos por Henri Poincaré.
Recorda que Poincaré salientava a importincia da intervencdo de uma atividade
consciente, apds uma atividade mental inconsciente, ndo apenas para o emprego de uma
linguagem conveniente, mas também para verificar e precisar os resultados finais, uma

C . . o T
vez que, “é flagrante a insisténcia de Poincaré na atribuicio de uma significacdo

geométrica antes mesmo de possuir uma demonstragdo.” (ROBADEY, 2006, p. 1999)

'8 Hadamard (1945, p. 132) recorda que “Claparéde considerava a existéncia de dois tipos de invengio;
um deles consiste, diante de objetivo dado, encontrar um meio de alcangéd-lo. Assim a mente evolui com a
inteng@o de alcangar tal objetivo, da questdo até a solu¢do.”.
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E no que diz respeito a verificacdo dos resultados, ele esclarece que “o sentimento de
certeza absoluta que acompanha a inspira¢io geralmente corresponde a verdade; porém,

este pode nos enganar.” (ROBADEY, 1945, p. 64)

Em todo caso, seja num momento de esforco mental consciente ou estddio
mental inconsciente em que se encontre O matemadtico, as imagens mentais e
representacdes que alicercam uma ideia particular proporcionam o terreno para a

atividade intuitiva'®. Neste sentido, Souriau (1881, p. 12) explica

As imagens que concebemos a cada momento ndo surgem do caos,
mas de um pensamento anterior. Antes que nossas ideias se combinem
numa ordem presente, elas possuiam ja certa ordem, ou nosso espirito
ja apresentava determinada organizagdo. Na medida em que
concebemos um pensamento novo, consideramos certo tipo de
inteligéncia adquirida, e tal inteligéncia determinard, pelo menos em
parte, o tipo de pensamento que conceberemos. (traducio nossa).

Hadamard (1945) discute em seu livro algumas das ideias de Paul Souriau, como
a que destacamos no trecho acima. A expressao “pensar de lado” teve origem com Paul
Souriau (1852 — 1926), com seu livro “Théorie de L’Invention”, de 1881. Tal atividade
mental requer o emprego da intuicdo, na medida em que o individuo percebe a
necessidade de relacionar as ideias objetivadas quando ‘pensava de lado’, e as ideias
principais que buscava compreender.

Notamos que, em todo caso, as ideias™ se combinam na dependéncia das
imagens que formamos. Por outro lado, quando falamos do aluno ou do individuo que
tenta compreender um raciocinio empregado por um matemadtico profissional,

identificamos dificuldades consideraveis, uma vez que

Na procura de se abstrair a0 maximo, o matemético profissional se
priva de uma determinada sorte de intui¢do e priva de modo similar o
leitor que ndo compreende mais o porqué das definicdes matematicas
formais. (QUENNEAU, 1978, p. 23; traducdo nossa).

Quenneau aponta um hébito peculiar na frente investigativa que em muitos casos
se manifesta na sala de aula do locus académico. Paradoxalmente, observamos uma

mudanga do modus operandi do matemético. De fato, enquanto em sua pesquisa as

" Sauriau (1881, p- 121) diz que “quando mencionamos, por exemplo, a palavra ‘tridngulo’, ou se a
vemos escrita, imaginamos imediatamente a figura geométrica que aprendemos associar a este som ou
letras. E de modo similar, se pronuncio ou escrevo esta palavra, sabemos que a mesma ndo faltard em me
sugerir uma concep¢do semelhante. Assim, as palavras possuem a propriedade de despertar em nossos
espiritos certas imagens, que sdo o que denomino de significacio”.

20 Sauriau (1881, p. 128) explica que “a linguagem é capaz de subsituir o pensamento, uma vez que as
palavras podem substituir as ideas, ao menos provisoriamente, e ver de que modo pode ser feito o
emprego de signos no trabalho da invengdo”.
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imagens mentais e representacdes provisorias auxiliavam seu raciocinio, na sala de aula,
figuras ou representagdes que fornecem ideias particulares podem ser evitadas, em
detrimento do alcance das ideias mais gerais que explicam os teoremas formais que
devem ser discutidos.

Além disso, no ambito de sua pesquisa, os problemas sdo atacados, em muitos
casos, de modo indireto e de jeito sistemdtico; entretanto, no seu ensino, apresenta
argumentacdes diretas para a resolucdo definitiva de situagdes-problema.

Acrescentamos que, em muitos casos, o tempo diddtico ndo permite o exercicio
da ‘incubacdo’ das ideias que, para Jacques Salomon Hadamard (1865-1963),
possibilitava a combinag@o e recombinagdo das ideias, de modo consciente ou ndo, com
a expectativa do alcance, de modo individual, de uma solucdo. Com isto temos a
oportunidade de proporcionar que o estudante vivencie situagdes de euforia e
contentamento em virtude do alcance de um objetivo.

Como consequéncia, o estudante ndo alcanca o prazer de uma descoberta
matemadtica, como resultado do exercicio de sua imaginagdo; e assim, ndo compreende o
que significa fazer Ciéncia. Hadamard (1945, p. 86) comenta de modo pitoresco o papel

de imaginacdo nesta atividade de busca, quando considera que

Imaginacgdo, por si s, ndo possibilita fazer Ciéncia, entretanto, em
certos casos, devemos explord-la. Primeiramente, focando o objeto
que desejamos considerar, prevenimos os desvios de percurso [...]
Imaginagdo pode ser essencial na solucdo de problemas por meio de
varias dedugdes, e os resultados precisam ser coordenados ap6s uma
completa enumeracio. (traducio nossa).

Num sentido contrdrio, ndo fazemos Ciéncia e, de modo particular, nao fazemos
Matematica, quando ndo desenvolvemos em nossos estudantes de modo satisfatério o
habito de exploracgdo de sua capacidade imaginativa.

Resulta na eliminacdo paulatina do espirito inventivo do estudante, que, segundo
a opinido de Souriau (1881, p. 106), deve ser curioso e original. Com isto, o estudante
permanece indiferente a descoberta de uma verdade matemdtica e “ndo fard nenhum
esfor¢o para pensar. Mas para pensar energicamente, ¢ necessario o estabelecimento de
um objetivo e o desejo de alcanca-lo, é necessdrio, em uma dnica palavra, ser curioso.”
(SAURIAU, 1881, p. 106)

Nesta secdo, analisamos alguns aspectos e elementos que explicam e se
relacionam com a intui¢do. Na sequencia, discutiremos e diferenciaremos as relacdes

entre percep¢ao, insight e intui¢do na resolucéo de problemas.
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2.4 As relacoes entre percepcao, insight e intuicio na
resolucao de problemas

Nao percebemos o que ndo estamos preparados para descobrir. Ndo ha
como crer para ver. (BUNGE, 1996, p. 121, traducdo nossa)

Nas 4reas mais antigas da Matemdtica (Geometria, Aritmética e Algebra)
observamos o adquirimos o conhecimento sobre os seus objetos de modo distinto. Ou,
melhor dizendo, necessitamos de intuicdes distintas para apreender um significado a
partir de cada ramo do saber matematico.

Bunge (1996, p. 161) sugere algumas pistas neste sentido que explicam que

[...] frequentemente a Algebra presta um auxilio bastante dtil ou
mesmo necessario a Aritmética ao se conduzir pelo labirinto de certas
combinacgdes abstratas, por que o cdlculo numérico nao deixa vestigios
do caminho por onde passamos. Necessitamos em vdrias ocasides, de
retragar os principios gerais e poder seguir o fio. (tradugio nossa).

Em suas palavras observamos a referéncia especial a4 Algebra, afinal,
historicamente falando, a evolugdo deste ramo da Matemaética representou e possibilitou
a generalizacdo e a potencializacdo das propriedades da Aritmética, todavia, encobre
sua evolugao.

“A demonstracdo, a formalizacdo e o rigor foram elementos essenciais na
atividade matematica dos helenos.” (RIBENBOIM, 2000). De fato, isto caracteriza uma
nova perspectiva inaugurada pelos gregos, entretanto, quando nos atemos ao cardter
cognitivo de construcdo deste saber, que etapas sdo necessdrias e intervém
decisivamente até que realmente possamos alcangar uma demonstragdo ou alguma
propriedade axiomdtica? A partir de um ponto de vista cognitivo, como compreender o
processo de elaboragcdo grego que, paulatinamente, superava a crenga ao se atingir a
verdade matemadtica?

Voltamos agora a nossa ateng¢@o justamente para compreender os mecanismos
cognitivos que possibilitam conhecer e se relacionar com o conhecimento matematico,
0s mecanismos que estabelecem a relagdo entre o homem o objeto matemético. Assim,
quando recorremos a Psicologia Cognitiva, com referéncia a abordagem cognitivista,
observamos que, no estddio inicial, percebemos os objetos que nos circundam e
compreendemos o cendrio de uma estrutura espacial.

Assim, um dos elementos iniciais necessarios para esta interacdo é a percep¢cdo

da existéncia de objetos que residem neste cendrio. Kotchoubey (1998, p. 209) esclarece
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a existéncia de pelo “menos duas classes de investigagdes que tomam como objeto a
percepcdo € a acdo.”. Muitas das teorias, mas nem todas, teorias behavioristas e
cognitivistas da percepg¢do assumem que a informacdo € ativamente selecionada e
filtrada pelo cérebro. Neste sentido, Indow (2004, p. 1) esclarece que “a percepcdo €
devido a uma série de processos que t€m inicio a parir da estimulacdo sensorial e
termina com uma estimulacdo cerebral.”.

Ainda no ambito da abordagem cognitiva, Kotchoubey, de modo semelhante,
explica que, um ato de percep¢cdo se inicia “com um 6rgio sensorio (retina) que €
afetado por um apropriado agente sensério (luz) que é chamado de estimulo.
Posteriormente a informacgdo contida no estimulo passa por varios processos € estagios
no qual o seu destino pode ser influenciado pela atengdo, emocdo.” (KOTCHOUBEY,
1998, p. 210).

De acordo ainda com a abordagem cognitiva, podem existir (ou mesmo ha de
existir) mecanismos que processam a informagdo. E estes mecanismos sdo necessarios
para definir o que é e do que ndo é relevante. Kotchoubey explica ainda que a
abordagem cognitiva considera de modo especial o tempo de reacdo para tarefas.

Assim, segundo tais teorias, a percepgdom ¢ a capacidade cognitiva responsavel
pela identificacdo de um objeto ou evento que mantém e desperta, por algumas fracdes
de segundo, nossa atencdo. Por outro lado, vale diferenciar o que é fruto de uma
interacdo casual e ndo é percebido do que de fato € percebido e, por um mecanismo
pouco explicado na literatura, desperta nosso interesse.

Maddy (2003, p. 50) se interessa também pela distingdo do que € percebido e o
que faz parte de uma mera interagdo casual, sem a extracdo de alguma informacédo
significativa. Alids, Maddy lembra que “os “psicdlogos da percep¢do” pertencem a
corrente filoséfica denominada, segundo a autora, de realismo imediato (direct
realism).” (MADDY, 2003, p. 51)

A autora descreve alguns episddios que evidenciam a necessidade de se adquirir
ou ndo adquirir crengas a partir do que é percebido. Isto sugere como consequéncia,
seguindo sua linha de raciocinio que, aquilo que nio € percebido ou foi fruto de uma

interag@o casual ndo possibilita a elaboracao/aquisicdo de crencas perceptuais.

2! Parsons (2008, p- 149) explica que em casos corriqueiros da percepgdo, “‘existe uma acdo fisica de um
objeto percebido em nossos 6rgdos sensérios. Nossa percepc¢do, de algum modo, é fundada nesta acio, e
existem sérias razdes para assegurar que tais relacdes casuais caracterizam uma condi¢io necessdria para
percebermos os objetos.”.
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Note-se que Maddy (2003) diferencia o vocabulo crencas (beliefs) e crencas
perceptuais (perceptual beliefs). De fato, ndo necessitamos adquirir crencas para
perceber algo, mas simplesmente percebemos. Por exemplo, quando observamos um
espaco visual geométrico, notamos padrdes geométricos, percebemos curvas, linhas
retas, intersecgdes, distancias e angulos.

Todos estes elementos podem ser divisados por um observador, quer detenha ou
ndo algum conhecimento mais aprofundado de geometria. Mas na condi¢cdo em que o
mesmo ndo possua nenhuma familiaridade com o estudo formal e axiomadtico da
Geometria, ele adquiriu as primeiras crencas perceptuais dos objetos percebidos.

Deste modo, depreendemos que nossas crencas sdo elaboradas a partir da
aquisi¢do de crencas perceptuais e, para uma percep¢do adequada, necessitamos da
condicdo de que quem “percebe necessita adquirir crencas perceptuais apropriadas”
(MADDY, 2003, p. 51).

Neste sentido, Maddy recorda que podemos adquirir falsas crengas a partir de
crengas perceptuais inadequadas. Ela recorda um episédio envolvendo um truque de
um ilusionista que conduz um participante a admitir como verdadeira uma crenca
perceptual elaborada a partir de um truque envolvendo espelhos.

O participante é levado a crer em uma crenca perceptual imediata, mas que, de
fato, é consequéncia de uma ilusdo intencional vinculada ao truque de madgica. Da
mesma natureza, Indow (2004, p. 109) recorda “que todo mundo ja teve a experi€ncia
de enxergar ou ter a impressdo de que a lua parece ser mais larga quando esta no
horizonte do que quando se encontra no z€nite (ou apogeu).”.

A lua aparentemente mais larga no horizonte do que no zénite é geralmente
chamado de ilusdo da lua (moon illusion) no sentido de que ambos 0s cendrios sio
gerados de imagens na retina do mesmo tamanho, mas que fornecem crengas peceptuais
distintas. Alias, segundo Indow (2004, p. 110), “o problema ja tinha sido observado

desde 600 ou 300 antes de Cristo.”. Vejamos isto na figura 40.
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Figura 40. Ilusdo da lua (moon ilusion) descrito por Indow (2004).

No episédio da lua (moon ilustion), sabemos que os amantes costumam ficar
mais inspirados com o tamanho da lua e, a partir de uma falsa crenca perceptual,
conjecturamos que no horizonte e um tamanho maior, podemos prever um maior
nimero de declaracdes de amor e declamagdo de poemas. De qualquer modo, é
importante notar, no ambito da Matematica ou fora dela, que “o contetido de uma crenga
perceptual caracteriza um estddio mental rico e diversificado.” (MADDY, 2003, p. 51).

Outra caracteristica marcante apontada por Maddy diz respeito ao cariter ndo
inferencial, ndo consciente ou linguistico de uma crenga. Por exemplo, Indow discute os
resultados de um estudo mostrou que os sujeitos participantes manifestaram a tendéncia
em descrever a parte nio percebida ou destacada na figura de modo predominantemente
condicionado pela simetria do objeto ou quadrado ABCD (figura 41-I) observado numa

dire¢do obliqua; o que necessariamente pode nio ocorrer.

@ "

quadrado ABCD

Figura 41. Figura discutida por Indow (2004, p. 179) e uma superficie no espaco euclidiano.

Por outro lado, dependendo do angulo de observagdo, quando consideramos na

figura 41-II, € impossivel prever, desde uma crengca perceptual, o comportamento

simétrico da superficie no R*.
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Por outro lado, a propriedade de simetria pode ser detectada quando alteramos o
angulo de observagdo e, assim, podemos evitar a aquisicdo de crencas inadequadas.
Note-se que os individuos descrevem no caso do quadrado ABCD a partir de crengas a
respeito sobre a sua forma e ndo conteido ou ainda seu comprimento. Apesar de
crengas perceptuais como estas que descrevemos ha pouco influenciam umas as outras.

Assim, o percebido na figura 41-1I influencia o que € detectado na figura 41-I11,
e vice-versa. Maddy explica que possuir um conceito a respeito de algo significa possuir
a capacidade de crencas de um determinado tipo ou categoria.

Assim, todas as inferéncias e afirmacdes produzidas sobre o quadrado se
relacionam ao referido conceito e caracterizam o sistema de cren¢as que uma pessoa

possua sobre ele. De modo semelhante, ocorre em relagdo a superficie; no entanto,
quando consideramos a sua descricdo analitica f(x,y)=x’y—xy’ da referida

superficie, em que ocasido poderemos adquirir um maior nimero de crengas
perceptuais? A partir de que objeto apreendemos um maior nimero de informagdes de
modo técito e ndo inferencial?

Maddy (2003) desenvolve um questionamento semelhante, entretanto, num
contexto geral. A autora questiona como adquirimos um conceito de um objeto fisico?
Em sua andlise, parte do pressuposto de que vemos o objeto, entretanto, que imagem
mental mobilizamos ou imaginamos quando voltamos nossa atengdo a descricdo
fOy)=x"y—xy’?

Outro aspecto sublinhado por Maddy aponta no sentido de explicar que a
aquisicdo de crengas perceptuais adequadas depende de experi€ncias particulares
vivencias, apesar de que todo ser humano apresenta a capacidade de adquiri-las. Neste
sentido, quando nos referimos a experiéncias particulares com os conceitos da
Geometria, Maddy (2003) lembra que os psicélogos mencionam o fendmeno da
identidade perceptiva (perception identity).

Ele pode ser caracterizado quando temos “uma figura considerada com
identidade quando esta parece similar a umas figuras e ndo a determinadas outras, ou
quando ela é proxima a algumas categorias e ndo a outras, ou mesmo quando pode ser

facilmente reconhecida, recordada ou nomeada.” (MADDY, 2003, p. 53)
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Quando eu vejo a figura ou imagem> de um triAngulo, por exemplo, percebo
que este € mais parecido com outros tridngulos do que quadrados. Podemos recordé-lo,
reconhecé-lo e chamd-lo, assim como outras figuras similares, de tridangulos. Deste
modo, explica Maddy, adquirimos uma crenga perceptual que nos informa que existe
um tridngulo diante de nds.

Maddy sublinha experiéncias interessantes que indicam que mesmo os chipanzés
adquirem a habilidade de ver um tridngulo mais semelhante a outro do que semelhante a
um quadrado, o que foi obtido por meio de experiéncias sensodrias. Alids, observamos
preocupacdes semelhantes nos estudos de Jean Piaget no que concerne a aquisicdo de
crengas perceptuais sobre objetos fisicos descritas do seguinte modo por Maddy (2003,

p- 55)

A habilidade de distinguir um objeto por meio de seus aspectos como
tamanho, forma, cor, em adi¢do a sua localizacdo ou trajetdria,
caracteriza um maior desenvolvimento, seguindo-se pela habilidade
para distinguir objetos por meio de aspectos comuns partilhados e
gradualmente aperfeicoados através da busca de comportamentos.
Mas no final deste periodo, a crianga que possui um conceito familiar

2

independentemente da existéncia do objeto fisico € completamente
capaz de adquirir crengas perceptuais sobre o mesmo. (traducdo
nossa).

A caracteristica destacada pela autora, que caracteriza a possibilidade da
aquisicdo de crencas perceptuais relacionadas a um conceito que produz um significado
para um objeto, estando este presente ou ndo, adquire uma importincia capital na
aprendizagem no ambiente académico. Vale observar, porém, a condicio identificada
por Maddy (2003) que diz respeito a condi¢do do sujeito ja possuir, compreender ou
divisar as crencas vinculadas a determinado conceito.

Vejamos um exemplo interessante discutido por Maddy. Ela recorda que para o
conceito de tridngulo ou um objeto fisico, a habilidade de adquirir crengas, incluindo as
de natureza perceptiva, sobre tais coisas, é efetivada ao longo de um periodo de tempo,
mas o que podemos dizer sobre como se dé tal processo de efetivagdo e evolugio?

Maddy (2003, p. 55) nos fornece uma resposta no ambito da Neuropsicologia

quando explica que

Presumivelmente algumas mudancas devem tomar lugar no cérebro,
alguma alteracdo da estrutura neural, que nos capacita de enxergar

22 Paivio (1971 apud ALMARAZ, 1997, p. 19) explica a “relagdo de imagens com outros processos
cognitivos. Ademais, a imagem, como forma de representacdo simbdlica, estd intimamente ligada as
experiéncias do entorno, bem como com a natureza do estimulo e da acdo desencadeada e do uso
especifico que fazemos da linguagem.”.
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coisas com identidade, que preenche a lacuna entre os padrdes de luz
em nossas retinas e as crengas perceptuais que adquirimos. [...] A
parte do cérebro que envolve a capacidade perceptiva, a regido do
cortex, pode ser dividida em quatro regides, e os padrdes de
estimulacdo retinal € topologicamente equivalente a atividade da
primeira destas regides. (tradugdo nossa).

Mais adiante, Maddy (2003, p. 56) conclui que “qualquer estimulo visual cria
uma verdadeira cadeia de atividade por meio do cortex visual, e a atividade
correspondente a diferentes estimulos retinais sdo globalmente semelhantes.”. A questio
€ compreender como tal atividade € organizada. Certamente a compreensdo do préprio
mecanismo de apreensdo perceptiva pode nos levar ao entendimento para a escolha do
modo mais adequado de estimulacdo para determinado tipo de crencas perceptuais
vinculadas a um conceito matemaético.

No que diz respeito a aquisicdo de crencas perceptivas da identidade de um
tridngulo, Maddy descreve o experimento realizado por neuropsicol6gos que envolveu a
atencdo dispensada por alguém sem familiariadade com tridngulos. Assim, o individuo
fixa seu olhar no topo de uma figura triangular. “Isto gera determinado padrio de
estimulacdo que ocorre recorrentemente toda vez que ocorre a fixagdo do olhar para o
canto ou (dngulo).” (MADDY, 2003, p. 56)

Como resultado da exposicdo repetida, grupos de células de variados niveis
corticais sdo repetidamente acionadas e acionam outras (como uma convergéncia de
vdrias formas). Resulta que se torna mais facil a interconexdo de células que excitam
outras, e se tornam mais independentes, eventualmente formando o que Maddy chama
de “cell-assembly”. Isto responde pela reacdo referente ao vértice de qualquer outro
tridngulo similar.

Maddy continua sua explicacdo, esclarecendo que um processo semelhante
fornece um conjunto de células encarregado para os angulos da base do tridngulo,
entretanto, isto deixa em aberto a questdo de como o tridingulo como um todo, como

unidade, € percebido com identidade. Mais adiante destaca

Experimentos comportamentais sugerem que a aquisicdo da
habilidade para o reconhecimento de tridngulos depende
essencialmente de sucessivos movimentos dos olhos e a fixacdo em
vérias partes da figura. O olho € especialmente inclinado a tracar
linhas todos os movimentos que induzem estimulagdes periféricas sdo
impulsionados em uma direcdo. Os angulos ou vértices sdo pontos
freqiientes de fixacdo, conduzindo a intersec¢do das linhas retas, e
quando um olho € fixado em um vértice, ele passa a ser estimulado ao

outro vértice. (MADDY, 2003, p. 56; tradugdo nossa).
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Em outras palavras, conclui a autora, fazendo referéncia aos estudos de Neuro-
psicologia que, o conjunto especializado de células (cell-assembly) é o que permite o
sujeito enxergar um tridngulo com identidade, e “adquirir crencas perceptuais sobre o
mesmo.” (MADDY, 2003, p. 57)

Certamente que a repeti¢cdo do processo proporciona alteragdes € o consumo de
memoria a longo prazo envolvendo o conhecimento adquirido relativo ao conceito de
tridngulo. Mais adiante, a autora sublinha um comentdrio essencial para o nosso

contexto de discussdo do CVV. De fato, ela esclarece que

A habilidade de perceber objetos fisicos ndo é semelhante a habilidade
de perceber figuras triangulares. O pensamento € mais complexo. O
truque € perceber uma série de padrdes como pontos de vista
constituintes de uma unica coisa. Justamente que a habilidade de ver
tridngulos se desenvolve ao decorrer do tempo, por meio de um
meticuloso processo de atengdo aos vértices e comparagdo de um
tridangulo com outro, a habilidade de ver objetos fisicos continuos se
desenvolve na condi¢do de um periodo de experiéncia de manipulacdo
e observacdo dos mesmos. (MADDY, 2003, p. 57; tradugdo nossa).

Assim, diante de suas colocacdes referendadas em estudos cientificos
experimentais, podemos esperar que a aquisicdo de crengas perceptuais a respeito de
uma bola de futebol seja mais simples do que uma circunferéncia e, nesse raciocinio, a
aquisicdo de crencas perceptuais sobre uma esfera envolve maiores dificuldades do que
os demais casos.

Podemos pensar em casos mais especificos na Matemadtica, quando Dieudonnée
(1987, p. 122) lembra que “a ideia de funcdo de uma varidvel real, a valores reais,
alcancada no fim do século XVII, poderia, por meio do seu grafico, ser considerada
como deduzida por abstracdo de uma no¢@o de geometria plana “grosseira” acessivel
aos sentidos.”.

Por outro lado, no inicio do século XVIII, se torna necessario considerar funcdes

do tipo f(x,y,z7)=xy+yz+zx, como exemplifica Dieudonné (1987, p. 122). Ele

adverte para o fato de que

No caso de duas varidveis, podemos ainda falar de grafico que neste
caso é uma superficie; por exemplo, como a funcdo f(x,y)=xy
possui por grifico a superficie de equagdo z—xy =0, uma quddrica
chamada de paraboloide hiperbdlico. Mas na medida em que o

nimero de varidveis ultrapassa a duas, deve-se desistir de analisar
qualquer imagem. (tradug@o nossa).
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Na figura 42, observamos os graficos das superficies, para alguns casos

particulares das curvas de nivel (k=3,6,9) da funcdo f(x,y,z)=xy+yz+zx, que

possui seu grafico no R*.

Fnyn= g

supcirficics
de nivel

L3

=9
k=6 =3

Figura 42. Superficies comentadas por Dieudonné (1987).

De qualquer modo, quando um objeto estimula uma sequéncia de fases nos
conjuntos de células responsaveis pela recepcdo de informacdes do cortex cerebral,
ocorre uma atividade cerebral que participa diretamente na geracio de certas de crencas
perceptuais, e de um modo particular. Deste modo, “minha pericia participa da geracdo
de minhas crengas que me informam que existe algo diante de mim que observo com
uma boa iluminacdo.” (MADDY, 2003, p. 58)

De um modo incipiente, os seres humanos desenvolvem detectores de objetos
neurais que nos conduzem a perceber coisas de modo independente, objetos fisicos
continuos. “E existe um conjunto complexo de células que ligam e preenchem a lacuna
entre o que € fruto de uma interacado e o que € percebido.” (MADDY, 2003, p. 58)

Neste sentido, Parsons (2008, p. 156) sublinha que todos nés percebemos cores,
“e de modo natural de descricdo destas experiéncias € ver esta ou aquela cor, digamos
vermelho ou azul. Ver o vermelho ndo € a mesma coisa que ver algum objeto vermelho,
embora, € claro que tudo esteja relacionado.”.

Em todo caso, a estimulacdo que recebemos de um objeto, seja ele de natureza
fisica ou conceitual, é condicionada pela sua natureza conceitual. Neste sentido,
Fischbein (1993, p. 141) diz que “as propriedades geométricas de uma figura nos sio
impostas ou derivadas das defini¢cdes num campo e determinado sistema axiomatico.”.
Um pouco mais adiante, acrescenta que “uma figura pode ser descrita como possuidora
de propriedades intrinsecas. Entretanto, uma figura geométrica ndo € apenas um

conceito. Esta € uma imagem, uma imagem visual.” (FISHBEIN, 1993, p. 141)
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Deste modo, Efrain Fichbein aponta entdo dois elementos que desempenham
papéis fundamentais no processo do raciocinio matemdtico, a saber, os elementos
conceituais, intrinsecos do objeto e os sensorialmente percebidos. De fato, “é muito
dificil aceitar e construir o que necessita, simultaneamente, de qualidades conceituais e
espaciais imaginativas.” (FISCHBEIN, 1993, p. 143)

Referendando-se em nossa investigac@o e a tentativa de compreensao das ideias
e pontos de vista de renomados autores, concluimos que uma atividade mental
relacionada ao movimento perceptivo nio necessariamente ocorre de maneira
completamente justificada. Além disso, observamos que algo desperta nosso interesse e
0 nosso foco de observacao.

Com base no que ja discutimos, podemos afirmar que a compreensdo e o
significado que atribuimos ao evento depende num largo sentido de nossas crencas
perceptuais. Na medida, no entanto, em que desenvolvemos um raciocinio ticito,
instigado por nossa percep¢do, € 0 mesmo ndo apresenta uma estrutura logico-
inferencial, mobilizamos, assim, um raciocinio intuitivo.

Em nosso contexto de delate, € flagrante nosso interesse da exploracdo do
raciocinio intuitivo no campo da resolucdo de problemas de Matematica. Quando
falamos de raciocinio intuitivo, partimos do pressuposto de determinado “esforco
mental” que mobiliza o individuo do “conhecido” ao ‘“desconhecido”, como diria
Etienne Bonnot de Condillac (1715-1780).

O mencionado ‘esfor¢o mental’, consequentemente, apresenta um dpice de
atividade e posterior fadiga. Esse pico maior de esfor¢co e interesse, na atividade
intuitiva, que de algum modo funciona como um divisor de 4dguas entre o “conhecido”
ao “desconhecido”, alguns estudiosos chamam de “insight” ou “iluminacdo”.

Num contexto especifico para a resolucdo de problemas em Matematica, o
significado da palavra insight transformou-se em objeto de atengéo e uso frequente para
vdrios estudiosos, tais como: Hadamard (1945), Poincaré (1899, 1905, 1908), Polya
(1945, 1962, 1982), Hilbert e Cohn-Vossenn (1952) e Norman (2003).

Mais recentemente, nas investigacdes desenvolvidas na drea de Psicologia
Cognitiva, o referido termo é utilizado para nomear “o processo pelo qual um
solucionador de problemas subitamente move-se de um estado em que ndo sabe para um
estado mental em que sabe como proceder para resolver o problema.” (MAYER, 1992

apud DAVIDSON e STERNBERG, 1992 p. 4).
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Mayer relaciona o processo de insight & compreensao e ao entendimento. Dallob
e Dominowki (1992 apud DAVIDSON e STERNBERG, 1992, p. 37), ao referirem-se a
manifestacdo do insight relatam de modo semelhante a possibilidade de uma plena
compreensdo. Essa compreensdo “é baseada num movimento cognitivo de uma
confusdo mental, para um estado psicoldgico de clareza.”.

Seifert et al. (1992, p. 66) explicam o insight como a possibilidade de enxergar e
compreender a natureza interna das coisas claramente, em especial por intuicdo. Neste
ambito, ele sublinha que “intuicdo significa o conhecimento imediato a respeito de algo,
sem a consciéncia do uso do raciocinio.”. Neste caso, observamos que os autores
conduzem no campo da investigacdo psicoldgica, o acréscimo do termo infuicdo a
significagdo da palavra insight. Entretanto, a relacdo entre insight e intuicdo nem
sempre € esclarecida.

Neste sentido, Smith (1992, p. 232) define a expressdo insight problem, para
destacar num contexto em que temos um problema ndo singular, em que a solugdo pode
ser obtida por meio de uma experiéncia e a atividade solucionadora envolve um insight.
Mas o que é mesmo um problema? No processo investigativo de um problema, em que
momento temos a possibilidade de identificar o surgimento do insight? Quais as
caracteristicas predominantes do insight? Que espécies raciocinios permitem explora-
lo? Qual a importancia didatica do insight no ensino do CUV ou do CVV?

Para responder a primeira pergunta, recorremos a Dallob e Dominowski (1992,
p- 33) que consideram um problema “quando temos uma situacdo dificil ou perplexa,
como um jogo.”. Os autores afirmam que “um problema existe quando percebemos um
objetivo para ser atingido ndo muito claro ou uma tentativa inicial que falha em alcangar
tal objetivo.” (DALLOB e DOMINOWSKI, 1992, p. 122). O ingrediente chave de um
problema € a necessidade da descoberta de uma resposta apropriada para a situagio
apresentada.

Buscando responder ao questionamento sobre o significado do termo insight,
concluiremos nossa discussdo destacando quatro caracteristicas, descritas por Seifert et
al (1992 apud DAVIDSON e STERNNER, 1992, p. 67) frequentemente atribuidas ao
insight, e que podem ser observadas ao longo de uma sessdo diditica, a saber: (1)
subitaneidade, em que o temor insight parece acontecer abruptamente, mediante uma
espécie de salto ou mudanca de estidio da compreensdo, por meio de um processo
incremental; (2) espontaneidade, em que o insight parece ocorrer internamente, sem

uma consciéncia ou controle total do solucionador de problemas; (3) imprevisibilidade,
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em que o insight se manifesta de forma surpreendente e sem aviso; e (4) satisfacdo, em
que o insight graciosamente preenche as condi¢des de solubilidade de uma situacio
previamente ndo resolvida, culminando com um triunfante “Aha!”, de experiéncia.

Deste modo, divisamos, por meio da caracterizagdo fornecida por Seifert et al.
(1992), quatro caracteristicas observadas e/ou observdveis numa situacdo-problema que
possibilita algum insight de um solucionador. Por outro lado, algumas caracteristicas
nao sdo observaveis do mesmo processo.

De fato, o raciocinio humano ocorre em varios niveis diversificados. Muitos
cientistas distinguem processos de raciocinio intencionais e processos tdcitos. Processos
tacitos que “facilitam o raciocinio ocorrem sem uma conscié€ncia de intervengao e esta
fora do campo da atencdo. Tais processos tipicamente nio requerem atencdo. Tal forma
de pensamento é comumente associativa porque depende de uma rede de ideias e
associacdes na memoria.” (LOHMAN, 2005, p. 229).

Além disso, processos tdcitos ocorrem quando se toma uma decisdo de um modo
rapido e intuitivo porque nos traz uma sensacao de verdade, antes mesmo de podermos
articular de modo claro as razdes para tal escolha. Nos processos de raciocinio tdcitos,
estamos atentos aos resultados desejados ou buscados, mas ndo aos proprios processos
necessdrios na tarefa.

“Processos tdcitos sdo particularmente importantes para ajustar a atencdo na
construcdo de um modelo mental para o problema.” (LOHMAN, 2005, p. 230). Neste
contexto de a¢do mental, vale comparar os solucionadores de problemas que obtém
mais éxito.

Tais solucionadores se atém a diferentes aspectos do problema quando
comparados a solucionadores menos eficientes. Os primeiros sabem o que deve ser
observado e o que hd de ser desconsiderado. Em parte, “isto € devido a sua grande
experiéncia adquirida no passado.” (LOHMAN, 2005, p. 230).

Por outro lado, temos também os processos de raciocinios intencionais, que
ocorrem numa esfera de consciéncia. Individuos em atividades amparadas nestes tipos
de raciocinio sdo conscientes nao apenas dos objetivos do seu raciocinio, como ocorre
nos processos tdcitos, mas também aos proprios processos empregados. Este € um tipo
de raciocinio mais distintivo do ser humano.

Tal pensamento € frequentemente descrito como estratégico ou baseado em

regras (based rules). Esta forma de raciocinio basicamente requer esforco. “Ele
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proporciona a passagem ao plano secunddrio a lenta acumulacio de experiéncias que
subjazem ao aprendizado tacito.” (LOHMAN, 2005, p. 230).

Hambrick e Engle (2003 apud DAVIDSON e STERNNERG, 2003, p. 176)
lembram que a capacidade de trabalho de memdria “se refere ao suprimento cognitivo
que pode ser alocado flexivelmente dependendo da demanda da tarefa”.

A fungdo da memoria € trazer ao foco de ateng@o do solucionador de problemas
as representacdes mentais estimuladas pelo objeto, e manté-las de forma altamente
associadas e acessiveis. Deste modo, torna-se natural esperarmos, por parte do professor
de Matemdtica, uma perspectiva global da situacdo de previsdo e de antecipacdo das
acdes necessdrias que conduzem ao éxito e também ao fracasso no caso das intui¢des
equivocadas.

Para o professor, entretanto, deve ficar claro que o momento do insight no aluno
caracterizard uma forma privada e idiossincrasica, para compreender um problema,
esbogar as estratégias e taticas exequiveis e, posteriormente, apresentar sua solugao.

As estratégias e tdticas que logram éxito ou ndo constituem a etapa de

compreensdo. Sublinhamos que estas duas etapas, compreensdo e solugdo, na

perspectiva que objetivamos, buscam a utilizagdo metodoldgica do insight e podem
apresentar uma considerdvel distancia e requerer tempo.

Na compreensdo temos a representacdo do problema. Mayer (1992 apud
DAVIDSON e STERNBERG, 1992, p. 4) ratifica nossa afirmacdo, quando explica que
um solucionador “constr6i uma representagdo mental interna de um problema que
sugere um plano de solucdo”. A construgdo da representacdo mental ocorre durante a
busca da solucdo, e requer uma atencao confrontada a partir da prépria situacao.

Este é o momento caracteristico de ocorréncia do insight. O insight compreende
e determina o que deve ser feito na resolugdo da situagc@o-problema. A representacdo
mental constituida no insight requer vigilincia para atender as especificidades das
situacdes uma vez que estas podem encerrar alguma inconsisténcia.

Fischbein (1999, p. 34) descreve as etapas do processo solucionador de
problemas e aponta o momento mais propicio de aparecimento do insight, quando

comenta

O processo de solugdo de problemas, usualmente, passa por trés fases.
No primeiro, o solucionador investe seu esforco maximo nas
tentativas de varias estratégias, hesitagoes, recuperacdo de esquemas e
modelos previamente adquiridos em outro contexto. Este processo é
mais ou menos consciente por que as estratégias usadas sdo
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relativamente conscientes. [...] Ele nem sempre possui todos os
elementos para a solucdo, isto €, do ponto de vista formal e analitico.
O solucionador tem em mente uma ideia global de uma representacdo
e principalmente do tratamento da dire¢do que deve escolher. [...] Esta
¢ também uma intui¢do, um intuicdo antecipatoria, chamada as vezes
de momento de ‘iluminagdo’. (tradugdo nossa).

Notamos no trecho final do seu longo comentério uma referéncia a um momento
de “iluminag@o”. Notamos que Fischbein indica o instante para a sua manifestacdo na
condicdo de emprego da categoria de intuicdo antecipatoria. Na medida em que
tenhamos, no entanto, a possibilidade de explorar outras categorias intuitivas, o
momento de “iluminac¢do”, conforme Fischbein pode ocorre antes ou apds e solugdo do
desafio.

Em todos os casos, independentemente da fase ou do tempo de sua ocorréncia,
precisamos conhecer as caracteristicas do raciocinio intuitivo para identificar uma
manifestacdo real e contextualizada.

Deste modo, recordamos as vdrias caracteristicas da intuicdo sublinhadas em
Hanna (2001, p. 171), que se mostram mais significativas, num ambiente que requer a
solu¢do de problemas de Matematica: (i) a intuicdo € associada as nossas experiéncias

z

sensc’)ria323; (i1) a intuicdo € clara e distinta, isto é, ela possui um conteido
representacional e que tal contetido € vivenciado nitidamente por um pensador
consciente, (iii) a intuicdo € ndoinferencial, isto é, mesmo que um sujeito intui o objeto
S, sua crencga sobre tal objeto ndo se baseia em alguma razdo ou premissa, mas apenas
no proprio episddio intuitivo; (iv) é sempre possivel que uma intuicdo seja errada ou
equivocada; (v) a intuicdo é cognitivamente indispensavel, isto €, todo processo
cognitivo de raciocinio ou de crenca-justificacdo possui subjacentemente a intui¢do de
algum principio l6gico dedutivo que governa a relag@o entre premissa e conclusao.

Por exemplo, Bassok (2003 apud DAVIDSON e STERNBERG, 2003, p. 344)
diferencia problemas que “superficialmente apresentam a mesma aparéncia, embora as
idéias estruturais necessdrias para a sua resolucdo sejam bastante diferentes, e
problemas que se apresentam superficialmente distintos”, embora necessitem

estruturalmente dos mesmos argumentos para a sua solugdo. A este grupo de problemas,

ele atribui a expressao surface-structure problems.

2 Vale ressaltar que podemos diferenciar experiéncias sensorias atuais ou experiéncias sensorias
fundadas na memdria. Almaraz (1997, p. 7) discute a expressdo imagem visual e memdoria visual. “As
imagens visuais, segundo o mesmo, constroem a nossa memdria visual. Deste modo, podemos falar de
um processo intuitivo que teve um estimulo atual ou um processo intuitivo fundado na memdria.”.
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Estes grupos de problemas propiciam o raciocinio por analogia, que é uma
forma de raciocinio que ha muito tempo tem merecido atencdo por parte dos
matemadticos. Além disso, com as reflexdes de Antoine Augustin Cournot (1801-1877),
evidenciamos a ligacdo do raciocinio por analogia com outra espécie de raciocinio,
frequentemente necessdrio em Matemética, chamado de raciocinio indutivo (raciocinio

por indugdo). Cournot relaciona-os quando afirma que
O julgamento por analogia se aproxima do julgamento por inducdo. O
pensamento por analogia, conclui semelhangas parciais entre duas
coisas do mesmo gé€nero, em direcdo as suas semelhangas totais.

Portanto, temos conclusdes do particular ao geral, o que para Kant,
caracterizava a indugdo. (COURNOT, 1851, p. 92; traducdo nossa).

Por sua vez, Polya diz que “tanto o raciocinio por analogia como o raciocinio
por indugdo constituem uma base para o raciocinio heuristico.” (POLYA, 1945, p. 113),
requerido na resolug@o de problemas e que requerem o insight. Portanto, constatamos
duas subclasses de raciocinio pertencentes a uma classe mais ampla, nominado por

Polya de raciocinio heuristico.

Geoge Polya descreve de forma brilhante e incomparével, alcancado apenas por
Poincaré, o processo cognitivo que possibilita o aparecimento do insight na investigacdo

matemadtica. Ele acentuava que

Apé6s um periodo de hesitagdo ou apds intenso trabalho sem ao menos
apreciar seu progresso, ou ainda apds um curta ou longo interrupgdo
do trabalho, nés subtimente, percebemos uma nova face do problema.
Toda a nossa concep¢do a respeito do problema é rearranjada.
Sabemos o que fazer e parte do plano surge. E agora temos o
sentimento de que agora, estamos no caminho certo. “Ca va marcher!”

(POLYA, 1982, p. 30).

Henri Poincaré, conforme Gruber (1991) e Griiber e Bodeker (2005), delineiam

esquematicamente o mesmo processo, como vemos na figura 43.

Arduous work ~ Sound conclusion -+ Naming the result
~ Compression of thought - Further economies
- Intuitive grasp

Figura 43. Griiber e Bodeker (2005, p. 414) descreve o surgimento do insight ou o momento da
“iluminagdo” no contexto da resolucdo de problemas.
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2.5 A intuicao e a natureza das definicoes matematicas.

Etimologicamente definir significa: delimitar o que € do que ndo é.
Este aspecto € frequentemente encontrado em enciclopédias e
diciondrios. (BUFFET, 2003, p. 17; tradug@o nossa).

As definicdes em matemadtica sdo enunciadas como convengdes,
contudo, a maior parte dos espiritos se revoltard se quisermos impor
por meio de convengdes arbitrdrias. (POINCARE, 1904, p. 268;
tradugdo nossa).

Uma das dificuldades que os alunos enfrentam no estudo da Matematica diz
respeito a exigéncia das operacdes de pensamento realizadas sobre objetos conceituais
idealizados, as quais, em muitos casos, sdo regidas por propriedades extraidas das
demonstracdes. Parte destes condicionantes é indicada por Maroger (1898, p. 67), ao

declarar que

Nao é suficiente conhecer os primeiros principios da especulacdo
matemadtica e a natureza das demonstragdes, € necessdrio também
preocupar-se com as nogdes, os objetos do pensamento que formam a
matéria do raciocinio. Estes objetos matematicos sdo criados por meio
das defini¢oes. (tradugdo nossa).

As definicdes matemdticas, como Maroger explica, assumem um papel essencial
para a compreensao dos objetos da Matemadtica. E ndo se pode perder de vista a ideia de
que a compreensdo de tais objetos depende do seu cardter sintdtico, semantico e das
propriedades intrinsecas condicionadas pelas suas regras formais explicitadas a priori
ou a posteriori, com referéncia a0 momento do estabelecimento de suas respectivas
defini¢cdes dentro de uma teoria formal consistente.

Em muitos casos, teoremas, coroldrios e regras caracterizardo o modo de
manipular, calcular, empregar e, de modo essencial, de compreender e raciocinar com
determinados objetos conceituais.

Uma defini¢cdo matemdtica condiciona certa manipulagdo e/ou operacdo mental.
De fato, Maroger (1898, pg. 67) explica que “a definicdo tem precisamente por objetivo
assegurar uma especificacdo semelhante, de fornecer uma realidade, subjetiva ao
menos, no sentido filosé6fico da palavra, a um objeto do pensamento.”.

Quando definimos axiomaticamente um objeto matemdtico ou realizamos
formalmente a sua constru¢do, adquirimos a possibilidade de distinguir/diferenciar este
objeto definido do demais. Adquirimos a possibilidade de raciocinar e conjecturar sobre

tal objeto, que, agora, passa a ser um objeto de nossa reflexao.
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Neste sentido, Buffet (2003, p. 20) recorda que D’Alembert atribuia a
importancia das definicdes “pois elas abreviam o discurso e a inexatitude de uma
definicdo pode impedir a obtencdo da verdadeira significagdo da palavra.”. Por outro
lado, em Matemadtica, ndo se pode perder de vista a ideia de que estamos numa espécie
de camisa de forga, dentro de um sistema tedrico formal. Assim, seu uso constante a
todo o momento & exigido.

Em virtude deste fato, devemos ficar atentos no sentido de respeitar as
propriedades previamente existentes ao objeto definido. Acrescentamos que ‘“‘uma tnica
condicdo, mais absoluta, serd requerida para a validade de uma defini¢do: que esta ndo
implica numa contradicdo, em outros termos, que o objeto definido seja possivel.”
(MAROGER, 1898, p. 67).

Maroger adverte agora que a criagdo/estabelecimento de uma definicdo
matemdtica, por um lado, ndo pode ser abusiva, e por outro, ndo pode ser comparada a
liberdade de um poeta. Ela esta condicionada e amarrada ao sistema tedrico em que
determinado objeto matemdtico é definido. Por exemplo, quando nos referimos ao
Cdlculo Diferencial e Integral estamos sujeitos a determinadas regras particulares que
se diferenciam das regras peculiares 2 Algebra Abstrata ou da Algebra Néo-Comutativa.

Maroger (1898, p. 68) discute ainda uma questdo fundamental expressa do
seguinte modo: Todos os objetos, todas as nogdes de especulacdo matemadtica, podem
ser definidos? Dito de outro modo, ndo ha nocdes que sabemos caracterizar o mais claro
possivel e que, portanto podem permanecer indefiniveis, de forma rigorosa? Ele
acrescenta que “depois de Pascal, ndo se pode mais conceber tal idéia.” (MAROGER,
1908, p. 68), uma vez que Blaise Pascal (1623-1662) foi um matematico que se
destacou, dentre os motivos, pela sua preocupacdo demasiada com o papel das
definicoes em Matemaética.

Com o intuito de enriquecer nossa discussdo e extrair algumas implicacdes
relaticionadas aos objetos do CUV e do CVV, adotamos provisoriamente as distin¢des
assumidas por Maroger. Assim, diremos resumidamente que existem dois tipos de
definicoes matemdticas, a saber:
> Definicoes matemdticas que necessitam das propriedades caracteristicas do

objeto matemadtico definido e que podemos demonstrar sua existéncia;
> Definicoes matemdticas que prescindem do objeto definido, sem demonstrar sua

existéncia.
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Maroger assinala que a diferenca entre as duas caracterizacdes remonta
episddios sobre a histéria do pensamento matemdtico e acrescenta ainda que “as
defini¢cdes do primeiro tipo definem o objeto, enquanto a segunda apenas o caracteriza e
sdo chamadas apenas por caracterizacoes.” (MAROGER, 1898, p. 45).
Resumidamente, as defini¢oes de fato, sdo as primeiras e que, em termos filoséficos, sdo
chamadas de definicdes reais, causais, por generacdo ou genéticas.

Veremos que, no primeiro caso, em que as definicoes requerem a verificacdo do
objeto definido, podem ocorrer dificuldades, sobretudo de compreensio, nas situacdes
ordindrias do seu ensino. Por outro lado, um aspecto mencionado pelo autor é que uma
definicdo serd a melhor possivel, “quando podemos legitima-la de uma forma mais
simples possivel.” (MAROGER, 1898, p. 71)

Neste contexto de debate, vale lembrar que “ndo existe somente uma Unica
forma de se definir um objeto que lhe € submetido.” (Idem, 1908, p. 71). Assim,
dependendo de nossos objetivos, que no caso do matemdtico profissional sdo
investigativos, mas, também, podem ser objetivos com vistas ao ensino, temos a
possibilidade de escolher a definicio que melhor nos apraz e/ou a definicio que
proporciona melhores condi¢cdes ao entendimento.

O matemadtico Jules-Henri Poincaré (1854-1912) manifesta em sua obra
profunda preocupacdo com a compreensdo e entendimento dos iniciantes. Dentre os
vdrios aspectos que foram objeto de andlise por parte de Poincaré, destacam-se suas
preocupacdes relacionadas a intuicdo matemdtica e as definicées matemdticas. Poincaré
questiona sobre o papel das demonstracées em Matemética.

Interroga se a compreensdo de uma demonstracdo de um teorema se limita a
examinar sucessivamente cada silogismo e constatar que s@o corretos. Pergunta ainda se
“no caso de compreender-mos de uma definicio matematica, se seria suficiente
constatar que nio se obteria uma contradi¢io com o seu emprego.” (POINCARE, 1904,
p- 258)

Mais adiante, ele sublinha que “para cada palavra, é necessdrio se acrescentar
uma imagem sensivel; é necessario que a definicdo matematica evoque tal imagem e
que a cada passo da demonstracdo pode-se observar sua evolugcdo. Somente nesta
condigdo ocorrerd a compreensio.” (POINCARE, 1904, p. 259).

Poincaré questiona a posicdo tradicional de seus contemporineos ao declarar
que, para “compreender as propriedades que geraram uma definicdo, é necessario apelar

a experiéncia ou a intui¢do, sem o que, os teoremas seriam perfeitamente rigorosos, mas
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perfeitamente intteis” (Idem, 1904, p. 263); entretanto, como encontrar um enunciado
conciso que satisfaca ao mesmo tempo as regras da logica e ao nosso desejo de
compreender o local novo de uma nogdo dentro da Ciéncia Matematica, e a necessidade
de pensar por meio de imagens?

Poincaré destaca a importidncia do raciocinio intuitivo na producdo das
definicoes matemdticas que nao podem ser meramente arbitrdrias e baseadas puramente
em argumentos l6gicos. Finaliza dizendo que grande parte das defini¢cdes matemdticas,
como demonstrou Louis Liard, “sdo verdadeiras construgdes edificadas sobre nocdes
mais simples.” (POINCARE, 1904, p. 268).

Na tese de doutorado Des définitions géométriques et des définitions empiriques,
Louis Liard (1846—1917)24 desenvolve profunda reflexdo sobre os elementos essenciais
que constituem as definicoes matemdticas. Logo no inicio do seu trabalho, o referido
autor explica que descrevemos as representacdes e definimos as ideias. Descrever “é
determinar a circunscri¢do de um individuo; definir é determinar a circunscri¢do de uma
idéia. A descricdo se faz por acidente, e a definicdo por meio de esséncia.” (LIARD,
1873, p. 7).

Liard discute a origem das no¢des geométricas que derivam da experiéncia como

podemos observar no seguinte trecho
Em toda figura existem elementos, os quais se podem encontrar sua
origem na experiéncia, a saber: o contetido, o limite e a forma do
contetdo, a exterioridade da figura com respeito ao pensamento. Um
teorema enuncia a relacdo ente uma figura e uma propriedade
geométrica; a defini¢do nos faz conhecer a esséncia de uma forma
determinada. Quando dizemos que a defini¢do é uma generalizago de
nossa experiéncia, quero dizer generalizacdo entre as nogdes que

compreendem a figura e sua forma. (LIARD, 1873, p. 31; tradugdo
nossa).

Desde que estamos falando de definicdes que envolvem notacoes matemadticas,
talvez o matematico mais famoso pela criacdo de “boas” notagdes tenha sido segundo
Cajori (1901, p. 181), G. W. Leibniz. Num de seus manuscritos, comentados por
Couturat (1901, p. 86), Florian Cajori esclarece que os algarismos arabes possuem sobre
os algarismos romanos a vantagem de “melhor expressar a “génese” dos niimeros, e em
seguida sua defini¢do, de sorte que sejam mais comodos, nao somente pela forma de
escrevé-los, mas também pelo calculo mental”. Cajori recorda que Leibniz mostrou a

importancia atribuida aos signos, e condi¢des de sua utilidade.

24 Z. . . . . P . .
Professor da Ecole Normal de Paris e lecionou Filosofia e Letras. Foi diretor do ensino superior em um
ministério francés.
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A invencdo do Cdlculo Infinitesimal procede da “pesquisa de simbolos os mais
apropriados.” (COUTURAT, 1905, p 87). Couturat confirma a perspectiva de Leibniz
sobre a importancia capital e a proficuidade vantajosa de um simbolo bem escolhido.
Veremos agora de que maneira a notagdo relacionada a uma defini¢do pode interferir
diretamente na aprendizagem e no ensino do Cdlculo quando no atemos a uma andlise
pormenorizada de natureza filoséfica.

De fato, a vertente filosofica essencialista exaltava a dimensdo construtiva dos
objetos matemdticos. Aristételes, por exemplo, se refere as definicoes matemdticas
como uma espécie de discurso, que deve exprimir a esséncia das coisas. Em sua tese,

Buffet ilustra seu ponto de vista da seguinte forma

Para conhecer a esséncia, é necessdrio encontrar o género ao qual
pertence a coisa e seu tratamento particular que diferencia esta coisa
das outras. (Aristételes, citado por BUFFET, 2003, p. 29; traducdo
nossa).

Observando este dltimo excerto, quando analisamos um objeto cuja natureza é
essencialmente algébrica, identificamos aspectos que ndo se mostram ausentes em
relacdo a outro objeto de natureza essencialmente geométrica. Em relacio a esta dltima
categoria de objetos, Bonnel (1870, p. 28) aponta como uma qualidade essencial de uma
definicdo geométrica é que a figura, que deve ser definida, seja possivel. E acrescenta
que “para demonstrar que uma construcio € possivel, € suficiente explicitar o meio de
executd-la.”.

A atividade demonstrativa, segundo Devlin (2005), seja ela auxiliada por uma
construcido geométrica ou nao, se estabelece e adquire o carater de validade dentro de
um sistema simbolico. Couturat (1901, p. 88), por sua vez, comentou que para Leibniz,
“tais sistemas devem ser concisos: eles sdo destinados em abreviar o trabalho do
espirito, condensando qualquer tipo de raciocinio.”. A partir dai, vemos a utilidade ou a
necessidade em Matematica, na qual os teoremas sao, segundo a expressdo francesa de
Couturat, “abregés de pensée”. (Idem, 1901, p. 88)

Leibniz forneceu profunda reflexdo que ndo pode ser esquecida pelo professor
quando sublinha num trecho comentado por Fowler (1999, p. 34) que, “considerando a
fraca capacidade do espirito, ndo pode abranger e nem ser exposto a0 mesmo tempo
além, do que um pequeno nimero de ideias, nem efetuar de uma vez mais do que uma
deducdo imediata e simples.”.

O Matematico Alemao desenvolveu uma verdadeira teoria da definicdo, pois os

principios primeiros para Leibniz sdo as definicdes. Uma demonstra¢do, para ele,
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“parece um encadeamento de defini¢des e distingue, na arte de demonstrar, duas outras

artes: a arte de definir (I’art de definir) e a arte de combinar definicdes (1’art de

combiner les définitions).” (BUFFET, 2003, p. 31).

définition essentielle

définition causale

définition réelle

P
-

certitude

Figura 44. Relagdes analisadas por Buffet (2003) referente a classificagdo proposta por Leibniz.

Note-se que nem todo matemadtico e, consequentemente, professor, manifesta

uma visdo profunda e ampliada do antigo filésofo e matematico alemao. Neste sentido,

Buffet (2006, p. 259) adverte uma conseqii€ncia grave, quando acentua que

Existe uma grande lacuna entre a situacdo em que o estudante se
esforca para compreender um novo conceito matematico e uma clara
definicdo produzida por um matematico. Para compreender como a
formac@o conceitual funciona, implica a explorag¢do de todo campo no
qual as defini¢des matemadticas se assentam. Como conciliar o rigor e
a claridade com o universo do julgamento e do erro, conduzindo de
maneira inapropriada e em rota de colisdo discernimentos tacitos de
professor e aluno? (tradugdo nossa).

Vejamos, no entanto, uma ocasido prética a que o fragmento acima se coaduna.

Poincaré (1899, p. 106) comenta um artigo do professor M. H. Laurent, sobre a notagdo

diferencial, sistema simbolico do Cdlculo. Poincaré adverte Laurent em virtude da

seguinte frase

[...] eu penso que é conveniente de mostrar o quanto a notacdo
diferencial é mais cémoda do que a de derivada. E em relagdo aos
competentes que me refiro e ndo aos alunos, e eu acredito que
ninguém contestard a grande influéncia da doutrina diferencial.
(traducdo nossa).

No paragrafo seguinte, Poincaré manifesta a surpresa com estas palavras, pois,

para ele, algumas das ideias apontadas estavam hd muito tempo abandonadas.

Contrariamente, ele contesta fortemente a vantagens da notagdo diferencial e aconselha

que tal notacdo deve ser apresentada aos alunos, no momento em que estes ja estejam

familiarizados com a notacdo das derivadas. (POINCARE,1899, p- 106)
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Este episddio envolvendo dois matematicos de inconteste magnitude marca o
cardter polémico e filos6fico em torno da criacdo, natureza e emprego de definicoes
matemdticas. E, ao longo da histéria, evidenciamos correntes filosoficas distintas que
buscam concretizar uma melhor caracterizagdo e significagdo. Buffet (2003, p. 24)
recorda que uma primeira grande classificagdo certamente foi a separacdo entre
definicdes de nome (définition de non) e defini¢des de coisas (définition des choses).

Em Matemitica, explica Buffet (2003, p. 26), os herdeiros dos nominalistas sao
os formalistas e “a linguagem ¢é primordial, a Matematica aparece como linguagem, um
discurso bem formado, com termos primitivos, os axiomas, regras de deducgdo. O que é
um pouco da posicdo atual dos logicistas”.

Ela esclarece ainda que eles classificam a Matemdtica em duas categorias: os
enunciados demonstrados (teoremas) e os enunciados primitivos estabelecidos sem
demonstracdo. De modo andlogo, destaca Buffet, é possivel classificar as nogdes que
intervém nestes enunciados. Assim, encontramos nocdes definidas e ideias primeiras
estabelecidas sem definicao.

Deste modo, para se definir uma ideia, outras ideias sdo utilizadas. E estas
necessitam de outras definidas previamente. “Tal regress@o infinita ndo € desejavel,
assim, nocdes primeiras (notions prémieres) devem ser colocadas como ponto de
partida. Estdo sdo conhecidas como indefiniveis ou termos primitivos (fermes
primitifs).” (BUFFET, 2003, p. 26).

“Ndo apenas os matemdticos identificaram a problemdtica em torno das
definicoes.” (DAVIS e HERSH, 1985). Com efeito, quando nos referimos a
aprendizagem, identificamos psicélogos que apresentam um ponto de vista
diferenciado. Efraim Fischbein, por exemplo, merece destaque por ter desenvolvido
uma teoria que caracteriza um papel importante para as definicdes matemdticas. No
inicio do seu artigo intitulado The Theory of Figural Concept, Fischbein (1993), comega
explicando que “o que caracteriza um conceito € fato de que o mesmo expressa uma
ideia, uma generalidade, uma ideia representacional de classes de objetos, baseada em
seus tragos comuns.” (1993, p. 139).

No que diz respeito ao raciocinio matematico necessario para a compreensao de

qualquer conceito, esclarece
O raciocinio matemdtico ndo se refere a objetos materiais ou
desenhos. Objetos materiais sdo apenas materializagdes de modelos e

entidades mentais com os quais o matemdtico lida. Segundo, no
sentido conceitual se podem considerar perfeicdes absolutas das
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entidades geométricas: linhas retas, quadrados, circulos, etc.
(FISCHBEIN, 1993, p. 141; tradugdo nossa)

Mais adiante o mesmo autor considera trés categorias de entidades mentais que
se referem a uma figura geométrica: a definicdo, a imagem (baseada em experiéncias
sensoOrio-perceptivas) a o conceito figural. Fischbein (1993, p. 142) explicita cinco
propriedades que caracterizam as figuras geométricas. No que diz respeito a quinta
propriedade, ele acentua

Tal propriedade se relaciona a sua natureza conceitual. As
propriedades das figuras geométricas sdo impostas, ou derivadas a
partir das definicGes num dominio ou certo sistema axiomadtico. A
partir deste ponto de vista, também, uma figura geométrica possui

uma natureza conceitual. Um quadrado ndo € uma imagem desenhada
numa folha de papel. E uma forma controlada por meio de sua

2

definicdo. Um quadrado é um retdngulo possuindo lados iguais.
Partindo desta propriedade podemos descobrir outras propriedades do
quadrado (a igualdade dos angulos, todos retos, igualdade das
diagonais, etc). (FISCHBEIN, 1993, p. 141; tradug@o nossa).

E nitido o modo pelo qual a definicio de um objeto condiciona nossa
compreensdo acerca deles, inclusive, “no que se refere ao seu comportamento
geométrico.” (FISCHBEIN, 1977). Em outros escritos de Fischbein e colaboradores,

encontramos

Matemadtica é um sistema teérico, o qual as defini¢des executam uma
funcdo essencial. Por meio das defini¢oes, os ‘objetos’ de uma teoria
sdo introduzidos: definicdes expressam as propriedades que os
caracterizam e relaciona-os dentro de uma rede de relagdes; novas
propriedades de objetos definidos e novas relagdes entre eles podem
ser estabelecidos por dedugdo. Porém, a sistematizacdo tedrica é
somente o estagio final de um longo processo no qual as defini¢cdes
sdo o resultado de ume negociacdo entre o rigor légico e a
criatividade. (FISCHBEIN & MARIOTTI, 1997, p. 220; traducdo
nossa).

Para concluir, encontramos em Boutroux (1920, p. 138) algumas colocagdes
acerca da expressdao dos determinantes, a qual tinha sido definida por Leibniz, e, por
fim, que foi introduzida por Gabriel Cramer (1704-1752) em 1750. Boutroux declara
que ndo existe no determinante outro elemento novo além de um simbolismo
particularmente proficuo. “Este simbolismo ndo deixa apenas os célculos féceis e
rdpidos; mas permite também adivinhar, antes que os cédlculos sejam efetuados, certas
caracteristicas interessantes dos resultados.” (BOUTROUX, 1920, p. 138).

O matematico e historiador da Ciéncia Pierre Boutroux (1880-1922) faz uma
mencdo interessante do poder adquirido pela notagdo e/ou simbologia empregada. Nao

podemos perder de vista, porém, a no¢do de que a proficuidade de determinada notagao,
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depende, como afirma Fischbein, quase na maioria dos casos, da genialidade e

criatividade do seu criador. Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) é um exemplo

classico do que destacamos nos pardgrafos anteriores.

Briting (2009, p. 13) sublinha que

No século XIX, o matemdtico Bjorling tinha a tendéncia de
considerar, algumas vezes, as defini¢Ges matematicas como descrigdes
de entidades antes que meras convengdes. Neste sentido, Bjorling
definiu uma funcdo como “uma expressdo analitica que possui uma
varidvel real x”. Bjorling certamente definiu uma func¢do, entretanto,
ele parecia considerar a definicdio como descricio de algo que
realmente existe. E como conseqiiéncia de sua definicdo, Bjorling
considerava que toda expressdo possuindo uma varidvel poderia ser
escrita como uma funcgéo. (traduc@o nossa).

Mais adiante, Briting descreve em notagdo moderna um exemplo de trés fungdes

investigadas pelo matemdtico Bjorling, em 1852. Ele escolhe as seguintes funcdes

X

= a=YEV ¢ =y,
‘.X' X—d
find sy hija
4 L _____-T___ -

Figura 45. Exemplos investigados por Bjorling, em 1852.

Briiting (2009, p. 13) explica que

Bjorling considerou uma fungdo que assumia dois valores para x =0,
entretanto, sem derivada na origem onde ocorre um salto. J4 a funcdo

]
2Ja

. 1 . . .
Lim, ,g(a+A)= F ; Numa terminologia moderna dizemos que
a

g(x) assume o valor no ponto x=a, desde que

g(x) possui uma descontinuidade removivel. Bjorling ndo
considerou se quer a possibilidade ou ndo da existéncia da derivada de
g(x) no ponto x=a, porém, provavelmente, Bjorling poderia dizer

1

Sa\/g ’

. Ja a funcdo h(x) assume o

que a derivada neste ponto era igual a — desde que

glatA)—gl@ 1

Lim, |,
A0 A 8a\/;
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valor 0 em x=0 e a derivada assume dois valores 1. (tradugdo
nossa).

Baseando-se nestes trés exemplos, Bjorling desenvolveu uma abordagem para a
investigacdo do comportamento de objetos matematicos que levavam em consideracdo
suas “propriedades naturais”, como sublinha Briiting. E, no minimo, “obtemos uma
impressdo de que para Bjorling ja havia o pressuposto de que a expressdo escrita no
papel era uma funcdo e a tarefa exata para ele seria descobrir suas verdadeiras
propriedades.” (BRATING, 2009, p. 13). Aparentemente Bjorling buscava encontrar
respostas nos gréficos das fungdes.

Mais adiante, ele conclui que imagens visuais podem ser suficientes para nos
convencer sobre a verdade de um enunciado matematico, desde que possua o
conhecimento do que esta sendo representado. “Em sua tese, podemos interpretar o
pensamento de Bjorling que distinguia objetos matemdticos de modo ‘“natural” e
convencional.” (BRATING, 2009, p- 15).

Vale recordar que Bjorling viveu numa época em que a Matematica foi
submetida a mudancas drasticas no que se refere as crencas que mobilizavam os
matemdaticos com a preocupacdo focada na evolugdo deste ramo da Ciéncia. Numa

perspectiva atualizada, Stedall (2008, p. 43) nos informa que

Boas notagdes matematicas servem para mais de um propdésito.
Primeiro, elas proporcionam um Matemadtica em uma forma clara e
concisa, frequentemente encapsuladas em poucas ideias simboélicas
que ndo podem ser de todo facilmente ou brevemente expressas em
palavras; uma vez que conhecamos as regras, a Matematica escrita
simbolicamente é de modo mais facil visualizada, comunicada e
compreendida. Isto é, pode auxiliar, por outro lado, para a geracdo de
novas ideias, e em alguns casos porque os proprios simbolos podem
ser manipulados e divisar novas conexdes, todavia, em um nivel
aprofundado podem clarear e quase invariavelmente abrem um
caminho para um progresso posterior e rapido na mente de ambos
escritor e leitor. (traducdo nossa).

Encerramos esta discussdo sobre as definicoes matemdticas, reconhecendo a
existéncia de outras questdes pertinentes, entretanto, na medida em que apresentamos
outros elementos que se relacionam de algum modo com a intuicdo e o seu emprego
(Stewart, 1826), retomaremos estas questdes relacionadas as defini¢des ndo
privilegiadas nesta se¢do.

Com efeito, sublinhamos que o modo pelo qual um professor desenvolve sua

mediacdo didatica em sala de aula pode conferir um cardter essencialista ou
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nominalista. A €nfase no primeiro ou segundo aspecto pode depender pelo modo no

qual o conhecimento € veiculado e baseado na crenga ou na certeza matematica.

2.6 Um ensino baseado na crenga ou na certeza?

A maior parte dos homens nas circunstancias mais importantes da suas
vidas se decide baseado em crengas e ndo em certezas. (BROCHARD,
1884, p. 5; tradug@o nossa).

Frequentemente, no ensino-aprendizagem de Célculo, o professor mantém
relacdes com os raciocinios intuitivo e légico. As primeiras nem sempre conscientes €
explicitas, enquanto as ultimas caracterizam o modelo standard de transmissao do saber
matemdatico. Em qual destes dois elementos, porém, o professor estabelece como
prioridade para a aprendizagem inicial dos seus alunos? Algum destes elementos
ofereceria maior comodidade metodoldgica do que o outro numa aula de Matematica?
Que espécies de relacdes podem ser estabelecidas entre estas duas formas de raciocinio

e/ou niveis podemos distinguir?

Num ambiente acad€mico, conjecturamos a ideia de que a preferéncia serd
concedida ao raciocinio l6gico, haja vista a adverténcia de Otte (1991, p. 281), quando
explica que “a intuicdo parece ser o oposto de rigoroso, ou de 16gico, ou de formal. A
l6gica parece ser compreendida, enquanto que a intuicdo mostra-se indefinivel.”. Numa
perspectiva histérica, evidenciamos que, entre os matematicos, o lugar da intui¢cdo no

pensamento matematico foi outro tema de debate.

Poincaré dava énfase a esta, enquanto os logicistas queriam evitd-la em seus
fundamentos, embora, presumivelmente, eles admitissem a intui¢do como um elemento
na criagdo matemdtica; embora “esta desempenhasse um papel na selecio de coisas

indefiniveis.”. (GRATTAN, 2000, p. 359)

Por outro lado, encontramos em Descartes, segundo as consideragdes de Marin
(2003, p. 18), um privilégio especial atribuido & intuicdo, como uma representacio
inacessivel a dudvida. Consequentemente, “diante das discussdes e 0 pouco consenso
numa perspectiva filoséfica de uso do termo intuicdo.” (TOULMIN, 1958, p. 222),
quando vislumbramos uma perspectiva diddtico-metodoldgica, ndo terifamos ai uma
barreira para o ensino/aprendizagem de Matemadtica, caso priorizdssemos

inadvertidamente uma forma de raciocinio em detrimento da outros?
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Esta situacdo pode parecer paradoxal, ou seja, um matemadtico pode estruturar
seu ensino influenciado pelo formalismo e priorizar o raciocinio l6gico, enquanto sua
atividade investigativa pode e, na maioria das vezes, estard assentada na intui¢do. Um
exemplo classico de estilo de investigagdo matemdtica com o auxilio constante da
intuicdo € observado, conforme Robadey (2006), nas pesquisas realizadas por Poincaré.
Em relagdo ainda ao contexto de investigag¢do, Freudenthal (2002, p. ix) “lembra que
nenhuma idéia matemdtica tem sido publicada por meio do caminho pela qual foi

descoberta.”. Convém observar ainda que

Aparentemente em Matemética, deixamos cavar um fosso entre
descoberta e demonstracdo. Em épocas favoraveis, o matematico, sem
pecar pelo rigor, escreve suas idéias de forma pelas quais foram
concebidas. Outras vezes, ele pode ter esperanca de fazé-las
expressarem-se assim, por meio de uma mudanca de linguagem ou
notagdo. Mas frequentemente, ele deve escolher entre a escolha de
métodos de exposi¢do incorretos, mas que podem ser fecundos, e de
métodos corretos, embora, ndo expressem suas idéias originais e seu
pensamento, sob pena de deformé-lo e ao custo de um esforco
fatigante. (BOURBAKI, 1984, p. 210; tradugdo nossa).

Tal fecundidade relaciona-se a intui¢do, com ja hd muito tempo asseveravam
Poincaré (1899), Le Roy (1913), Delacroix (1934), Lachelier (1896) e Millaud (1898,
1911). Com efeito, Kromer (2007, p. 30) sublinha que, “segundo a tradi¢éo filoséfica,
“intuicdo” significa “imediaticidade”, isto €, ndo conceptualmente mediada pela
cognicdo”. Na linguagem corrente, este termo é também usado no sentido de uma boa

percepgﬁozs. Ele explica que ideias intuitivas guiam um matemadtico e sua pesquisa.

Na atividade cientifica, a intui¢do torna-se um instrumento poderoso. Hersh

(1997, p. 61) lembra que

Na pritica matematica, a intui¢do estd em toda parte. Ele fornece os
exemplos de férmulas de somas infinitas, de fracdes e produtos,

N

encontrados na carta de Ramannujan a Hardy. Os resultados
comprovam a intui¢do, pois estavam todos corretos, embora nao
haviam sido provados pelo mesmo. (traducdo nossa).

Por outro lado, assumindo a inten¢o didatica da apresentacdo de um contetddo
ao aluno, o método de abordagem deve ser baseado primeiramente na intui¢do e depois
na légica ou exatamente o sentido inverso? Que percurso seria o mais adequado e

natural, no que diz respeito a aprendizagem peculiar do ser humano?

 Destacamos que o termo ‘percep¢do’ € usado “num ambito do pensamento cientifico em que atividades
cognitivas de abstracdo, idealizacdo reflexdo, formalizag¢do e outras, envolvem atividades conscientes da
razdo, diretamente com objetos abstratos.” (TIESZEN, 2005, p. 184).
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Além disso, sendo a compreensdo do aluno o grande objetivo para o docente,
ao longo do caminho para se atingir tal meta, devemos alimentar a crenga ou a certeza
do sujeito naquele objeto de conhecimento, uma vez que encontramos em Vvarios autores
(BARCHELARD, BIRAN, 1952; 1928; BOREL, 1952; BRUN, 1996; HADAMARD,
1954; LAKATOS, 1976; 1978; POINCARE, 1905; POLYA, 1945,) orientacdes no
sentido da promocdo da investigacdo, da heuristica e da compreensdo do processo de

descoberta matematica?

Esses questionamentos deveriam nortear sempre nossas agOes, como praticos
da Educacfo, entretanto, questdes aparentemente simples, quando observadas em
profundidade, podem inspirar as maiores inquietudes e discussdes filosdficas. De fato,
Otte (1991, p. 281) sublinha que Fischbein “tentou trazer a luz essa dificuldade,
caracterizando intui¢do, ou percepcdo intuitiva, nao descritivamente, mas

funcionalmente”.

De acordo com a concepgdo desse autor, a infuicdo tem a funcio de “criar uma
aparé€ncia de certeza, de ligar as interpretagdes ou representagcdes ao atributo de certeza
intrinseca, inquestiondvel. Alias o proprio pesquisador destaca no inicio de sua obra,
que esta temdtica “foi alvo de diversas disputas filosdficas, enquanto permaneceu na

penumbra, no ambito da psicologia.” (FISCHBEIN, 1987, p. 3).

Nestas suas ultimas palavras, o termo “certeza” nos chama a atencio, pois que,
desta forma, um dos atributos que poderiamos buscar no ensino intuitivo deveria ser a
promocdo do sentimento de certeza do aprendiz? “A verdade matemdtica é fundada na
intui¢do, ndo na légica, ndo na prova.” (OTTE, 1991, p. 283). Sendo assim, € possivel o

professor conduzir o aluno ao lugar da verdade matemadtica, alimentando sua intuicao?

As indagacdes expressas deveriam ser mantidas sob vigilancia, em razao dos
seus efeitos no ensino/aprendizagem de Matemadtica. Suspeitamos, entretanto, de que
algumas delas carecem de um aprofundamento filoséfico mais minucioso para que

possamos compreender a esséncia das coisas com que lidamos no dia-a-dia.

Explicitaremos em nossa opinido algumas das questdes que se,
convenientemente esclarecidas, poderiam ser de grande auxilio ao professor de
Matematica. Para tanto, vale a pena destacar a “fenomenologia da intuicdo”, que
conforme Otte (1991, p, 293), é atribuida ao escritor W. S. Bibler. De acordo com este

sistema, o movimento intuitivo € definido como:
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> vendo a esséncia de um objeto como um objeto ou a prépria forma;

> pela auto evidéncia do novo conhecimento. O conhecimento e o conhecimento

sobre a verdade do conhecimento aparecem idénticos e elipticos;

> na intui¢do, vemos certa espontaneidade e “imediaticidade” da transi¢do do ndo
conhecido para o conhecido, podendo ser observada: ndo existe uma cadeia de elos

racionais; a intui¢do ndo € discursiva; e

> o conhecimento intuitivo é caracterizado por uma nao consciéncia-de: “Eu nao

sei como esse conhecimento ocorreu’.

Para o inicio de nossa discussdo, observamos aqui o emprego do termo
evidéncia. Podemos atribuir tal caracteristica ao raciocinio intuitivo, que o sujeito
manifesta quando se apresenta diante do objeto de suas reflexdes? Suspeitamos que néo,
mas, antes de formular a argumentacio para nossa inquiri¢do, consideramos necessdria
uma compreensdo ampla a respeito das relacdes e a distingdo filoséfica entre “crenga”,

“certeza” e “evidéncia”.

Heizmann (1985, p. 3) explica que poderfamos questionar se “a intui¢do
conduz a um conhecimento no sentido de uma crenca verdadeira”. Heizmann lembra
que George Bealer sustenta que ndo. Intuir em Matematica os objetos abstratos ou as
proposicdes € — semelhante a ilusdo — independente da crenga: o axioma da
compreensdo — dizendo que a extensdo de toda propriedade forma um conjunto — é e
permanece intuitivo, assim como ndo se sabe nenhuma crenga de sua verdade. Por outro

lado, o ato de intuir depende dos nossos sentidos, da percep¢do que, nem sempre,

consegue captar a esséncia de tudo o que nos circunda.

Consultando o pensamento grego, encontramos concepg¢des semelhantes.

Her4clito, por exemplo, insistia:

Sobre a mobilidade extrema, sobre a caracteristica fugidia e
inapreensivel de todas as coisas; e, na mesma época, Demdcrito
proclamava a subjetividade das sensa¢des, declarando que ndo passam

de estados do sujeito, “ZT @ On TNG Y1OONOCEWS , dizia ele? Mas
onde podemos e onde devemos conduzir logicamente esta forma de
encarar os elementos fornecidos aos sentidos, se o espirito limita-se
em constata-los? E justamente Protdgoras permanece para provar isso.
Que os sentidos s@o enganadores, dizia ele, e conclui naturalmente a
impossibilidade de todo o conhecimento. (MILLAUD, 1898, p. 24;
tradugdo nossa).
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Quando buscamos um conhecimento fundamentado na certeza, encontramos
um exemplo cldssico na Geometria, como e exposto por Euclides. Aparentemente uma
ciéncia desinteressada. A forma da redacdo e a maneira de exposi¢do do livro fornecem

a impressdo ao leitor do sentimento de perfeicdo.

Millaud (1898, p. 75) caracteriza bem o estilo matematico jonico, quando diz

que

De um lado a insisténcia minuciosa da redacdo, apoiada nos detalhes
de uma demonstragdo, a paciéncia pela qual o gedmetra tentar fechar
todas as possibilidades de contradicdo em busca do rigor. Por outro
lado, a ordem simétrica da partes de um teorema, seguindo-se a regras
fixas, como as partes de um poema. (tradugdo nossa).

Observando as palavras de G. Millaud, ndo parece mais correto atribuir o
cardter de evidéncia ao discurso meticuloso, detalhista e regido por ilagdes peculiares da
Geometria Plana? Além disso, a auséncia de contradicdo, caracteristica do rigor
mencionado ha pouco, fortalece a evidéncia de um conhecimento, pelo acréscimo
progressivo da certeza que nos toca o espirito? Tal cardter de evidéncia é encontrado no
objeto matemaético, no sujeito, ou em ambos? Quais as relacdes entre a certeza € a

evidéncia?

Para distinguir o cardter de evidéncia®®, se o mesmo trata de uma qualidade da
intui¢do ou do préprio objeto matematico que toca nossos sentidos, convém observar as
colocagdes de Brochard (1879, p. 40), quando pergunta se ndo “existem ideias tdo
evidentes e claras, que impdem uma adesdo sem nos permitir alguma liberdade, como as

verdades matematicas.”.

Talvez o exemplo mais cldssico que poderfamos pensar do que tratou ha pouco
Brochard seriam os axiomas e postulados da Geometria. Estes sdo evidentes no sentido
de encerrarem a verdade? Stewart (1821, p. 23) explica que “o préprio Locke falava
sobre os axiomas da Geometria, que embora as proposicdes fossem enunciadas em
termos gerais, eles sdo subseqiientemente recorrentes em aplicagdes particulares, como
principios previamente aceitos e admitidos.”. Desta forma, porém, estariamos admitindo

ascender a verdade por meio de nossas observagdes limitadas e particulares?

2% Observamos entre os matematicos a multiplicidade dos pontos de vista a respeito da nogdo de evidéncia
matemdtica. Hadamard (1945, pg. 102), por exemplo, destaca o cardter de evidéncia geométrica do
Teorema de Jordan, embora, segundo ele, “apresente uma drdua demonstragdo”. Couturat (1905, pg. 105)
atribui o cardter de evidéncia as proposi¢cdes matemadticas, logicamente admissiveis, e que estruturam uma
determinada teoria. Num sentido semelhante, Stewart (1821, pg. 86) lembra que “Locke afirmava que
uma demonstrac@o se constitui a cada passo na evidencia intuitiva”.
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Destacamos o fato de que a verdade ndo é menos evidente neste tltimo caso,
do que no caso geral anterior. Sobre isto, Stewart (1821, p. 24) observa ainda que em
algumas destas aplicacdes, “a verdade de cada axioma € percebida pela mente, e,
entretanto, a proposi¢do geral, bem longe do terreno onde assentamos as verdades que a
compreendem, é apenas uma generalizagcdo verbal do que em instancias particulares, foi

aceito como valido.”.

Mais adiante, encontramos nas consideracdes de Stewart o delate da relacio de
dependéncia entre o raciocinio e a intuicdo. E, em consondncia com W. S. Bibler,
Stewart atribui ao primeiro elemento a qualidade discursiva e dotada de uma estrutura
silogistica. Fornece-nos, também, questionamentos inspiradores sobre o raciocinio, ao
indicar sua relacdo de dependéncia no que concerne a intuicdo e a memoria, quando

contesta:

Se ndo seria verdadeiro que uma demonstragdo perfeita resulta de uma
série de raciocinios, os quais, todos os termos sdo organizados entre si
pela evidencia intuitiva, ndo € que o raciocinio pressupde a intui¢do?
E por outro lado, ndo seria suficiente explicar este trabalho do
pensamento, por meio da intuicdo e da memdria, que por uma serie de
conseqiiéncias, conduz o espirito das premissas a conclusdo?
(STEWART, 1826, p. 41; traducdo nossa).

Com base nas palavras do antigo membro da Academia Real de Berlim,
depreendem-se duas conclusdes: a primeira € que a intuicdo intervém mesmo nas etapas
intermedidrias que separam cada inferéncia numa demonstragdo, das premissas a tese.
De fato, todo passo do raciocinio que produz conhecimento possui uma crenga intuitiva,
o qual, quando a mente percebe, ndo existe nada mais necessario para relembrar, para

fazer um acordo ou desacordo com as ideias que investigamos visiveis e evidentes.

Esta percep¢do intuitiva de acordo ou desacordo com idéias
intermedidrias, em cada passo do progresso de uma demonstragdo,
deve ser conduzida exatamente na mente, € um homem deve estar
seguro que nenhuma parte foi esquecida, que, em dedugdes longas, e
no uso de vdrias provas, a memoria ndo retém tudo rapidamente e de
forma exata. (STEWART, 1821, p. 57; traducdo nossa).

A segunda conclusio se refere a evidéncia limitada com suporte na aplicagdo
de um nimero finito de casos particulares. Com efeito, Stuart (1889, p. 270) lembra que
“a experiéncia nao se compde além de limitado de observagdes e, qualquer forma de
multiplicé-las, ndo garante nada em relacdo aos casos infinitos ndo observados.”.

Podemos pensar, por exemplo, em termos do espaco intuitivo, que Husserl caracterizava
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como ‘“experiéncias cotidianas ou formas primdrias de experienciar o mundo.”

(JAGNOW, 2006, p. 69).

De tal modo, por meio das observacdes de particulares a que nos referimos,
captamos objetos espaciais fornecidos a consciéncia somente por meio de séries
continuas e parciais de intui¢des. Edmund Husserl (1859-1938) concorda com Stewart,
quando se refere a um aspecto geral do espaco intuitivo, sobre seus elementos nao sio

inteiramente acessiveis, comprometendo, deste modo, seu carater de evidéncia.

Portanto, percebemos o carater limitado da evidéncia, uma vez que ela é
estabelecida a partir de uma relagdo entre o sujeito e um objeto percebido. De fato,
quando dizemos tudo que “é composto em partes, € composto de partes destas partes,
esta verdade € evidente, para o sentido de todos os casos em que podemos julgi-la”
(MILL, 1889, p. 150); e ao julgarmos, estabelecemos a relagdo restrita entre as crencas

do sujeito e o objeto matematico.

A dimensdo subjetiva desta relacdo serd determinante, uma vez que dependera
da percepcao do sujeito, “do seu sistema de crengas que condicionam seu raciocinio.”
(RUSSELL, 1940, p. 98). O matematico Devlin (2005, p. 74) esclarece parte destas

questdes, quando indaga

Por que os matematicos adotam a lei comutativa, de modo que para a
evidéncia numérica € elegante, como um axioma ou outras afirmagdes
para as quais existe uma enorme quantidade de evidencias numérica?
A decisdo ¢é essencialmente um apelo ao julgamento. Para um
matemadtico adotar um determinado padrdo como axioma, o modelo
nio deve ser somente ttil, mas também, crivel, preservando-se suas
intui¢Ges, tdo simples quanto possiveis. (tradugio nossa).

Além disso, a evidéncia desempenha um papel na relacdo entre memoria e a
intuicdo. Vale observar que o cariter de evidéncia pode ser percebido de forma restrita a
um objeto matemadtico, como consequéncia de uma sensacdo subita e imediata ou,
apenas, fruto de uma sensagdo que tocou nosso espirito, e, desta forma, apresenta sua
fonte na memoria. Por outro lado, “a crengca garante o seu significado formulado no
passado, como base nas relagdes recordadas por meio da meméria e nos habitos mentais

adquiridos por intermédio das percepcdes passadas”, como diria Bergson (1939).

z

A este respeito, os filésofos dizem que o que é objeto imediato de minha
memodria, € de minha imaginacdo, em uma situagdo semelhante, ndo € a sensacdo
passada, mas somente uma ideia da sensacdo, uma imagem, uma visdo, uma espécie de

odor que eu ja senti; que esta ideia existe presentemente em meu espirito; que,
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contemplando esta ideia presente, encontramos uma representacio do que € passado, do
que pode existir. “N6s chamamos de imaginacdo ou memoria. A sensagio € a memoria
sao duas operacOes simples de espirito, originais e perfeitamente distintas. Sdo

principios primitivos da crenca.” (BERGSON, 1911, p. 218)

Portanto, com amparo no que foi discutido, assumiremos a ideia de que o
carater de evidéncia deve ser atribuido a relacdo entre o sujeito e as caracteristicas
ontolégicas dos objetos que tocam os sentidos, sejam no presente ou como fragmentos
de sensagOes recordadas através da memoria, e ndo como uma qualidade restrita da
intuicdo.

Outro ponto ndo menos complexo € a possibilidade de afetivamente alcanga-la,
ante a limitacdo dos nossos sentidos, como adverte Husserl e, portanto, da nossa
percepcdo. A este respeito, Maroger adverte para a nocdo de que o carater de evidéncia,
por exemplo, “pode conduzir, progressivamente, 4 verdade das defini¢des matematicas,

embora para o pesquisador ndo consiga identificar todos seus elementos com clareza.”

(MAROGER, 1898, p. 48)

Buscamos compreender outro aspecto fornecido por W. S. Bibler, quando
menciona a transicdo do ndoconhecido para o conhecido. Pensamos que outros
caminhos poderiam ser conjecturados e, mesmo assim, preservarmos sem liames com a
intuicdo; como, por exemplo, a transi¢do do conhecido ao ndoconhecido. De fato, nesta
transicdo, deparamos os termos descoberta e invengdo, peculiares a investigacdo
matemdtica, uma vez que, admitindo como verdadeira & possibilidade de ir do
nioconhecido para o conhecido, e, reciprocamente, um destes dois elementos podera

possivelmente ser o preponderante.

Muitos matemadticos disseram que descobriram certo conceito
matemadtico ou idéia, ou teorema, se eles estavam sob a impressdo que
tal feito se caracterizava como independente de sua prépria
personalidade ou criatividade, porem, quando eles inventavam um
conceito matematico novo, uma idéia ou teorema, eles tinham a
impressio que, de algum modo, dependiam de sua propria
personalidade e criatividade. (MAROGER, 1898, p. 50).

O percurso descrito por Maroger mantém estreita sintonia com a formalizacdo
e assume exatamente a dire¢do referida por Bibler. Entrementes, que o movimento do
conhecido ao ndoconhecido exige predominantemente a intuicdo. No caso do ensino,
para a maioria dos alunos, torna-se mais exequivel uma atividade de investigacdo

voltada a descoberta (ENNS, 1992), e o percurso é justamente semelhante ao descrito
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por Condillac (1798, p. 64) e Mill (1889, p. 12), que se referiam do conhecido ao

naoconhecido.

Numa atividade desta natureza, os ensinamentos de Polya (1945, p. 122)

podem inspirar a mente do professor de Matematica, quando ele escreve:

Uma idéia decisiva que traz a solucdo de um problema é geralmente
conectada com uma palavra ou sentenca bem elaborada. A palavra ou
a sentenca ilumina a situag@o, nos tras coisas. Isto pode ser precedido
por uma idéia decisiva. A palavra adequada pode recordar uma idéia
matemadtica, talvez menos completa ou menos objetiva do que um
diagrama ou notagdo, porém num caminho andlogo. Isto pode
contribuir a fixacdo na mente.

Ap6s esta rapida digressdo com o intuito de esclarecer outras possibilidades
aparentemente ndo discutidas por W. S. Bibler, e de fornecer exemplos na atividade de

investigacdo e do ensino, voltaremos as relacdes entre crenca e certeza.

Brochard (1884) desenvolve uma elegante discussdo sobre o papel da crenca e
da certeza, nos sistemas filoséficos e na prépria compreensdo do homem. Dentre
algumas das questdes discutidas por ele relacionadas ao nosso tema, salientamos as

seguintes:

Mas se nao reivindicamos o direito de crer racionalmente, ndo temos
também o dever de examinar a natureza da crenga, de se perguntar
sobre os motivos pelos quais ela se fundamenta, e buscar como ela se
produz? Se como nos parece conveniente, a crenga possui, nos
sistemas filosdficos, lugar destacado como a certeza, porque reservar
nossa atencdo a certeza e relegar a crenga ao segundo plano, como
algo secunddrio? (BROCHARD, 1884, p. 4).

Percebemos que, tanto na Matemdtica como noutros sistemas filosoficos, a
funcdo da certeza aparentemente adquire lugar de destaque, em detrimento da crenga. A
maior parte dos homens, todavia, € mesmo todos os homens, nas circunstincias mais
importantes de sua vida, “se decidem baseados na crenca e ndo sobre a certeza.”

(BROCHARD, 1884, p. 4)

Ap6s denunciar, no dmbito filoséfico, o privilégio destinado a certeza, mais
adiante, ele explica que; na verdade, “as relacdes entre a crenga e a certeza ¢ uma
questdo de debate filoséfico. Stuart Mill dizia, sem insistir muito e sem tirar

conseqiiéncias, que a certeza € uma espécie de crenca.” (BROCHARD, 1884, p. 6)

Victor Brochard enriquece a nossa discussdo, quando sustenta que a cerfeza,
diz-se, é fundada sobre a evidéncia, ao tempo em que a crenca repousa sobre a

probabilidade. Vemos entdo a qualidade da evidéncia ser atribuida a certeza e ndo a
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crenga. Desta forma, € correto atribuir a intuicio a qualidade de evidéncia, uma vez que,
ante ao cardter imediato de sua manifestacdo como um fendmeno psicoldgico,

decidimos, segundo Brochard, baseando-se na crenga e ndo na certeza?

A certeza é um estado do sujeito, e a evidéncia é concebida como propriedade
do objeto, mas a certeza, estado do sujeito, ndo pode ser definida como a posse do
objeto. Nao existe expressdo mais imprépria e mais incorreta do que esta da certeza

subjetiva que vemos algumas vezes em nossos dias: € uma contradicao dos termos.

A certeza nao possui mais a certeza se esta for subjetiva. Do mesmo modo que,
se a evidéncia ¢ uma propriedade do objeto, o objeto ndo possui esta qualidade na
condicdo de se representar ao sujeito. A palavra evidéncia implica “a presenca de um

objeto que vemos.” (BROCHARD, 1879, p. 8)

Brochard realga a relagdo de dependéncia entre certeza, estado subjetivo
restrito ao sujeito e evidéncia, manifesta a partir da relacdo entre um objeto que se
apresenta e o observador. E discutivel, contudo, a manifestacdo da evidéncia na
condicdo da presenca do objeto. J4 em Aristételes observamos a relagdo entre a

evidéncia e o conhecimento obtido e validado pela Ldogica.

De fato, a légica aristotélica é uma anélise racional das condicdes as quais
devem satisfazer um raciocinio para que a conclus@o seja concebida como necessaria.
X3 ~ z . . . . .

E ndo se trata de saber como nés raciocinamos na vida cotidiana, mas como deve ser
construido um raciocinio para que a necessidade da ligacdo que ele estabelece apareca

imediatamente e evidente.” (BOURTROUX, 1908, p. 117)

Portanto, o cariter de evidéncia revelado pela relacdo entre sujeito e objeto
matemdtico afetard neste, suas crencas sobre a verdade de um conhecimento sobre o
objeto, que ora é submetido as suas intui¢des (POINCARE, 1905; KITCHER, 1984,
KLEIN, 1893). Afetando suas crengas, consequentemente, afetard seu raciocinio
(RUSSELL, 1921, p. 231), e, além disso, o maior grau de depuracdo alcancado pela
crenga realiza-se quando fazemos uma demonstragdo, como uma condi¢do sine qua non
para atingirmos a verdade matemdtica e, desta forma, adquirirmos a certeza sobre

determinado conhecimento.

Tal movimento manifesta-se na prépria natureza humana como latente e
incessante, como um objetivo jamais atingido. Cournot (1851, p. 38) retrata bem esta

caracteristica, quando acentua que
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Provamos tal sensacdo, por exemplo, quando uma demonstragdo nio &
encontrada, o espirito ndo se sente satisfeito, pois nao lhe é suficiente,
a menos que ele alcance o conhecimento da maior quantidade de fatos
possiveis, mas que atesta a necessidade colocando-a em evidéncia a
partir da razdo da cada fato particular. (tradug@o nossa).

Referendando-nos em nossa experiéncia, temos a convic¢do da importancia em
considerarmos estas questdes discutidas até aqui. Com efeito, um ensino de Matemética
assentado na certeza matemdtica abrevia uma acdo investigativa por parte dos
aprendizes.

Ademais, proporciona ao saber matemdtico uma luz intensa, entretanto, fria e
desprovida de maiores interesses aos olhos do estudante. Parte de nossa afirmacgéo é

referendada por Andre Revuz quando alerta que para a ideia de que

A apresentacdo aos estudantes de situacdes variadas ndo deve
conduzir a uma matemadtica pequena, nem a renunciar, a ocasido dos
estudos de tais situagdes, a edificacdo de uma teoria matemadtica, nem
a renunciar o recurso aos conceitos unificadores da matemadtica
contempordnea, a qual se mostra facil de se colocar em destaque sua
eficacidade. Pois se trata de ndo apresentar aos estudantes uma
Ciéncia feita, é necessdrio ndo tropecar com 0O extremo inverso e
negligenciar todo o saber dos séculos precedentes. E necessirio
manter o que é mais vivo e o mais eficaz e apresentd-lo em acéo.
(REVUZ, 1968, p. 33; tradugdo nossa).

Ante tais colocagdes e feitas as devidas distin¢cdes entre os termos “evidéncia’,
“crenga” e “certeza”, tencionamos restringir nossas consideracdes menos ao campo
filos6fico e mais ao lado pratico operacional, ou seja, como mediar um saber
matemdtico, por meio de uma abordagem intuitiva, com referéncia na “crenga”, todavia,
em busca do alcance da verdade.

Na literatura especializada, encontramos Zaslavsky (2005), que discute alguns
trabalhos empiricos e caracteriza algumas tarefas matematicas que envolvem a criacdo
de incerteza (uncertainty). Ele discute o trabalho de vérios autores que se interessaram
pela criacdo de situagdes de aprendizagem. Nestas situagdes, “‘um percurso contrario a
incerteza, € a busca pela certeza e, a necessidade pela certeza € comumente expressa no
desenvolvimento e persisténcia de intuicdes.” (ZASLAVSKY, 2005, p. 299)

O primeiro tipo de incerteza (uncertainty) pode ser caracterizado envolvendo
“duas (ou mais) afirmagdes. Neste contexto, afirmacdes sdo vistas num largo sentido,
para incluir resultados, defini¢des, crengas, expectativas a priori, suposicdes, e assercdes

que proporcionam diferentes pontos de vista do mesmo objeto.” (Idem, 2005, p. 299)
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Zaslavsky discute um exemplo em definir o simbolo (—8)%. Neste sentido, a
primeira afirmacdo pode ser descrita por (—8)% =-2, uma vez que
(—8)% =3/(-8) =3/(-2)’ =—2. A segunda asser¢io poderia ser que (—8)% =2, uma

vez que (—8)% = (—8)% = Q/@ = §/6_4 =2. A terceira possibilidade é que o referido
simbolo seja indefinivel.

Incerteza proveniente de “declaragdes que concorrem entre si” podem ocorrer
também quando uma das “declaracdes” é uma falsa-concepcao (misconception) ou uma
crenca assumida pelo aprendiz que se mantém em conflito com outra. Zaslavsky
comenta uma tarefa descrita na figura 46, ao possibilitar respostas que competem entre
si. A tarefa envolvendo a inclinag¢do de uma reta proporciona uma confusdo concernente
aos aspectos algébricos e geométricos.

Parte das respostas é fornecida pelo estudante e influenciada pela figura, ao
passo que outra parte é fundamentada no modelo formal matemdtico subjacente a
situacdo-problema. Segundo as considera¢des de Zaslavsky, tal cardter dual potencializa

uma sensacdo psicoldgica de incerteza. Vejamos isto no exemplo da figura 46.

I'he praph represents the function °, fx — x.

= |z the slope of the function 1 or L7
= [Docs the graph bisect the angle between the axes?
* [oes tan{o) equal 1 or arctan (L) ?

Figura 46. Exemplo de Zaslavsky (2005, p. 302).

z N

A segunda categoria de incerteza é associada a investigacdo, exploracdo de

tarefas envolvendo problemas em aberto. Zaslavsky (2005, p. 302) explica que

A natureza marcante da exploracdo é a busca por descobertas (isto &,
padrdes, modelos, relacdes) que sdo desconhecidas pelo aprendiz, em
relacdo aos quais ele ou ela podem possuir ou ndo um sentimento
intuitivo em vista do esperado. Eu me refiro a este caso como um
caminho desconhecido ou conclusdo questiondvel como um tipo de
incerteza. (tradugcdo nossa).
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Segundo o mesmo autor, os caminhos trilhados pelos estudantes sdo observados
ao decorrer da evolucdo dos seus raciocinios ante as situagOes-problema. Tais
movimentos podem ser na direcdo de refutar determinada conjectura ou refor¢ar uma
outra. Em todo caso, “o curso entre uma conjectura e outra € resultado de um estidio de
incerteza a respeito da busca de uma conclusio valida.” (ZASLAVSKY, 2005, p. 302)

Zaslavsky (2005, p. 2999) comenta (figura 47) algumas situa¢des-problema que
envolvem conflitos cognitivos inerentes ao uso do raciocinio intuitivo. Ele explica que
“perplexidade, confusdo e divida sdo frequentemente associadas e evocadas com
conflitos cognitivos.”. Por exemplo, na figura 47, exibimos um tridngulo gerado por um
software. Em seguida € expresso o seguinte problema: para um dado tridngulo AABC,

existe um ponto D no tridngulo, de modo que AABD , AACD e ABCD todos possuem

mesmas areas?

@ The liacmeter's SEmchpst - [Skatchll gep]

ME LR T MV MOEAN T U5 0V R ek

k| [

nauw ADC ==":0 20,10
new DCB =9"2020.90

=) &\
(&3] mw ADB =m0 20.87 /,/ \
/

i s

Figura 47: Situagdo-problema discutida por Zaslavsky (2005, p. 303).

Na andlise da figura 47, construida na tela do computador no ambiente de
Geometria Dindmica, o aluno pode manifestar e formular algumas conjecturas. Note-se
que estas s@o produzidas eminentemente a partir da observagdo/percepcdo das
propriedades que proporcionem a maior atengdo ao observador. Neste momento o
sujeito formula intuicdes, verbalizando-as ou ndo. Assim, para que o professor consiga
identificar as que apresentam maiores condi¢des de €xito, torna-se premente que O

mesmo estimule o aluno a relatar e descrever sua opinido.
Mais adiante Zaslavsky fornece os seguintes valores para as dreas:
Supc =20,105 S, =20,90 e S,,,; =20,87. Estas medi¢Oes realizadas pelo

computador sdo formuladas com base nas proprias caracteristicas do programa
empregado que, ndo estd livre de imperfei¢cdes. Este tipo de situacdo € caracteristica em

proporcionar um grau de incerteza ao solucionador, na medida em que o mesmo se
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conscientiza das limitacdes do software.

O terceiro tipo de incerteza diz respeito a falta de confianca com respeito a
corretude ou validez (isto é, solu¢cdo de um problema) que requer verificacdo formal,
todavia, nem sempre conhecemos o modo de tal verificagdo ou, em certos casos, o aluno
se depara com situacdes que ndo se consegue realizar uma verificagdo imediata.
Zaslavsky (2005) sintetiza todas as possibilidades de situacdes conflituosas na figura

48. que exibimos abaixo.

COMPETING CLAIMS LUMNKNOWMN PATIH or

UESTIONABLE CONCLLUSION

May be caunsed by:
- . e May be caused by:
= Contradicting statcments; ¥ ¥

=  Outcomes incompatible with prior < 5] * Lack of necessary knowledge or
knowledge, implicit assumptions, experience;
intuitions. beliefs, (mis)conceptions, = lack of tools for determining how to
expectations., or an alternative procead;
theoretical framework, = Lack of guts feeling.

~N

NON-READILY VERIFIABLE

May be caused by:

= The nature of the domain:

= Unavailability of verification
methods:;

= Difficulty in veritying a solution.

Types of uncertainty evoked by mathematical tasks

Figura 48: Solucdes tipicas envolvendo conflitos cognitivos.

Re-elaboramos a descricdo acima e, em certos casos apenas traduzimos as
terminologias adotadas por este autor para o nosso caso. No caso do CVV, concebemos
situacdes problema que envolve de modo freqiiente, pelo menos um dos vérios

elementos destacados no fluxograma da figura 49.

/\ padrées desconbecidos

ou conclusées

afirnragdes que

competem entic si

QuUCSHOndTCis

-Declaragdes contraditorias

- Tarcfas incompativeis con o
conhecimento a priori

- Suposigées implicitas, intuigoes,

- A patureza do dominio

- Inexequibilidade da
verificagdo de métodos

- Dificuldade na verificagio da

sofugio

Creneas

- A natureza do dominio
- Inexequibilidade da
verificagio de métodos

- Dificuldade na verificagio da
solugio

resuftados nio
veritficd vers

Figura 49. Adaptagdo do diagrama proposto por Zaslavsky (2005).
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Na tabela 1 abaixo exemplificamos algumas situacdes especificas antevistas ao

decorrer da resolucdo dos problemas e no desenvolvimento das sessdes de ensino que

tencionamos explorar nas secdes seguintes.

Quadro 1: Situagdes problema que produzem incerteza no ensino do CVV

competem entre si.

- Se o limite for zero a funcdo
serd diferenciavel.

- Se existe o limite denotado por

of

(B), existe a derivada

Situacoes que produzem Descricao Comentarios
incerteza
Afirmacoes que - Se a fun¢do possui derivadas | Nas tarefas propostas
continuas serd diferencidvel empregamos a existéncia de

CTC relacionados aos conteudos
no sentido de gerar afirmacdes
que competem entre si. Em

algumas situacdes, prevemos a

ou conclusoes

questionaveis

mesmo valor para todas as
parametrizacdes o valor do

limite serd o mesmo.

ou concorréncia entre afirmacdes
direcional. baseadas em intuigdes
- Se podemos calcular | afirmativas e intui¢des
u conjecturais. Ou  intuicdes

Vf(P) -+ entio existe a | o . S
0 ”u” afirmativas com 1ntuicoes

) o antecipatorias.
derivada direcional.

Padroes desconhecidos | - Se a funcdo apresenta sempre o | Os alunos se deparam com

situacdes-problema que envolve

apenas condi¢des necessdrias
para a ocorréncia da propriedade

investigada.

Resultados nao
verificaveis no ambiente

lapis/papel

- Dado um & >0, exibir um
delta conveniente que mostre o
valor de determinado limite.

infinitos

-A  fun¢do possui

pontos de mdximo e de minimo.

Alguns processos de célculo no

Cvv podem parecer

desinteressantes, como a
determinagdo da continuidade

das derivadas de segunda ordem.

Resultados nao
verificaveis no ambiente

computacional

- A curva apresenta um
comportamento sempre suave

- A func@o esta definida em todo
o plano

- A funcdo ndo estd definida em

apenas um ponto

Varias situacdes-problema,
apesar de serem exibidos todos
os seus elementos por meio do
suporte computacional, exigem o
ambiente l4pis e papel para o

tratamento da representagﬁo.

Fonte: Elaboragdo prépria.
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Certamente que a criacdo de um ensino baseado na crenca e ndo na certeza dos

enunciados matemadticos, estabelecidos de modo inquestiondvel, depende de modo

marcante da mediacdo promovida pelo professor. Assim, caracterizamos na tabela 2,

alguns exemplos de elementos que devem ser empregados no discurso proferido pelo

mestre em sala de aula no sentido de enfraquecer a cerfeza que o conhecimento

matemdtico comunica, no ambito do CVV. Tal atitude por estimular a transicdo interna

do CUV parao CVV.

Quadro 2: Elementos presentes no ensino do CVV que relacionam certeza/crenca.

Ensino de CVYV baseado na

certeza

Ensino de CVV baseado na crenca

Aqui € uma fungdo polinomial, e

toda  fun¢do  polinomial €

diferenciavel.

Pelo gréfico, possivelmente a fungdo pode ser

diferenciavel.

Como a fungdo € polinomial, vale
a comutatividade das derivadas

mistas.

Aparentemente, pelo gréfico, as derivadas de 1*
e 2* ordem ndo sdo continuas, assim pode nio

valer o teorema de Claireaut-Scharwrs.

Quando a funcéo é diferenciavel o
plano possuird apenas um ponto de

interseccao.

Como o plano aparentemente ¢é tangente,

possivelmente a fungdo serd diferencidvel.

Se o limite existe, para toda
parametrizagdo o seu valor dever

SEr 0 mesmo.

Para vdrias parametrizacdes o valor do limite
pode ser o mesmo, ainda assim ndo podemos

afirmar que o limite existe.

Pela definicio £€—0 o limite

tende a zero.

Por estes caminhos, possivelmente, o limite

tende a zero.

Se a funcdo ¢é diferenciavel

possuird as derivadas parciais.

Se as derivadas parciais existem, entretanto, a

funcdo pode ou nio ser diferencidvel.

Como a fungdo € continua na
fronteira, deverd assumir um ponto
de maximo ou minimo

(Weierstrass).

Aparentemente pelo comportamento da curva
nesta fronteira a funcio possuird um ponto de

mAaximo ou minimo.

Como B*—A-C>0 teremos

um ponto de sela na superficie.

Como as curvas de nivel neste ponto se
assemelham a hipérboles, poderd ser um ponto

de sela.

O gréfico da funcdo € limitado
num ponto por que |f(x, y)| <k,

para todo (X, y) numa vizinhanca.

O grifico é limitado na origem por que
podemos colocd-lo dentro de uma bola

centrada na origem.

Se a funcdo possui as derivadas

Se a funcdo apresenta apenas uma derivada
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parciais continuas serd | parcial continua, e a outra deriva existe, a

diferenciavel. funcdo pode ser ou ndo diferenciavel.

Com o limite tende a zero e | Aparentemente, pelo grifico, a imagem tende a

f(0,0)=0 a fungio deve ser | zeroe ndo existe um buraco na origem.

continua.

Fonte: Elaboragéo prépria.

Na préxima sec¢do, levando em consideracdo ao que discutimos no Capitulo 1 e
no Capitulo 2 a respeito do papel e da natureza da intuicdo, do ponto de vista
epistemoldgico, filoséfico e psicoldgico, fazemos as indicagdes iniciais de algumas
questdes que merecerdo uma maior atengdo ao longo do trabalho.

Reparamos que, na medida em que apresentar-mos as teorias que constituirdo
nosso quadro tedrico, tais questdes serdo retomas e reformuladas com a intencdo de se

obter uma maior precisdo e delimita¢do das principais questdes do nosso trabalho.
2.7 Questoes de investigacao

Elegemos como objetivo principal nesta tese, a promog¢ao e identificacdo, de
modo empirico, da manifestacdo de determinadas “categorias” do raciocinio intuitivo no
contexto da resolucdo de problemas do CVV, por intermédio de uma metodologia de
ensino que possibilite evitar os entraves que pontuamos no capitulo 1. Note-se que a
discuss@o que realizamos neste capitulo nos autoriza afirmamos a existéncia de
categorias intuitivas.

Destarte, tendo em vista o emprego de um sistema notacional complexo e uso
recorrente de representacdes semioticas (DUVAL, 1995) no Cilculo Diferencial e
Integral em Uma Varidvel Real — CUV e do Célculo Diferencial e Integral a Varias
Varidveis — CVV. Torna-se uma exigéncia da pesquisa a consideracdo das varidveis
diddticas vinculadas ao uso e producdo de registros de representacdo semidtica, como
encontramos, por exemplo, no estudo do Henriques (2006).

Note-se ainda que, diante do que discutimos nos capitulos anteriores, de modo
sistemadtico, no que se refere ao locus académico, concluimos:

- A persisténcias de sérios entraves no ensino/aprendizagem do CUV;

- As dificuldades na transicdo do ensino escolar para o ensino académico (LEE, 2007;
MARIANI, 2006; PERJESI, 2001; PESCE, 2001);

- O emprego recorrente de metodologias que acentuam apenas o cardter algoritmico-

computacional no ambiente universitdrio (ARSLAN, 2005);
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- As abordagens encontradas nos livros didéticos (Capitulo 1) do CUV que exploram
apenas o pensamento algoritmico (OTTE, 1991; 2008);

- Limitagdes e inconsisténcias proporcionadas pelo suporte informdtico (CTC) no
ensino do CUV que comprometem a formagdo de imagens mentais relacionadas aos
conceitos matematicos.

Por outro lado, uma vez que escolhemos investigar a manifesta¢do de categorias
do raciocinio intuitivo ao decorrer do ensino/aprendizagem do CVV, referendando-se
nos autores consultados até aqui, assumimos que:

- A intuicdo apresenta um papel essencial para os matemadticos, principalmente na
pesquisa e investigacdo, todavia, quando se trata de formalizacdo e estabelecimento de
bases criveis de uma teoria, seu valor € enfraquecido e, em vérios casos, negado;

- A importancia no contexto do ensino de considerarmos a existéncia de varias formas
ou categorias do raciocinio intuitivo;

- A intervencdo da faculdade intuitiva de modo decisivo no ambito da resolucdo de
problemas em Matematica e, de modo particular, no Célculo;

- A natureza de uma defini¢do matemdtica pode condicionar o tipo de intuicao adequada
para a compreensdo do conceito ou do objeto ao qual a mesma caracteriza, além de
proporcionar determinas barreiras ao seu ensino efetivo;

- Falta de consenso filoséfico no que se refere ao papel da intuicdo matemadtica;

- Percepcdo, intuicdo e insight exercem papeis especificos e funcionalmente
complementares nas atividades necessdrias para a resolug¢do de problemas;

- A intui¢do pode ser relacionada a crenca ou a certeza relativa ao qual a natureza do
que conhecemos;

A partir do que descrevemos acima e observando nosso objetivo geral descrito
pela intencdo de descrever e adequar as categorias intuitivas (intuicdo afirmativa,
intuicdo conjectural e intuicdo antecipatoria) que consideramos necessdrias tanto para a
introdug@o didatico/metodoldgica, bem como para a aprendizagem dos principais
conceitos do Célculo Diferencial e Integral a Véarias Varidveis — CVV, por intermédio
de uso da abordagem metodologica de ensino nominada Sequéncia Fedathi — SF. Tais
categorias intuitivas sido descritas por Fischbein (1987). Apontamos os seguintes

objetivos especificos:
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> Descrever as concepcoes (DUVAL, 1991) dos estudantes a respeito das nocdes
de limite, derivada e integral, no contexto do periodo de transicdo interna (ALVES e

BORGES NETO, 2011) do CUV para o CVV (Obyj, );

> Registrar a manifestacdo das habilidades intuitivas dos sujeitos por intermédio
da percepcdo e visualizacdo e evolucdo de imagens mentais®’ proporcionada pelo

software Maple desconsideradas no ensino tradicional (Obj, );

> Registrar as formas de manifestacdo do raciocinio intuitivo — intui¢do

afirmativa, antecipatoria e conjectural (FISCHBEIN, 1987) (Obj, );

> Identificar o valor epistémico das proposi¢des produzidas pelos estudantes ante

aos resultados no CVV e ndo apenas o seu cardter logico (DUVAL, 1991) (0bj, );
> Identificar e analisar as abordagens dos livros didaticos do CVV (0byj;).

Para concluir, diante dos pontos destacados, levantamos algumas hipdteses

iniciais de trabalho:

> Diante da complexidade das representacdbes do CVV que podem ser
interpretados no R’, ndo é possivel a formacdo de imagens mentais destes objetos sem
o recurso computacional e a possibilidades do surgimento de obstdculos de natureza

diddtica e psicoldgica ( Hip,);

> Em virtude das préticas de ensino atual e a natureza das abordagens dos livros
didaticos, ocorrem dificuldades com respeito a transicdo interna do CUV para o CVV,
principalmente no que se refere as possibilidades de exploracdo registros grdficos do

CVV (Hip,);

> O sistema de representacdo particular do CVV, dada sua complexidade,

proporciona entraves 2 memorizagdo do estudante com respeito as definicdes e teoremas
(Hip,);

> De modo ao que ocorre no CUV, em geral os alunos resolvem as questdes de

CVV sem recordar de modo claro e/ou consciente das defini¢des e das condic¢des

" Ghedamsi (2008, p. 290) relata as dificuldades manifestadas pelos alunos em associar imagens mentais
aos conceitos de Andlise Real. De modo semelhante, podemos prever o mesmo para a interacdo com 0s
objetos do CVV.
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l6gico-formais que referendam determinadas estratégias e regras 16gico-matematicas, o

que caracteriza a mobiliza¢do de um conhecimento fundado na intui¢do ( Hip, );

Com respeito ao objetivo principal desta tese e considerando os varios autores
consultados que descrevem categorias do raciocinio intuitivo, elegemos a perspectiva de
Efrain Fischbein. Para efetivar nossas atividades de ensino diretamente com os
estudantes do curso de Licenciatura em Matemadtica, apresentaremos no capitulo
seguinte a metodologia de ensino que viabilize o alcance dos objetivos geral e objetivos
especificos. Por fim, evidenciando o aumento de complexidade notacional no dmbito do
CVV, adotaremos uma teoria de base cognitivista, que proporciona a
interpretacdo/compreensdo de inimeros fendmenos cognitivos mobilizados ao decorrer
da utilizag@o deste sistema simbolico-notacional do CVV, na atividade solucionadora de

problemas.
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Capitulo 3: REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo vamos relatar os principais topicos das teorias que escolhemos
para compor nosso referencial tedrico de nossa pesquisa, a saber: Sequencia Fedathi
(2001), a Teoria das Representacoes Semioticas de Raymond Duval (1995) e no diz
respeito as categorias do raciocinio intuitivo discutidas no Capitulo 2, optamos pela
descrigdo e caracterizagdo fornecida por Fischbein (1987).

Sublinhamos que a partir das andlises desenvolvidas em seguida neste capitulo,
identificamos determinados entraves ao ensino, deste modo, procuramos identificar e
escolher uma teoria que nos proporcionasse evitar tais entraves e dificuldades na
condugdo do ensino de CVV e na transicdo interna do CUV para o CVV (caracterizada
na Capitulo 1).

Nosso estudo apresenta alguma semelhanca com respeito aos trabalhos de
Arslan (2005), Martinez-Planell e Gaisman (2009, 2010), Henriques (2006) e Souza
(2008) que optam pela Teoria das Representacdes Semidticas e por outra teoria na
perspectiva de uma andlise complementar e abrangente de seu estudo, sobretudo no
ambiente de ensino académico.

Assim, assumimos a necessidade da visdo de ‘“‘complementaridade” das
fundamentacdes de Raymond Duval e Efrain Fischbein, com a inteng¢do precipua de
oferecer para nosso estudo, nas ocasides de aplicagdo das sequéncias de ensino do CVV
e dos protocolos produzidos pelos sujeitos, um olhar apurado e uma interpretacio
consistente e fundamentada.

Nossa primeira discussdo diz respeito a metodologia de ensino escolhida,
chamada de Sequencia Fedathi que vem sendo discutida (BARRETO, 2001) e utilizada
em varios trabalhos (BARROSO, 2009; SOUSA, 2011) realizados no Ceara.

Em seguida, desde que estamos trabalhando com a teoria do CVV que envolve
uma grande diversidade de simbologias matemadticas “carregadas” (LIMA, 2010),
apresentamos alguns aspectos da Teoria das Representagcbes Semidticas e apontamos
algumas implicacdes para sua utilizacio ao decorrer de nossa mediacio e exemplicamos
sua aplicacdo no ensino do CVV.

Seu uso tem sido registrado em vdrios trabalhos no Brasil IMAFUKU, 2008,
MARIANI, 2006; MARQUES, 2009) e no Exterior (ARSLAN, 2005; GARCIA, 2005;
HENRIQUES, 2006) envolvendo investiga¢des no contexto académico e no contexto de

transi¢do da escola para a universidade.
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Por fim, descrevemos as categorias relacionadas ao raciocinio intuitivo, na visao
de Fischbein (1987) o qual se mostrou um elemento que assumimos deter a
possibilidade de evitar os problemas apontados no Capitulo 1 e atenuar os maleficios do

pensamento algoritmico (OTTE, 1991).
3.1 A Sequéncia Fedathi

“A proposta tedrico-metodoldgica apresentada por um grupo de Educadores
Matematicos do Estado do Ceard.” (BORGES NETO, 1999; BORGES NETO et al,
2001) denominada Sequéncia Fedathi reclama um movimento de transformacgdo do

savoir savante au savoir enseigné, descrito por Chevallard (1991, p. 20).

Tal movimento é chamado no meio cientifico de transposicdo diddtica interna
(DORIER, 2003, p. 3), que se inicia com o contato inicial do professor com o saber
matemdtico apresentado de forma cientifica e isento de preocupacdes didaticas,
passando para adaptagdo do conteddo que envolve os objetos matematicos visados, na
direcdo do ensino, finalizando-se com o saber ensinado (savoir enseigné), “que

contempla o saber realmente abordado em classe.” (DORIER, 2003, p. 5)

Além disso, quando analisamos o uso de tal proposta como metodologia de
ensino, no que se refere ao ensino e a aprendizagem de Matemadtica, ou, mais
especificamente, de acordo com nosso interesse de investigacdo, ou seja, como
instrumento de mediagdo didatica para a promog¢do do raciocinio intuitivo, assumimos a
importancia de levar-mos em consideracdo duas questdes: a primeira diz respeito ao
tipo, nivel ou a natureza do raciocinio que serd promovido pelo professor durante uma

sessdo didatica e, posteriormente, na estruturacdo das atividades e situacdes-problema.

Uma vez definido, na etapa inicial do momento didético, o tipo de raciocinio
(intuitivo ou 16gico) que se deseja ser promover com vistas a abordagem e aquisi¢do dos
conceitos, a segunda questdo, ndo menos complexa, relaciona-se a pritica comum de
exprimir a situacdo-problema no inicio da Sequéncia Fedathi, o que serd discutido pelos

alunos e pelo professor na aplicacdo da sequéncia de ensino.

Note-se que buscamos introduzir na concep¢do das situagdes-problema,
elementos diferenciados e que estimulem, antes de empregar o tratamento standart do
ensino ordindrio (descrito no Capitulo 1), a percep¢cdo, o estimulo visual e a
identificacdo de relacdes necessarias das simbologias do CUV e do CVV que facilitam a

transi¢do interna no Célculo (ALVES e BORGES NETO, 2009b; 2011a; 2011b).
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Deste modo, caracterizamos as seguintes fases de ensino:

> Fase 1 Tomada de posicdo — apresentacdo do problema. Nesta fase de ensino, o

pesquisador-professor apresenta uma situacio-problema descrita para um grupo de
alunos ou de modo individual, que devem possuir meios de solucionar/enfrentar o
problema envolvido mediante a aplicacdo do conhecimento. Nesta fase inicial, a
mediacdo diditica deve provocar um conjunto de conjecturas que podem ou ndo

apresentarem a condicao de &xito nas tarefas.

Comentario: No que diz respeito a acdo docente, empregamos de modo acentuado um
discurso baseado na lingua materna e evitamos o emprego precipitado de simbologias,
nomeadamente, as simbologias ordindrias do CVV. Outra fonte de registros ou simbolos
constantemente explorados é a de natureza griafica, com o apoio computacional, que
permite explorar registros grdficos em 2D e 3D, o que viabiliza a percepcdo e a
visualizagdo por parte dos aprendentes. Ademais, o raciocinio priorizado nesta fase € o
raciocinio argumentativo (DUVAL, 1991, p. 236) que ndo possui um estatuto
operatorio entre as proposicoes empregadas nas situagdes-problema envolvendo o

CVV.

Deste modo, criamos um ambiente para a exploracdo das categorias intuitivas
nos estudantes a partir da relacéo visual (percep¢@o de propriedades e caracteristicas dos
objetos curvas parametrizadas, limite, derivada e integral) com os objetos
determinados em cada uma das cinco situagdes problema (p. 220) apresentadas nas

atividades propostas e durante os encontros nas aulas de “tira dividas”.

> Fase 2 Maturacio — compreensao e identificacdo das varidveis envolvidas no

problema. (Destinado a discussdo e debate sobre o saber, professor e alunos). Esta etapa
envolve a identificacio de conjecturas elaboradas pelos alunos e aperfeicoadas pelo

professor e que detém maior relevancia para cada tarefa.

Comentario: Nesta fase de ensino, proporcionamos uma abordagem das situagdes-
problema de modo que as ideias, simbologias e raciocinios apreendidos do CUV
continuem adquirindo importéancia e utilidade pelos alunos, com o intuito de estimular a
transi¢do interna (ALVES e BORGES NETO, 2008; 2009c; 2011a; 2011b). Neste nivel
destacamos, sempre que necessario, a adaptacdo das ideias do CUV ao novo ambiente
conceitual do CVV. Esta preocupacdo € conseqiiéncia dos entraves a aprendizagem

discutidos no Capitulo 1, relacionados ao ensino do CUV.
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Além disso, por meio das imagens fornecidas pelo computador, conduzimos os
estudantes em perceber alguns objetos familiares e pertencentes ao CUV presentes em
novas representagdes usuais do CVV, como combina¢do uma combinagdo geométrica e,
em alguns casos, algébrica. Os CTC’s sdo empregados no sentido de provocar situacdes
de conflito cognitivo e proporcionar a produg@o de sentencas proposicionais elaboradas
a partir da exploracdo da percepcdo e da intuicdo, a partir do que foi discutido no

capitulo 2.

> Fase 3 Solucdo — apresentacio e organizacio de esquemas/modelos que visem a

solu¢do do problema. Aqui, os alunos organizados em grupos ou de modo individual,

devem apresentar solugdes que possam conduzir aos objetivos solicitados e convencer
com suas argumentagdes ao professor ou aos outros grupos de alunos. As atividades

podem ser desenvolvidas também de modo individual ao decorrer de testes e avaliacoes.

Comentario: Empregamos de modo decisivo o sistema de representagdo semidtica do
CVYV, real¢ando, sempre que necessdrio, as relagdes, interpretacdes e detalhamentos do
proprio sistema de representacdo. Nesta fase de ensino, o professor atua de modo
decisivo no sentido de explicitar o modelo matemético empregado (defini¢do formal,
teorema, etc.). Ocorre ainda o emprego de fato, da estratégia que possibilita uma maior
chance de éxito e a “tecnologia pode ser usada no sentido de estimular a revisdo das

estratégias empregadas.” (ALVES e BORGES NETO, 2007).

> Fase 4 Prova — apresentacido e formalizacio do modelo matematico a ser

ensinado. Aqui, a diditica do professor determinard em que condigcdes ocorrerd a
aquisi¢do de um novo saber. Além disso, todas as argumentagdes devem ser revistas e

testadas e identificados os elementos que podem causar maior incompreensao.

Reconhecidamente, numa aula de Célculo, este momento € o mais esperado por
um professor que desenvolve uma praxis eminentemente formalista. Em nosso caso,
desde que assumimos uma posi¢do de valorizacdo e promog¢do da faculdade intuitiva

dos estudantes, realizamos as seguintes agdes:

- Detalhar para os estudantes, quando necessdrio, as argumentagdes e inferéncias

empregadas nos teoremas;

- Fornecer uma interpretacdo geométrica dos teoremas ou construcdes das definicoes

formais com apoio computacional (abordagem essencialista baseada na construcdo das
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defini¢cdes) necessdrias para a caracterizacdo dos objetos matemdticos em cada situacdo

problema;

- Identificar e localizar nos teoremas e nos enunciados os elementos que se caracterizam

como uma fonte de incompreensao;

- Confrontar os resultados formais com os exibidos pelo computador no sentido de

compreender o motivo dos CTC’s correspondente a cada conteddo;

- Explorar teoremas que se apdiam em ideias do CUV no sentido de fortalecer a

transi¢do interna do CUV para o CVV (ALVES e BORGES NETO, 2011a: 2011b).

Duval (1991) distingue o raciocinio argumentativo do raciocinio dedutivo. Este
ultimo recorre a regras explicitas e um sistema de representacdo adequado. Num passo
de deducido, as proposi¢des ndo intervém em termos de conteiido e sim em funcio do

valor operatorio e, portanto, 16gico.

Observamos preocupacdes semelhantes no trabalho de Brousseau & Gibel
(2005), quando discutem determinadas nogdes que assumem papel de relevo em sua
teoria e indicam um sentido de aperfeicoamento de sua fundamentacdo vinculada a
TSD. Neste sentido, destacamos o artigo devido a Brousseau e Gibel (2005), onde

discutem a natureza de um raciocinio matemdtico.

Neste trabalho, os autores caracterizam os elementos constituintes de um
‘raciocinio matemdtico’, segundo os momentos didaticos previsto pela TSD, nominados
por Brousseau de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo. De fato, Brousseau
e Gibel (2005, p. 18) explicam que a fun¢do de um raciocinio varia de acordo com o

tipo de situagdo didatica.

De modo semelhante, buscaremos ao longo deste estudo, caracterizar e delinear
o tipo particular das caracteristicas e das formas intuitivas de raciocinio intuitivo
(intuicdo afirmativa, intuicdo conjectural e intuicdo antecipatéria) em adequacio as
fases de tomada de posicdo, maturacdo, solucdo e prova, previstos na Sequéncia

Fedathi por Borges Neto et at. (2001).

Para concluir, considerando as teorias discutidas nos capitulos anteriores e
alguns novos pontos de vista acrescentados a partir da utilizacdo da SF, levantamos as

seguintes hipoteses de investigacdo:
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> Semelhantemente ao que identificamos na literatura pertinente ao CUV

(Capitulo 1), devem ocorrer o surgimento de obstdculos cognitivos no ambiente de

ensino do CVV (Hipdtese, );

> A exploracdio das faculdades baseadas na percepcdo e na visualizacdo

proporcionam o desenvolvimento da atividade argumentativa dos estudantes

(Hipotese, );

> De modo semelhante ao relato dos estudos do CUV, no contexto de ensino de
CVYV, os estudantes manifestam a tendéncia em resolver tarefas sem recordar e/ou

recorrer ao uso de defini¢oes matemdticas formais e teoremas ( Hipotese, );

> A visualizagdo e consequentemente o entendimento da natureza dos objetos do

CVYV fica comprometida quando restrita ao ambiente lapis/papel (2D) ( Hipdtese, );

> Os livros didéticos ndo promovem de modo satisfatério a transigcdo interna do

CUV para o CVV( Hipdotese, ),

Apds a colocacdo destas hipdteses de trabalho e tendo em vista os objetivos
especificos, diante da escolha da Sequéncia Fedathi, torna-se necessirio uma re-
estruturacdo dos nossos objetivos especificos. Deste modo, tendo em vista nosso
objetivo principal que envolve a descricdo e identificacdo das categorias do raciocinio

intuitivo nas fases previstas pela SF, apontamos os seguintes objetivos especificos:

> Descrever as concepgoes (DUVAL, 1991) dos estudantes a respeito das nogdes
de limite, derivada e integral, no contexto do periodo de transicdo interna (ALVES e

BORGES NETO, 2011) do CUV para o CVV ao longo da Sequéncia Fedathi (Obj, );

> Registrar a manifestacdo das habilidades intuitivas dos sujeitos por intermédio
da percepcio e visualizacio e evolugio de imagens mentais™ proporcionada pelo

software Maple 10 e Maple 12 desconsideradas no ensino tradicional (Obj, );

> Registrar as formas de manifestacdo do raciocinio intuitivo — intuicdo
afirmativa, antecipatoria e conjectural (FISCHBEIN, 1987) nas fases previstas na

Sequéncia Fedathi (Oby, );

8 Ghedamsi (2008, p. 290) relata as dificuldades manifestadas pelos alunos em associar imagens mentais
aos conceitos de Andlise Real. De modo semelhante, podemos prever o mesmo para a interacdo com 0s
objetos do CVV.
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> Identificar no discurso dos estudantes o valor epistémico das proposicdes
ordindrias dos resultados no CVV e ndo apenas o seu cardter logico (DUVAL, 1991)

nos niveis da Sequéncia Fedathi (Obj, );

> Analisar os elementos pertencentes a transicdo interna do CUV para o CVV

proporcionadas pelos livros didaticos (Obyj; );

Para concluir, assumimos uma perspectiva de Duval (1995) a qual podemos
inferir que um bom ensino de Matematica pressupde a promocgdo e, consequentemente,
a evolucdo de representacbes mentais, entretanto, como discutimos no Capitulo 2, as
representacées mentais estdo subordinadas ao grau de evolugdo da capacidade

abstrativa do individuo.

A atividade visivel, no que diz respeito ao professor que acompanha a acio e
estratégias do sujeito, privilegia os registros de simbologias e atividade sobre os

mesmos.

Deste modo, tendo em vista o complexo sistema notacional que tencionamos

analisar do Célculo, discutiremos no que segue a Teoria das Representacoes Semidticas.

Esta teoria possibilita a consideracdo de varidveis diddticas importantes que
consideraremos ao decorrer das fases de ensino da Sequéncia Fedathi. No préximo

segmento destacaremos os elementos desta teoria empregados em nosso estudo.

3.1.1 A intuicio e as Representacoes Semiéticas

O discurso matemadtico sucede através da mistura de linguagens
gramaticais, simbolismo matematico e imagens visuais, 0 que
significa que a mudanga pode ser feita sem a emenda entre estas trés
fontes. Todavia, cada fonte semidtica possui uma contribuicio
particular e funcdo no interior do discurso matematico.
(O"HALLOREN, 2005, p. 94, traducdo nossa)

No inicio de sua obra mais representativa, intitulada Sémiosis et Pensée
Humaine, Raymond Duval indica as principais atividades cognitivas relacionadas a
aprendizagem em Matemadtica, que sdo: conceitualizacdo, raciocinio e resolucido de
problemas. Sublinha ainda uma particularidade desta aprendizagem que se caracteriza
pela necessidade do uso de sistemas de expressdao e de representacdo diferentes da

prépria lingua natural.
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O autor explica que “sistemas variados da escrita de numeros, notacdes
simbdlicas para objetos, escritas algébricas e logicas adquirem um estatuto paralelo ao
da lingua natural para explicar relagdes e operagdes, etc.” (DUVAL, 1995a, p. 1),
entretanto, a utilizacdo de uma diversidade de sistemas de representa¢do semidtica é
essencial ou apenas comoda para o exercicio do desenvolvimento das atividades

cognitivas vinculadas & Matemética?

A resposta desta questdo “ultrapassa o dominio das Matemadticas e do seu
ensino”, como destaca Duval (1995a, p. 1), uma vez que necessitamos compreender o
préprio funcionamento do sistema cognitivo humano. Por outro lado, torna-se premente
algumas questdes subjacentes que dizem respeito a Matemdtica e sua aprendizagem
escolar. Neste sentido, Duval estabelece que ndo existe compreensdo em Matematica se
“ndo distinguimos um objeto de sua representacio. E essencial ndo confundir os objetos
matemadticos, isto €, nimeros, fungdes, retas, etc., com suas representagdes.” (DUVAL,

1995a, p. 1-2).

Por outro lado, podemos compreender algumas questdes pertinentes a4 préopria
Matematica, nos atendo ao ambito histérico. Para tanto, um marco inicial em
Matemadtica é inaugurado com os gregos. Euclides, por exemplo, no livro 1, define as
nogoes de ponto, linha, superficie, angulo, circulo, etc.. E no livro V, por exemplo,
define o conceito de razdo entre magnitudes. Segundo Stendall (2008, p. 12). “Estes
conceitos s@o importantes porque determinam a linguagem e o estilo geométrico do
discurso por séculos.” (STENDALL, 2008, p. 13). Porém, quando definimos um ponto

ou uma reta, procuramos estabelecer a existéncia de determinado objeto matemaético.

Por meio de sua definicdo formal, caracterizamos suas caracteristicas essenciais
que o distingue de outras entidades dentro de um sistema formal, todavia, nos
momentos iniciais de estabelecimento de uma teoria matemadtica, principalmente de
alguns pressupostos relacionados a axiomas e postulados, destacamos o papel da
intui¢do matematica no que diz respeito a aceitacdo de determinadas propriedades pela

comunidade de matematicos.

Lo 2 . 2 .
O préximo passo é o estabelecimento ou testagem® de seu registro ou

simbologia conveniente e produtivo, tanto na perspectiva individual do matematico

29 s e Lo . . . . . e~

A Histéria da Matemadtica explica que Leibniz, reconhecidamente um construtor de defini¢des e
simbologias, elaborava, socializava e testava determinada simbologia com o intuito de averiguar seu grau
de aceitacdo entre seus contemporaneos. As menos exitosas eram paulatinamente descartadas.
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como para a comunidade cientifica contemporanea. Em Matematica, usualmente, este
momento se caracteriza pelo estabelecimento da notagdo ou simbologia adequada.
Assim, cada representacdo, notagdo ou simbologia nos remete a um conceito
caracterizado por uma definicdo formal. Note-se ainda que “as simbologias em

Matematica evoluem, morrem ou sio substituidas.” (CAJORI, 1929, p. 110).

No contexto do ensino, Duval destaca a diversidade de representacdes de um
mesmo objeto. E, além disso, ele discute a existéncia de “representacdes mentais, isto €,
o conjunto de imagens e concepgdes que um individuo pode ter de um objeto, sobre

uma situacio, e sobre o que o mesmo associa.” (DUVAL, 1995a, p. 2).

Por outro lado, a Histéria da Matematica (CAJORI, 1896; DIEUDONE, 1989:
FAINETEAU, 2004; FAUVEL e MAANEN, 2000) indica que a escolha desta ou
daquela representacdo intervém um processo de natureza pessoal do matematico
conhecido por abstragdo e, neste caso, os fatores de tal escolha tanto podem ser de
natureza légico-formal, como “atores de ordem psicoldgica.” (ATIYAH e
MACDONALD, 1969, p. 13). Neste ambito, a infuicdo serviu como guia condutor para

a atividade de muitos matematicos, como discutimos nos capitulos anteriores.

A partir desta preocupacdo entdo, 0o matemdtico passa a caracterizar uma
representacdo semidtica como as producdes constituidas pelo emprego de signos
(enunciados na lingua natural, férmulas algébricas, graficos, figuras geométricas...). E
explica o seu caréter essencial no sentido de proporcionar ao individuo exteriorizar suas

representacoes mentais, como observa Duval (1995a).

Por exemplo, recordamos que “Euclides, quando escrevia sobre nimeros, sua
abordagem era primariamente geométrica.” (STEDALL, 2008, p. 19). Neste sentido,
Tabak (2004, p. 26) lembra que “os gregos aprenderam a usar a linguagem geométrica
para expressar ideias que nds aprendemos expressar algebricamente”. Deste modo
podemos hoje compreender os tipos de raciocinio empregados (inclusive os intuitivos)
pelos gregos, analisando suas representagdes mentais e o seu discurso desenvolvido ha

séculos antes de Cristo e observar a evolugdo das simbologias que adotavam.

As representacoes semidticas discutidas por Duval, entretanto, s@o
indispensdveis ainda aos objetivos de comunicacdo na Matemadtica e esta, na maioria

das situagdes, evolui de modo informal, ndo linear. Além disso, “os tratamentos
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matemdticos ndo podem ser efetuados independentemente de um sistema de

representacdo.” (DUVAL, 1995a, p. 3).

Deste modo, a atividade cognitiva e as representacoes mentais evocadas por um
sujeito na resolucdo de problemas, por exemplo, sdo condicionadas pelas representagcdes
empregadas e estas podem ser mais ou menos eficientes e/ou operatérias dentro de uma
teoria formal e necessariamente a intuicdo apresenta-se como um elemento cognitivo
determinante uma vez que a mesma ¢é exigida a partir do acionamento dos modelos e
imagens mentais privadas (AZCARATE, 2006), idiossincrasicas que o individuo possui

de abstracdo matemdtica.

E essencial também perceber que a dimensdo evolutiva das préprias
representacoes semioticas acompanham a formacdo do pensamento cientifico. Na
histéria evolutiva dos conceitos matematicos identificamos com facilidades exemplos
emblemadticos que nos ensinam que a evolugdo das representacées mentais utilizadas
pelos matemadticos acompanha a evolucdo das representacdes semidticas de cada

sistema formal, e vice-versa. De fato, Stedall (2008, p. 43) lembra que

Boas notagdes servem bem mais do que apenas ao seu propdsito.
Primeiramente, elas preenchem uma funcdo de clareza e concisdo e
frequetemente encapsuladas em alguns simbolos que envolvem ideias
que ndo podem ser facilmente expressos em palavras. Uma vez
conhecidas as regras, a matemdtica simbdlica é mais facilmente
visualizada, comunicada e compreendida. (traducdo nossa)

Na frente investigativa, Duval destaca que o método empregado para o estudo
das representacoes é essencialmente baseado em entrevistas e recorda os estudos
inovadores de Jean Piaget nesta darea. Numa perspectiva cognitiva, Duval concorda com
Stedall quando menciona que a no¢éo de representacdo € essencial no que diz respeito a
forma pela qual uma informacdo € descrita e codificada. Alids, uma pritica comum dos

matematicos € a codificacdo cifrada dos conceitos.

Desta forma, a compressdao de enormes significados em algumas simbologias
pode se mostrar altamente auspicioso para o matemdatico profissional, entretanto, o que
esperar para o aluno? Na maioria dos casos, diante da falta de entendimento do
significado de conceitos e simbologias ou nota¢des carregadas, o aluno simplesmente
repete de modo mecanizado e irrefletido, as “regras” introduzidas pelo professor,

consequentemente, o sujeito emprega representagdes de modo inconsciente.
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Duval (1995a, p. 25) opde duas categorias que caracterizam a passagem de uma
acdo inconsciente a uma acdo consciente realizada pelo sujeito. Ele explica que “a
passagem do ndo consciente ao consciente corresponde ao processo de objetivacido por
um sujeito que adquire consciéncia.”. Por exemplo, € comum nas atividades do Calculo
os alunos efetuarem indmeras regras operatérias estabelecidas ad hoc com limites e nao

saber responder o que é um limite?

Ou explicar seu sentido, o seu propdsito e sentido dindmico. Por exemplo, no

caso da no¢do de [limites, os estudantes se deparam com limites interados

2 2

. X =y .. A,
[Lim,_,——1 e o limite ordindrio Lim, ,, ,,0,—— 5 -
X +y Xty

2 2

. X =y
lexﬁo
Eles percebem que o tratamento e as regrals30 empregadas nesses dois casos se
diferenciam, todavia, ndo compreendem que apesar de que a simbologia diz respeito ao

conceito de limite, elas implicam processos matemaéticos distintos. Basta notar que no

caso do limite interado acima, temos o comportamento dos pares ordenados

x=cte

(x,y) = (x,0) > (0,0). Enquanto que no segundo caso temos (x,y)— (0,0), embora
na prética, escolhemos por meio de parametriza¢Ges a varidvel que se aproxima mais

rapido da origem.

Certamente que ndo se trata de uma simples tarefa, basta identificar na Historia
da Matemadtica os percalgos enfrentados pelos matemadticos na sistematizacdo da nogéo
de limite e o processo evolutivo de simbologias particulares para este conceito. Por
outro lado, na perspectiva do aluno, “é através da significacio que se produz a
apreensdo perceptiva ou apreensao conceitual de um objeto.” (DUVAL, 1995a, p. 25). E
tal preocupacgdo pode efetivamente potencializar aprendizagens diversificadas por meio

da promog@o de atividades cognitivas significativas.

E em se tratando de atividades cognitivas, Duval caracteriza trés atividades
cognitivas inerentes a sémiosis que constitui a formacgdo de representagées num registro
semidtico particular. “Tal formacdo implica sempre uma selecio no conjunto de

caracteres e de determinagdes constituintes do que desejamos representar.” (DUVAL,

30 Encontramos trabalhos interessantes de Duval e seus colaboradores, desde a década de 70, com uma
preocupagdo intensa no que diz respeito as dificuldades geradas por determinadas sintaxe prdprias do
saber matematico. Neste ambito, Duval (1998, p. 57) declara que “o valor sintdtico desempenha um papel
nas dificuldades de utilizagdo por parte dos estudantes”. No caso dos limites, evidenciamos inimeras
dificuldades.
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1995a, p. 36). Duval descreve o tratamento como a transformacio que produz outra
representacdo no mesmo registro. E finalmente a conversdo de representacoes
semioticas que se caracterizam pela transformacdo que produz outro registro diferente

da representacdo inicial.

Duval esclarece que os atos elementares de formacao sdo, segundo os registros,
a designacdo nominal dos objetos, a producdo de seus contornos percebidos, a
codificacao de relacdes e certas propriedades, etc. Mas vejamos um exemplo particular
em que podemos divisar cada uma das habilidades destacadas por Duval, tomadas por

ele como essenciais para a cogni¢ao.

Por exemplo, se desejamos compreender o comportamento da seguinte curva
parametrizada o(t) = (t* =3t*,¢> —3t,0), necessitaremos construir o grafico da mesma.

No ambiente l4pis e papel, identificamos as fungdes coordenadas, derivamos e
analisamos o comportamento de crescimento e decrescimento das mesmas. Em seguida,

dy d%t

podemos investigar o comportamento do quociente i =1 (*).
X y
dt

Resumidamente temos a descricdo do tratamento dos registros algébricos:

dY/ . )
B2 o A 22 2 A g 33 -l _(t—l)(t+1)
=xt)=t =3 yO= -3 =x'0)=3" -6t y()=3t 3:7&_ % e P T

Agora, conservando o mesmo objeto, ou seja, uma curva parametrizada
mudamos o registro analitico para o registro geométrico como exibimos na ilustracio
abaixo. Advertimos que em alguns casos € impraticavel a constru¢io do grifico sem o

recurso computacional.

Figura 50. Gréfico da parametrizagdo ¢/(?).
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Note-se que, no ensino tradicional (restrito ao ambiente 14pis e papel), o aluno é
apresentado de imediato a respectiva parametrizacdo. O aluno desconhece sua origem,

assim, ndo compreenderd o processo da formagcdo desta representacdo semidtica.

Por outro lado, todas as informagdes extraidas do quociente requerem o

tratamento da representacdo, por exemplo, o emprego do processo de derivacdo e
imposi¢do do calculo das raizes das derivadas de x(¢) =" —3t* e y(y)=t’ —3t, s6 entdo

podemos ter dados suficientes para prever o comportamento do grafico e esboca-lo no

ambiente restrito de 1dpis e papel para apenas este caso particular.

No quadro 3, apresentamos alguns casos de conversdo de registros empregados
constantemente em nosso estudo e que deverdo ser explorados na mediacdo dos
contetidos mediados com arrimo nos pressupostos da Sequéncia Fedathi. Destacamos 0s
casos em que, sem O recurso tecnolégico, o aluno ndo consegue divisar a
mudanca/coordenacdo dos registros pertinentes em cada situagdo-problema estruturada

a partir dos pressupostos da Sequéncia Fedathi.

Quadro 3. Relag@o e conversdo de registros no CVV explorados nas fases da Sequéncia
Fedathi.

Registro de partida — sistema de Registro de chegada — sistema de

representacao algébrica (LA) representacao geométrica (RG)

3
X

f,y)=9x"+y’
0 se (x,y)=(0,0)

se (x,y) # (0,0)

Comentdrio: Na figura ao lado identicamos um
CTC relativo a nogdo de continuidade removivel
de funcdes. Notamos no registro algébrico que a
descontinuidade foi retirada na origem, entretanto,
0 software ndo apresenta um ponto na origem que

preencha todo o “buraco” dando a entender que

ainda existe a descontinuidade. A exploragdo da
visualizacdo e apreensdo imediata do registro

gréfico é explorada na fase de maturagdo.
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Determinar 0 grafico de

g(x,y)=x"y—xy’ em [-3,3]x[-3,3].

Comentdrio: De modo geral, é impraticdvel para o
estudante desenhar ou construir o grafico de
objetos descritos em trés dimensdes, apesar de que

a superficie ao lado apresenta bastante

regularidade e simetria em relacdo ao eixo Oz.

Calcular o volume limitado pelos objetos

descritos no conjunto

Az{z:1—x2—y2 ; 1:)(2+y2 e z=4}.

Comentario: No ensino tradicional, restrito as
simbologias do CVV em 2D, de modo tradicional
o aluno recorre as simbologias e determina de
modo pouco refletido os limites de integracdo
multipla definida. Nas fases de tomada de posicdo
e da matura¢do da SF, exploramos a visualizagdo
diretamente a partir dos registros graficos do

limites de integracao.
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O grifico de y=x (DUVAL, 2006, p.
113). Neste tipo de conversio de
registros, ante a natureza ndo tdo
complexa como nos casos anteriores, é
possivel a coordenacdo de registros por

parte do solucionador de problemas.

Acima destacamos um percurso da esquerda (registros 2D) para direita (registros

graficos em 3D). Observamos que no caso do CVV, dificilmente o aluno ou o professor
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consegue efetivar o caminho no sentido contririo, uma vez que, a percepcdo imediata
(DUVAL, 2011) de muitas das propriedades envolvidas € impraticdvel. Neste sentido,
observamos que tarefas como esta se diferenciam radicalmente como as tarefas

elementares discutidas por Duval (2006, p. 113).

Neste artigo, Duval explica que para a constru¢do de um grafico € suficiente
seguir a regra: para cada par ordenado de niimeros podemos associar um ponto de uma
coordenada no plano com um dado incremento nos dois eixos. E a construcdo do
grdfico corresponde ao aparecimento de fungoes lineares que ndo fornecem maiores

dificuldades aos estudantes.

Todavia, “basta reverter a direcdo da mudanca de registro para que esta regra
cesse de ser operacional e suficiente.” (DUVAL, 2006, p. 113). Duval discute os dados

de uma pesquisa evidenciando que a tarefa de partir do registro y=x e construir o

grafico no plano cartesiano € realizada com menos eficacidade pelos participantes.

Duval relata que

No ensino padrio, as tarefas propostas ndo sdo nunca reconhecidas,
porém simplesmente tarefas de leitura que requerem apenas o
processo de substituicdo de pontos orientados por uma compreensiao
local e ndo um processo global de interpretacdo guiado por uma
compreensdo qualitativa visual das varidveis. (DUVAL, 2006, p. 113;
tradugdo nossa)

Com o recurso tecnoldgico, conseguimos explorar e proporcionar aos estudantes
um terreno propicio ao surgimento da atividade argumentativa e, consequentemente, o
raciocinio argumentativo®® quando este depara, por exemplo, as ilustracdes da tabela
anterior. Ademais o percurso no sentido contrario, ou seja, registros 3D para os registros
2D, pode ser impulsionado por meio da exploracdo de um recurso tecnoldgico. Neste

sentido, apresentamos o seguinte esquema:

31 . . 4o s . ... .

Duval (1991) aponta e diferencia varias caracteristicas e diferencgas entre o raciocinio argumentativo e
o raciocinio dedutivo. Assumimos em nossa tese a importancia do raciocinio argumentativo, no que diz
respeito a andlise dos dados.
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TN

Ensino tradicional ;0o Mt Registros 1St

de CVV e Hatenma algébricos (2D) geoni¥cicos (ID)
computador

Ensino apoiado nos Lineua M Registros Registros

fecursos gua Malterna algébricos (2D) geométricos (JD)

computacionais >

Figura 51. Relagdes entre a natureza dos registros em lingua materna, registros algébricos (2D)

e registros graficos (3D). (elaboragdo propria)

Nas situagdes-problema que apresentaremos mais adiante, propiciamos o terreno

propicio para a atividade argumentativa que envolve o raciocinio argumentativo

que

para Duval (1991, p. 241), “apresenta argumentos que se unem no sentido de se

reforcarem mutuamente ou se oporem.”. No quadro 4, trazemos alguns exemplos de

registros € as conversoes possiveis entre registros no CVV que utilizaremos

aplicagdo da Sequéncia Fedathi.

Quadro 4: Descri¢do de conversdes no sistema de representagdo do CVV.

na

Exemplo | Registro na Registro do sistema de Registro grafico
lingua escrita cartesiano
natural
1 Se a funcdo € E(0+Ax,0+Ay)

diferencidvel | LMacan—00) H (Ax Ay)H
na origem, ’
podera ser
localmente
confundida
com um
plano.
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Se a funcdo
possui limite
na origem
entdo deverd
possui
imagem
limitada  na
origem.

ALim 00 f (6 Y) =L
=|f(xy)|<L+e

Se a funcdo

~3£(0,0)=
(0,0,0)& Graf (f(x,y))

nao estd
definida  na
origem

possuird um
buraco no
gréfico

A funcao
possui um

ponto maximo
global

A(xy, yo) € Graf (f (x,y))
’ f('x()’ y()) 2 f(x’ )7), V(X’y)

A funcdo
possui um
ponto de sela;

- A funcdo
ndo possui
nem maximo
e nem

minimo;

B*-A-C>0




A curva ¢
suave € sem
bicos,
portanto,
diferenciavel

a(t) = (x(1), y(1),0)

€

Jo'(t) = (x(1), (), 2(1)) ; 2U) #0

A funcdo ¢
ilimitada
numa
vizinhanca da
origem

|f(x,y)|>k; Vke R

A funcdo
possui seu
gréfico no
espaco

Considere o  gréfico
fungdo f(x,y)=x"y—xy’

da
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A curva ndo € | Considere () = (t,|t|) ou .

lisa ou , ,
apresenta um B)y=(".|t|-t"), em que .
bico. existe 7, onde «'(t,) =(0,0,0)

0.6

0.4

"

Optamos por ndo discutir com um maior aprofundamento a Teoria das
Representagcoes Semicticas e explorar, do ponto de vista da mediacdo requerida em
nossa metodologia de ensino, as nocdes de formagdo, tratamento e conversdo de
registros do CUV e do CVV que constituem varidveis diddticas ao longo da aplicacao.

Nossa intenc@o € destacar, aplicar e descrever, na perspectiva da mediacdo do
professor, necessdria na Sequéncia Fedathi, seu uso, a necessidade e as vantagens da
exploracdo das nocdes de formagdo, tratamento e conversdo de registros do Célculo.

Note-se que se baseando nos elementos destacados no capitulo 2, assumimos o
posicionamento epistemoldgico e filoséfico que nos permite afirmar a diversidade de
manifestagdes da intuicdo matemadtica, a funcdo da percepcdo e da visualizagcdo, assim,
na préxima secdo discutiremos e caracterizaremos as categorias de raciocinio intuitivo
que desejamos estimular de acordo com as fases da Sequéncia Fedathi.

A adog¢do destas teorias visa proporcionar uma visdo de complementarida e

sistematizagdo para as fases de ensino previstas na Sequéncia Fedathi.

3.1.2 A teoria de Efrain Fischbein

Uma intuicdo ndo € redutivel a uma percep¢ao pura. Uma intuicio é
sempre uma interpretacdo. (FISCHBEIN, TIROSH e MELAMED,
1981, p. 492; tradugdo nossa).

Fischbein (1999) aponta a dissonancia de significagdes atribuidas ao termo
‘conhecimento intuitivo’. Neste sentido, o autor desenvolve uma argumentacdo que se
referencia em elementos filoséficos e epistemoldgicos, inclusive, elementos da prépria

matemadtica. De fato, o autor declara que
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A tendéncia em tempos modernos tem sido de ‘purificar’ nossa
objetividade da subjetividade, interpretacdes diretas e crengas cedem
de acordo com ‘objetivo’ e dados rigorosamente obtidos. Isto permite
uma crescente contradicdo entre o que parece ser 6bvio e o que
obtemos como resultado de wum rigor analitico de dados
cientificamente obtidos. (FISCHBEIN, 1999, p. 12; tradu¢o nossa).

O problema do emprego de cogni¢des intuitivas pode ser observado nas Ciéncias
de um modo geral. De fato, “o cientista necessita de intuicdo em suas tentativas de
descoberta de novas estratégias, novas teorias e modelos experimentais.” (FISCHBEIN,
1999, p. 13). Entretanto, necessita de uma vigilancia constante no sentido de discernir as
informagdes que podem ser testada e comprovadas de outras informagdes simplesmente
impostas subjetivamente e que ndo suportam a uma andlise mais aprofundada.

Fischbein destaca as dificuldades em percebermos e fazermos tais distin¢des,

uma vez que

Fatos objetivos e interpretagdes intuitivas ndo sdo absolutamente
distinguiveis. N6s estamos testemunhando um provavel processo
infinito desta tendéncia em direcdo ao absoluto rigor e consisténcia.
Isto é, em nossa opinido, um processo fortemente enfatizado pela
comunidade cientifica. (FISCHBEIN, 1999, p. 14; traducdo nossa).

Mais adiante, o autor destaca o dilema da importincia e a relevancia cientifica
do problema das cognicdes em oposicdo a interagdo loégica e objetiva de um
conhecimento justificado. Conclui que infelizmente a psicologia cognitiva permanece
quase impermedvel a tais fascinantes desafios.

Em outra parte de seu artigo, Fischbein explica que outra fonte de renovado
interesse pelo conhecimento intuitivo surge a partir de pesquisas (BROUSSEAU, 1996,
2002; DUPIN e JOSHUA, 1989) das didaticas do ensino de ciéncias e matematicas.
Neste sentido, explica que

Quando temos que ensinar um capitulo de Fisica ou Matemdtica,
descobrimos usualmente o que de fato se tornou claro — apés longos
anos de estudos universitidrios — que ainda encontramos obstdculos
basicos cognitivos na compreensdo dos estudantes. Voc€, como
professor, sente que o estudante — geralmente se prepara para
memorizar o que foi ensinado — mas ndo, de fato, compreende e
memoriza genuinamente o respectivo conhecimento. Seu alcance

intuitivo de um fendmeno ¢ muito frequentemente, diferente de uma
interpretagdo cientifica. (1999, p. 14; tradug@o nossa).

Além de mencionar uma situagdo recorrente que caracteriza a agcdo do estudante,
Fischbein discute alguns exemplos no campo Fisica e da Matemdtica. Nesta dltima 4rea

do saber destaca que
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A ideia de que um quadrado é um paralelogramo € intuitivamente nao
menos estranho para muitas criangas. A ideia de que pela
multiplicacdo de dois nimeros, podemos obter um resultado que €
menor do que um ou ambos os nimeros multiplicados, é também
dificil de aceitar. A nogdo de que um conjunto vazio parece
completamente sem sentido. A afirmacdo de que um conjunto de
pontos de um quadrado ou num cubo é o mesmo, pertence a0 mesmo
conjunto de nocdes contra-intuitivas. (FISCHBEIN, 1999, p. 14;
tradugdo nossa).

Deste modo, no ensino ordindrio, tanto em nivel escolar como académico,
percebemos que o conhecimento que os alunos manifestam como conseqiiéncia de uma
transmissdo, por vezes apresenta contradicdes, uma vez que as crengas e concepgdes dos
estudantes podem ser resistentes e conflitantes com as nogdes cientificas. Por outro
lado, “quando comparamos o papel do desenvolvimento intuitivo das crencas na histéria
das ciéncias e na mente do aprendiz, descobrimos profundas analogias” (FISCHBEIN,
1999, p. 15), as quais podem ser amplamente explicativas para fatos especificos no

contexto do ensino/aprendizagem.

O pesquisador israelense extrai proficuas implicacdes para o processo didético
de transmissio do conhecimento matemdtico. Neste sentido, ele destaca que
“decodificar os mecanismos implicitos das intuicdes € uma tarefa dificil. A introspeccdo

pode ser proveitosa, porém ndo é sempre confidvel.” (FISCHBEIN, 1999, p. 15).

Mais adiante ressalva que existe em Matemdtica (e nas ciéncias em geral),
“afirmacdes que parecem diretamente aceitdveis, como auto-evidentes, enquanto outras
afirmacdes necessitam de uma prova necessaria em ordem de ser aceita como verdade.”
(Idem, 1999, p. 16). A partir destas consideracdes Fischbein generaliza e formula duas

formas de cogni¢des intelectuais:

a) Uma categoria de cognicoes que parecem diretamente aceitdveis como auto-

evidentes. Estas sdo cognicdes intuitivas.

b) Uma categoria de cognigbes que sdo aceitaveis indiretamente por meio de

uma prova explicita e 16gica. Estas sdo cogni¢des 1dgicas.
Na sequéncia destacamos a seguinte adverténcia fornecida pelo mestre

Nem toda cogni¢do é uma intuicdo. Percep¢des sdo diretamente
alcangadas pelos sentidos, porém elas ndo sdo intuigdes. Intui¢ées sdao
cognigdes intelectivas — expressam uma concep¢ao geral (uma nocao,
um principio, uma interpretacdo, uma predi¢do, uma solucgfo)
enquanto que percepgdes sdo cognicdes sensoriais. (FISHCBEIN,
1999, p. 18; traducdo nossa).
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Para concluir esta secfo, aproveitamos a declaracdo de Fischbein para explicitar
alguns questionamentos. O primeiro diz respeito que assumimos a ocorréncia de
intui¢des a partir de cogni¢des fundadas em principios particulares, e ndo apenas gerais,

como ele menciona.

Por outro lado, desde que nos atemos ao primeiro contato com os estudantes
com o CVV e, consequentemente, a primeira interacdo visual que pode ser
proporcionada pelo computador com os objetos conceituais principais do Calculo, como
se relacionam e em que ordem dispomos as percepgdes ou cognigdes sensoriais € as

cognicdes intuitivas ou intui¢des?

Extraimos algumas conclusdes interessantes a partir do estudo de Fischbein e
alguns dos seus colaboradores. De fato, Fischbein, Tirosh e Melamed (1981, p. 492)
fornecem os seguintes exemplos que ilustramos abaixo. Na figura 52-1, por meio de um
conhecimento imediato, expresso pela obviedade, BC é mais longo do que AC.

Argumentam ainda que

Sabemos por outro lado que isto ndo pode ocorrer, porque, tomamos
cuidado em desenhar as linhas do segmento igualmente compridas.
Podemos ter alguma didvida acerca da corretude do nosso desenho,
entretanto, ndo ficamos completamente convencidos de que BC ¢é
realmente maior do que AC. Estamos diante de uma situacdo da qual o
que parece perceptivelmente 6bvio, contradiz o que podemos aceitar
realmente como verdade. Em relacd@o a natureza do fato, (aparéncia) a
obviedade € contradita aqui pela conviccdo oposta. (FISCHBEIN;
TIRISH e MULAMED, 1981, p. 492; traducdo nossa).

(1)

7 S
A b 2\/b? ~dao
X1,z = r

()

=T

[=a

{)

Figura 52: Exemplos discutidos por Fischbein, Tirosh e Melamed (1981, p. 492).

Por outro lado, na figura 52-II, percebemos a férmula que produz as raizes de
uma equacgdo polinomial de grau dois. Fischbein, Tirosh e Melamed (1981, p. 492)
explicam que “aqueles que usaram calculos algébricos nao possuem dividas quanto a

validade da férmula.”.

Além disso, “eles ficam completamente convencidos de que a férmula estd
correta.”. Todavia, ndo temos de imediato o feeling de que a férmula € intuitivamente

evidente. Eles concluem que “podemos permanecer altamente convencidos da validade
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de uma afirmacgfo sem estar intuitivamente satisfeitos com ela.” (FISCHBEIN, TIROSH

e MELAMED, 1981, p. 493)
Por fim, na figura 52-1II, temos duas retas [, e [, que se intersectam no ponto M.

o fato de que os angulos opostos d, e d, sdo iguais, parecem para nds, geralmente,

auto-evidente. Por outro lado, ndo temos didvida de que os angulos s@o iguais. Como
assunto para o fato de que “a igualdade dos angulos parecem intuitivamente aceitaveis.
Nenhuma prova ulterior é necessaria, nenhuma evidencia perceptiva € requisitada em
ordem de tornar verdade de que os angulos devem ser os mesmos.” (FISCHBEIN,

TIROSH e MELAMED, 1981, p. 493)

Deste modo, notamos a distin¢do ressaltada por Fischbein entre o momento de
manifestacdo de uma percepcdo e o uso de uma intuicdo. Esta dltima, o mesmo a
descreve que sempre envolve algum processo de interpretacdo. Desde que em nossa
investigacdo buscamos desenvolver uma mediacio dos contetidos do CVV por meio de
uma abordagem intuitiva, tornar-se essencial, assim como notamos nos trabalhos de
Efraim Fischbein, distinguir e caracterizar os estadios mentais peculiares da percepgdo e

da intuicdo.

Uma vez caracterizados os tipos € os aspectos mais proeminentes em situacoes-
problema que apresentam o potencial de provocar desequilibrios, nos resta caracterizar
as formas de manifestacdo do raciocinio intuitivo e as respectivas fases ou momento de
ocasido da aplicacdo da Sequéncia Fedathi. Para tanto, recorremos mais uma vez a
Fischbein (1987).

E de acordo com sua classificacdo (FISCHBEIN, 1987), podemos ter: intuicdes
afirmativas, intuicdes conjecturais, intuicdes antecipatorias. As primeiras nomeadas
por intuicdes afirmativas sao “representacdes ou interpretacdes de vdrios fatos aceitos
como corretos, auto-evidentes e auto-consistentes” (FISCHBEIN, 1987, p. 58). Por
exemplo, quando dizemos que “dois pontos determinam um linha reta” ou que “o todo é
maior do que as suas partes constituintes”, manifestamos um conhecimento baseado em
intuigcbes afirmativas.

Reparamos que na primeira sentenca declaramos algo a respeito de um objeto
que possui um significado e uma defini¢do formal dentro de uma teoria axiomaética que

conhecemos com Geometria Plana. Por outro lado, na segunda sentenca, apesar de
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descrever, conforme Fischbein, uma intuicdo afirmativa, empregamo-la num contexto
ndo determinado e/ou preciso.

Outro exemplo pode ser mencionado quando afirmamos que o “objeto mais
pesado deverd tocar o chdo, em queda livre, mais rdpido do que outro objeto mais leve”.
Para formular tal afirmacio ndo necessitamos precisamos ir a escola, € muito menos
estudar formalmente nenhum conceito de Fisica Classica, entretanto, quando Fischbein
descreve as categorias intuitivas, delimita algumas delas em determinados campos do
conhecimento.

De fato, quando afirmamos que “por um ponto fora de uma reta podemos tracar
uma reta paralela a primeira”, tal declaragéo, historicamente, é conhecida como um dos
postulados euclidianos. Fischbein declara que a compreensdo desta propriedade
axiomatica envolve algum tipo de intuicdo afirmativa, todavia, para um sujeito
compreendé-la, necessita divisar alguns dos condicionantes intrinsecos da Geometria
Plana.

Explica ainda que uma intuicao do tipo afirmativa pode ser descrita, para efeito
de distingdo, por meio de um modelo inferencial. Por exemplo, a partir de
A=BeB=C concluimos que A=C.Um exemplo deste tipo de intuicdo inferencial é
fornecido por Poincaré (1952, p. 19) quando diz que “se numa reta o ponto C reside
entre os pontos A e B, e o ponto D se encontra entre A e C, consequentemente, 0 ponto

D estard também entre A e B”. Vemos a descri¢do da situacdo na figura 53.

D
A

Figura 53. Situagdo discutida por Poincaré.

Note-se que no caso de intuicdo afirmativas, o sujeito afirma/declara algo a
respeito de um fato aceito como evidente. Por outro lado, “intuicées conjecturais
expressam uma presungdo sobre eventos futuros, a respeito do curso de certo
fendmeno.” (FISCHBEIN, 1987, p. 60). Este tipo de intuicdo desempenha uma
importancia fundamental em todo tipo de atividade profissional.

Uma classe de intui¢do que assume um significado importante em nossa discussao
€ nomeada por ele de intuicées conjecturais. Esta categoria representa “uma visdo

preliminar, global que antecede uma solucdo analitica e completamente desenvolvida de
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um problema.” (Idem, 1987, p. 61).

Sua importancia didatica reside no pressuposto de que iniciamos uma boa aula de
matemdtica pior meio da colocacdo de um bom problema. As barreiras nem sempre
explicitas aqui se manifestam quando sentimos a dificuldade em conhecer e diferenciar

um bom problema de outro menos interessante.

Fischbein (1987, p. 61) distingue uma intuicdo afirmativa de uma intuicdo

antecipatoria quando declara que

Por meio de uma intuicdo afirmativa aceitamos a auto-evidéncia de
determinada nocdo [...] Uma intuicdo antecipatdria ndo estabelece
simplesmente um determinado fato. Esta aparece como uma
descoberta, como uma solu¢do de um problema e subitamente como
resultado de um esfor¢o da busca pela solucdo. (traducio nossa).

O autor sublinha ainda que quando falamos de uma “intuicdo antecipatoria’,
nos referimos a uma fase no processo sistemético de resolucdo de problemas. Enquanto
que a intui¢do conjectural se relaciona a um momento nio necessariamente relacionado
a atividade de busca para a solugdo intrinseca de um problema. Note-se que, tendo em
vista que falamos sobre processos cognitivos mentais, as trés formas de intui¢do descrita

h4 pouco nio ocorrem de modo isolado.

Na figura 54 identificamos o percurso de uma intuicdo afirmativa que, devido ao
sentimento de evidéncia experimentado por um solucionador de problemas, ndo entende
que determinada propriedade necessite de uma demonstragdo ou verificagdo légico

formal. Na figura 54, notamos a direcdo em que ela se manifesta.

Ja no caso da intuicdo conjectural, uma vez manifesta, o solucionador identifica
uma situacdo que envolve um problema e exige uma argumentacdo mais detalhada,
apesar de que, o solucionador ndo necessariamente se encontra mergulhado num esforco

para a sua resolugdo de fato.

Mas no caso da intuicdo antecipatdria, o solucionador se encontra na fase de
aplicacdo concreta de estratégias, emprego de férmulas, elaboracdo de desenhos que

auxiliam de modo efetivo a identificacdo de uma solucao.
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Figura 54. Formas de manifestacdo do raciocinio intuitivo ante a resolucdo de situacdes
problema que encerram o potencial de gerar conflitos cognitivos (elaborag¢do prépria).

A intuicdo conjectural ¢ marcante na figura do professor, uma vez que, 0 mesmo
deve ter a capacidade de prever e antecipar as possibilidades de éxito ou fracasso de
qualquer argumentacgdo apresentada pelos estudantes. Por outro lado, no que diz respeito
ao estudante, ndao € muito imediato a identificacdo tdcita de uma manifestacdo intuitiva,
pois elas ndo ocorrem de modo isolado, uma vez que estamos falando sobre processos
mentais.

Em todo caso, a partir das argumentacdes de Fischbein (1987), podemos
descrever a possibilidade de manifestacio de uma intuicdo conjectural numa fase
eminentemente anterior a resolucdo do problema e, em outra fase, destacadamente num
momento a posteriori (figura 54). Note-se, porém, que a infuicdo conjectural numa fase
apds a resolucdo efetiva do problema proporciona ao estudante a identificacdo de
conseqiiéncias futuras daquele resultado particular obtido.

Em nosso estudo, por intermédio do emprego da nog¢do de CTC, podemos evitar
a evolugdo de uma intuicdo afirmativa ou transforma-la numa intuicdo conjectural ou
numa intuicdo antecipatéria. De fato, quando apresentamos ao estudante a seguinte

xy(x* = y*)
fungdo f(x,y)={ x*+y’
0 para (x,y)=(0,0)

para (x,y) # (0,0) " .
, ha ocasido em que ji conheca as

condicdes de continuidade, o mesmo pode afirmar baseado no tratamento analitico,
simplesmente que a funcio é continua.

Por outro lado, se requisitarmos para que o sujeito analise o comportamento do
grafico nas vizinhangas de ponto (0,0,0), podera ficar confuso, diante do CTC
provocado pelo programa que nio exibe grafico algum na origem, dando a entender que

14 a mesma ndo estd definida, e assim, ndo poderia ser continua.
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Figura 55. CTC sobre continuidade de fun¢des (elaboragdo prépria).

Assim, experimentalmente poderemos provocar o seguinte percurso.

CTC

/\ infuigio conjectural
on

e AP intuigio antecipaloria

QE

Figura 56. Transformag@o de uma intuicdo afirmativa em uma intuicdo conjectural ou
antecipatoria (elaboracdo prépria).

Note-se que a linha divisdria entre estas categorias intuitivas € bastante t€nue e
um professor “expert” tem maiores chances de realizar as identificacdes necessarias. Em
relacdo a tal fato, Fischbein esclarece que “devemos considerar um continuum a partir
de uma intui¢do afirmativa para uma intuicdo antecipatéria que passa através de uma
intui¢do conjectural.” (1987, p. 61). Em todos os casos em que registramos a ocorréncia
de alguma delas, a situacdo contextual é decisiva no sentido de condicionar/determinar a
preponderdncia de uma em relacdo a outra.

Além disso, quando o estudante vivencia as possibilidades de situacdes
conflituosas descritas anteriormente, tencionamos gerar um terreno fértil na producao de
raciocinios argumentativos envolvendo propriedades formais do CVV e ndo, de modo
precipitado, raciocinios demonstrativos. Duval (1991, p. 235) diferencia-os do seguinte

modo
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Quando se faz uma passagem deste tipo em funcdo de uma regra
explicita de uma teoria local, o passo do raciocinio possui uma
organizacdo terndria. Um passo de deducdo € deste tipo. Isto introduz
uma primeira diferenca entre raciocinio dedutivo e raciocinio
argumentativo. Este tltimo recorre a regras implicitas que revelam em
parte a estrutura da lingua, e em parte das representacdes dos
interlocutores: o contetido semantico das proposi¢des € primordial. Do
contrdrio, no raciocinio dedutivo, as proposi¢cdes ndo intervém
diretamente em fungdo do seu conteido, mas sim em funcdo do seu
estatuto operatorio, isto €, o lugar que é assegurado no funcionamento
do passo. (traducdo nossa).

O trecho destacado acima requer alguns comentarios. Notamos que Duval busca
. . . . I . o
caracterizar e diferenciar um ‘passo de raciocinio’ e a ‘transicdo’ de um passo de
raciocinio para o passo seguinte. No primeiro caso temos a ocorréncia necessiria de
uma ‘inferéncia’, enquanto que no segundo caso temos um ‘encadeamento’.
Observamos que Duval faz referéncia a uma ‘estrutura terndria’. Uma estrutura
deste tipo € observada quando desenvolvemos um passo dedutivo e executamos uma
inferéncia, de uma premissa em direcio a uma proposicdo ou tese, por meio da

aplicacdo de uma ‘regra’, e tal regra € referendada numa teoria formal local ou mesmo

regra

num teorema particular do tipo p —

propriedade

No ‘passo dedutivo’, o cardter operatorio de uma proposi¢ao, em detrimento
do seu conteiido é essencial. Esta é uma das razdes que provocam o desconcerto dos
estudantes que, mais frequentemente, “identificam nas proposi¢des o seu contetido.”
(DUVAL, 1991, p. 236).

Por outro lado, no raciocinio argumentativo, que em nossa tese assume uma
funcdo de destaque, as proposi¢des nido possuem um estatuto operatério. A inferéncia
repousa sobre o contetido das proposi¢des. Mais adiante, Duval (1991, p. 239) apresenta

um interessante esclarecimento

Na maioria das vezes, o raciocinio ndo se limita a um passo de uma
Unica inferéncia ou um tnico argumento, mas deve articular varios. O
encadeamento € a passagem que estabelece a ligacdo entre dois passos
de raciocinio. E esta ligagdo ndo possui a mesma natureza segundo
que se trate do raciocinio dedutivo ou raciocinio argumentativo.
(tradugdo nossa).

2 Duval (1991, p- 236) recorda que as expressdoes chamadas de atitudes proposicionais podem
igualmente preencher este papel: “sabemos que” (proposi¢do de entrada), estou certo que... (conclusio),
gracas ao teorema”. Estas expressdes sdo empregadas pelos alunos quando compreendem o raciocinio
dedutivo.
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Desde que nossa discussdo se relaciona de modo direto com a intui¢do, podemos
questionar como se diferencia seu papel, no que diz respeito ao raciocinio
argumentativo e raciocinio dedutivo?

Note-se que no primeiro identificamos com mais facilidade o papel assumido
pela intuicdo, uma vez que, “no raciocinio proprio da argumentacio, 0s argumentos se
agrupam uns aos outros, sejam para reforcarem-se mutuamente, seja para se oporem.”
(DUVAL, 1991, p. 241). Deste modo, quando estimulamos uma atividade
argumentativa, por conseqiiéncia, criamos um terreno fértil para o surgimento das
intui¢des do estudante.

Entretanto, num passo de raciocinio dedutivo, apesar de ndo termos a intengéo
de explorar a compreensdo, por parte do estudante, das demonstracdes do CVV,
permite, no caso dos mais habilidosos, a explorag¢do do raciocinio intuitivo.

Com efeito, a expressdo cunhada por Souriau (1881), chamada de “pensar de
lado” ou “pensamento lateral”, ocorre quando, ao decorrer de uma dedugdo, tendo em
vista a maior importancia do cardter operatorio e nao do contetido, o estudante
desenvolve tais passos, e concomitantemente pode antever um possivel erro ou
resultado indesejado rumo a tese. Pode ainda antever uma solucdo diferenciada,
manifestar um insight sobre o resultado.

Por fim, encerramos esta secdo destacando a importancia das caracteristicas
necessdrias de cada situacdo-problema envolvendo incerteza (ZASLAVSKY, 2005) e
os aspectos marcantes de manifestacdo do raciocinio intuitivo na medida em que
buscamos a promog¢do de um ensino baseado na crenga, e ndo apenas na certeza, o que
torna imprescindivel a atividade argumentativa (DUVAL, 1991) do estudante.

Na proxima sec@o discutiremos outras dimensdes do raciocinio intuitivo no
ambito da mobilizacdo de representacdes, simbologias e notacdes matemadticas. As
situacdes que devem ser trabalhadas com os estudantes procuram explorar sua
argumentacdo antes, durante e depois da apresentacdo das estratégias que os mesmos
acharem convenientes. Isto proporciona o surgimento das intuicdes conjecturais e
intui¢oes antecipatorias (FISCHBEIN,1987).

Por outro lado, no ensino tradicional, com a exploragdo apenas do quadro
branco, a conversdo de registros do CVV permanece seriamente comprometida, assim,
observamos a prevaléncia do tratamento dos registros algébricos, o que reforca a

producio de intuicoes afirmativas (FISCHBEIN,1987).
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Este quadro que descrevemos caracteriza um ensino baseado na certeza dos
conhecimentos matematicos do CVV, com &nfase apenas no valor ldgico e
enfraquecimento do valor epistémico das proposi¢des produzidas pelo professor e
admitidas, sem muita resisténcia por parte dos aprendizes. A mesma resulta de uma
visdo de complementaridade entre a Sequéncia Fedathi e a Teoria das Representacdes

Semidticas e a teorizacdo de Fischbein (1987).

Baseado em toda a teoria discutida nos capitulos anteriores, formulamos a tabela

5. Destacamos que com arrimo na Sequéncia Fedathi e a exploracdo adequada das

teorias

apontadas,

tencionamos

caracterizar/diferenciar as

adequadas ausentes na linha 3, da tabela 5.

categorias

Tabela 5: Descricdo das categorias de Duval (1995) e Fischbein (1987) nas fases da SF.

Sequéncia Fase 1 - Fase 2 - Fase 3 - Fase 4 - prova
Fedathi tomada de maturagdo solucdo
posicdo
Categorias de Formacio e Coordenacao e Tratamento no Tratamento e
Duval (1995) coordenacao no Tratamento do CvVv Coordenacao no
CUYV e/ou CVV | CUYV, tratamento CvVyv
do CVV
Tipo de intuicdo 9 9 9 9

do professor

crenca — valor
epistémico das

crenca— valor
epistémico das

crenca— valor
epistémico das

Manifestacao Menos provavel Mais provavel Mais provavel Menos provavel
do insight
Argumentacio Baseada na Baseada na Baseada na Baseada na

certeza— valor
epistémico das

proposicoes proposicoes proposicoes proposicoes e
16gico
Tipo de Argumentacio Argumentacio Argumentacio Argumentacio e
discurso Duval deducio
(1991)
Comentarios Acao de Aplicacio de Adocao do Estabelecimento
promover a representacoes sistema proprio de formas mais
transicdo das do CUV na doCVVparaa eficazes e
representacoes resolucao de resolucio de adequadas de
semioéticas do atividades do problemas representacoes
CUYV para o Cvv para a atividade
CvV formal

Fonte: Elaboragéo prépria.

intuitivas

Discutimos nas secdes anteriores a caracterizacdo da Sequencia Fedathi, em
seguida abordamos e aplicamos alguns elementos da Teoria das Representagcoes
Semidticas no contexto do CVV e, por fim, damos énfase nas categorias do raciocinio
intuitivo descritas por Fischbein (1987).

Enfatizamos mais uma vez o cardter de complementaridade que tencionamos

assumir, daqui em diante, com respeito ao uso destas teorias. Assim, nos amparamos

180



nestas duas perspectivas com relacdo as escolhas diddticas, que envolvem uma
mediagdo e um posicionamento particular nas fases de ensino da Sequéncia Fedathi e,
consequentemente, a andlise das conseqiiéncias desta mediacdo que esperamos observar
a partir dos dados empiricos produzidos pelos dos estudantes.

No capitulo seguinte, detalharemos o desenvolvimento e estruturacio da

pesquisa.

Capitulo 4 A PESQUISA

Neste capitulo descrevemos o modus organizacional e estruturante da pesquisa.
Assim, concluiremos que, tanto as etapas descritas nos capitulos passados como os
subseqiientes se enquadram em algumas etapas previstas na Engenharia Diddtica. E
acrescentamos e detalhamos as informagdes pertinentes as etapas de deverdo ser objeto

de andlise nos capitulos subseqiientes.
4.1 Desenvolvimento e organizaciao

Para discutir a primeira teoria mencionada hd pouco, lembramos que Artigue

(1996, p. 243) relata que

A noc¢do de Engenharia Didatica emergiu em Didatica da Matematica
no inicio dos anos 1980. E trata-se de classificar por este termo uma
forma de trabalho didatico; compardvel ao do engenheiro que, para
realizar um projeto preciso, se apdia sobre um conjunto de
conhecimentos cientificos do seu dominio, aceita se submeter a um
controle do tipo cientifico, mas, a0 mesmo tempo, se encontra
obrigado a trabalhar sobre objetos mais complexos do que os objetos
depurados pela ciéncia e, assim se debruga praticamente, com todos os
meios pelos quais ele dispde mesmo os problemas ainda ndo
considerados pela ciéncia. (tradugdo nossa).

Nosso estudo se caracteriza por um esquema experimental baseado em
realizacoes diddticas em classe, e apresenta algumas etapas que se assemelham a
estruturacdo da Engenharia Diddtica, semelhante ao descrito por Artigue (1996, p.
247), como um esquema ‘“baseado em concepgao, realizacdo, observacdo e andlises de
sequencias de ensino.”. De modo semelhante, nos apoiaremos nos pressupostos da
Sequéncia Fedathi e nas perspectivas teéricas de Raymond Duval e Efrain Fishcbein.

Os elementos apontados podem ser considerados numa perspectiva local, mas
também numa perspectiva globalizante no sistema de ensino. Neste sentido, Artigue
distingue as vardveis relacionadas a micro-engenharia e as varidveis relacionadas a

macro-engenharia.
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As pesquisas (CARNEIRO, 2005) baseadas em micro-engenharia permitem de
levar em consideracdo, de modo local, as complexidades dos fendmenos em classe. Ja
as pesquisas baseadas na macro-engenharia levam em consideracdo todas as
dificuldades metodoldgicas e institucionais que se apresentam com entraves.

Nosso estudo apresenta aspectos predominantes de uma micro-engenharia, deste
modo, nosso interesse se direciona particularmente as experimentagdes e sequéncias de
ensino em sala de aula, relacionadas com os objetos do CVV.

Além disso, de modo semelhante ao que comenta Martins (2010, p. 92),
tencionamos promover uma aprendizagem baseada em processos de adaptacdo que
dependem das situacdes vivenciadas pelos sujeitos participantes. Sem deixar de levar
em consideracdo que “a aprendizagem deve evoluir pela vivéncia da prdpria situagédo e
ndo pela condugdo do professor.” (MARTINS, 2010, p. 92)

De modo resumido, Engenharia Diddtica se divide em quatro fases distintas que

detalhamos a seguir.
Fase 1 — Anélises preliminares.

Artigue (1996, p. 249) explica que “em uma pesquisa de Engenharia Didética a
fase de concepg¢ao se efetua ao se apoiar sobre um quadro tedrico didético geral e sobre
os conhecimentos diddticos adquiridos em certo dominio de estudo.”. Contudo,
acrescentamos a necessidade de se apoiar também sobre:
> Uma andlise epistemoldgica dos conteidos (Célculo a Vdrias Variaveis- CVV)
visados ao ensino (epistemologia do saber em foco) desenvolvida no Capitulo 1;
> Andlise do ensino usual do CUV e do CVV e dos seus efeitos (estado das
prdticas e realizagoes diddticas no ensino) desenvolvida no Capitulo 1;
> A andlise das concep¢des dos alunos, das dificuldades e obsticulos
epistemoldgicos, didaticos, cognitivos que marcam sua evolugdo do CUV para o CVV
(tracos cognitivos dos sujeitos) que desenvolveremos no préximo capitulo;
> Andlise do conjunto de entraves aonde vai se efetivar a realizacdo didatica
(analise institucional) desenvolvida no Capitulo 3;

> E a consideracdo dos objetivos da pesquisa (ver pagina 147).
Fase 2 — Concepg¢do e Andlise a priori.

Nesta segunda fase, Artigue (1996, p. 255) orienta que “o pesquisador toma a
decisdo de agir sobre um certo nimero de variaveis do sistema ou varidveis de

comando”. As varidveis de comando sao as pertinentes ao problema objetivado. Com
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uma preocupagdo operacional, ela distingue: varidveis micro-diddticas e varidveis
macro-diddticas.

As primeiras concernem a organizacdo global da engenharia, enquanto que as
varidveis micro-diddticas ou locais concernem a organizacdo local da engenharia, isto &,
a organizacdo de uma sequéncia diddtica (séance) ou de uma fase.

Artigue (1996, p. 258) explica que

O objetivo da anélise a priori é de determinar de que modo as escolhas
efetuadas permitem controlar os comportamentos dos estudantes e seu
sentido. Para tanto, ela se fundamentard sobre as hipéteses e sdo as
hipéteses em relacdo as quais a validagdo, serd em principio,
confrontard entre a andlise a priori e a posteriori. (tradugdo nossa).

Esta etapa pode ser desenvolvida independentemente da situacdo didatica que
deverd ser efetivamente desenvolvida. Na etapa de andlise a priori nos apoiamos sobre
alguns elementos divisados e destacados na etapa de andlise preliminar (Capitulo 1) e
no Capitulo 2 e nos dados indicados na préxima se¢do deste capitulo, a partir da andlise

de livros didéticos de CVV.
Fase 3 — Experimentagdo.

Nesta fase realizaremos a observacdo dos alunos ao longo das sequéncias de
ensino estruturadas ao longo das fases de ensino da Sequéncia Fedathi, ancoradas em
uma perspectiva de complementaridade dos pressupostos da Teoria das Representacoes
Semidticas e da teoria de Fishbein (1987). Deste modo, para a realizacio sistematica da
observacdo, utilizamos trés momentos distintos de uso das entrevistas semi-
estruturadas: ao decorrer das sessdes de ensino dos conteidos pela mediacdo da SF, ao
decorrer das “aulas de duvidas” e ao longo da aplicagdo das avaliagdes.

Cada sequéncia de ensino (aplicada & SF) se relacionou com os seguintes
contetddos: curvas parametrizadas, continuidade, derivacdo, extremos de funcdo e
integrais multiplas. Cada conceito foi apresentado observando-se as seguintes fases
(seance): (i) introducdo do conceito com a exploracdo de registros em 2D e 3D; (ii)
formulagdo da construcdo da definicdo do conceito e da interpretacio de suas
propriedades; (iii) formalizacdo das propriedades dos conceitos; (iv) discussdo dos

limites de validade dos teoremas relacionados com cada conceito.
Fase 4 — Anélise a posteriori e validagdo.

Esta fase se fundamentard sobre o conjunto de dados (producdo escrita, registro

de imagens, verbalizagcdo dos sujeitos) produzidos pelos alunos, recolhidos ao decorrer
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da experimentacdo. Os dados foram obtidos a partir da aplicacdo das tarefas
estruturadas na perspectiva das fundamentagGes tedricas apresentadas no capitulo
anterior, em entrevistas semi-estruturadas, aplicadas de modo individual no momento
de trés instrumentos avaliativos e nas aulas de “tira ddvidas”.

No que segue apresentamos as andlises dos livros do CVV que constituem dados

da andlise preliminar.
4.2 Analise dos livros didaticos

Nesta etapa apresentamos a andlise de livros didaticos do CVV. Destacamos
que, para compor os dados principais de nossa andlise foram constituidos a partir dos
seguintes livros: Guidorizzi (2010), Leithold (1999) e Stewart (2004). Por outro lado,
destacamos ainda, em uma perpectiva complementar de investigacao, alguns elementos
importantes presentes no livio de Buck (1965), na perspectiva de uma andlise
comparativa de um dos conteddos que serd objeto de estudo em um dos tépicos
especificos do CVV. Esta etapa de andlise apresenta caracteristicas semelhantes ao
estudo desenvolvido por Karrer (2006). Acentuamos que em virtude da constituicdo das
teorias adotadas e discutidas nas se¢des passadas, as categorias de andlise foram:

@ Nog¢des de formacdo, conversdo e tratamento de registros de representacdo
semiotica;
1D Os elementos constituintes da transicdo interna do CUV para o CVV (ver p. 61).

Para efeito de nossas andlises, indicamos os seguintes elementos pertencentes
transicdo interna do CUV para o CVV:

(a) Livros que exploram situagdes-problema do CVV com o uso e a significagdo
dos registros de representacdo do CUV;

(b) Livros que exploram conceitos do CUV no espaco R*, o que proporcionam a
evolucgdo das habilidades de percepcdo e a visualizagdo;

(c) Livros de CVV que abordam demonstracoes formais com o uso de
argumentacdes peculiares ao CUV;

(d) Livros que relacionam os registros algébricos do CUV com o CVV;

(e) Livros que nao realizam a compressao ou simplificacdo de notacdes formais dos
objetos do CVV;

(f) Livros que permitem a readaptacdo das estratégias apreendidas no CUV no

contexto do CVV;
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(g) Desconsideramos os autores (AYRES e MENDELSON, 1990; ENGEL, 1997;
GRATTAN, 1970; MATTUCK, 1990; TAYLOR e MANN, 1983; WADE,
2004; WIDER, 1947; WREDE e SPIEGEL, 2010) em que constatamos uma

abordagem tipica do bacharelado em Matematica.

4.2.1 O livro de Stewart (2004)

O livro de Stewart (2004) pode ser encontrado na biblioteca do IFCE e foi
indicado como referéncia para o estudo na disciplina de Calculo III. No caso de Stewart
(2004, p. 838) identificamos exemplos interessantes ao explicar que o conjunto C de
todos os pontos (x, y,z) no espaco para os quais x= f(¢), y=g() e z=h(t) (*), onde
t varia em I, é chamada curva especial. As equacdes (*) sdo chamadas equacdes
paramétricas de C e t € o pardmetro.

Stewart (2004, p. 840) lembra que “as curvas espaciais sdo mais dificeis de
desenhar do que as curvas planas. Para uma representacio mais acurada precisamos
utilizar a tecnologia.”. 0] autor destaca a seguinte curva
a(t) = (4+sen(201)-cos(t) , (4+sen(20t)-sen(t) , cos(20t)), chamada de toroide
espiral e 0 no do trevo, descrito parametricamente por
B(t) = (2+cos(1,5t)cos(t) , 2+ cos(l,5¢t)sen(t) , sen(l,5¢)) a qual apresentamos abaixo.

FZ2 Maple 10 - [Untitled (1) - [Server 1]] EIEIX

& File Edit View Format Style Color  Axes  Projection Export  window

Help - 8 %

[O]=[®B[R[S] [%[F=[@] [>] ] [Z]T[-] [SFE] [=1=] [©] B

o e = [ = 2 ) = e = e = M T I |

> spacecurve([{(2+cos(3/2*t) ) *cos(t) , (2Z+cos(3/ =~
2%xt) ) *sin(t) ,sin(3/2*t)],t—7T. .7 ,color—red,
grid=[235,235,2351)

i K 3
Time: 0.1z Butes: 320K | Available: 2.38G

Figura 57. Descri¢ao do gréfico da curva né do trevo no espago.

Stewart (2004, p. 840) destaca que ‘“seria muito dificil tracar qualquer dessas
curvas a mao. Acrescenta que mesmo com o auxilio de computador no desenho de

curvas espaciais, a ilusdo otica torna dificil entender a forma real da curva.”. O autor
apresenta entio o seguinte exemplo a(t)=(t,t*.t’) chamada de ciibica retorcida.

Comenta que quando plotamos tal curva no computador, existem alguns modos

distintos de enxergd-la. Lembra ainda que:
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A maioria dos programas possibilita algumas formas de visualizacdo e
afirma que quando visualizamos na mesma curva na caixa,
conseguimos uma melhor visualizagdo. Podemos ver que a curva se
eleva do canto inferior da caixa para o canto superior mais préximo de
nos, torcendo-se 4 medida que sobe. (STEWART, 2004, p. 841)

Ftapa 10 - [Lintilad (1) - [Servar 1]] [C1(R]B¢ | E maple 10, - [Untitled (1) - [Server 1]] (1=
%}F‘E Bl Wi Fumol Skl Cule Axss Frojelio Exaurl Widuwe %FI\E Edit  Yew Format Stye Color Axes Proiection Export  windoss
Hlp -8 X Hep — A x
CEsEE FEE 310 510 FE = [ f|CEREE] FEE 50 ErE F5 EE ©]
Elslole] [Ele

o3 eE_3[elclsle s[ofE] [Elefele] 1 s B e Ellslo
[

1T =

> spaccourve([t, t"2,4°31,t—4.. ¢, sclox—red) ; > spacecurve([t,t"2,t°31,t— 4..4,colox-red)

4
Tine Oi: | Bmes 32K | dvalshe: 2255 Tiree: 0.1: | Bytes: 320K | Available: 230G

Figura 58. Representacdo no espago da ciibica retorcida.

Stewart (2004, p. 841) destaca ainda “um terceiro modo de visualizar uma curva

espacial ao desenhd-la numa superficie ou constatar que a curva estd contida numa

superficie cilindrica z=2x’ que pode ser vista agora como a interse¢cio de duas

superficies cilindricas y=x> e z=x".".
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Figura 59. Situacdo proposta por Stewart (2004, p. 345).

Stewart (2004) explora registros grdficos a lingua natural e registros algébricos
de modo aquilibrado, além disso, omite algumas demonstragdes formais com relagdo ao
conceito de curvas parametrizadas. Assim, o autor da uma clara indicacdo de que a
Jormagdo de registros graficos € inexeqiiivel sem o auxilio computacional.

Ademais, observamos exemplos resolvidos nesta obra que facilita a conversdo

de registros e a atividade discursiva do leitor. Na secdo de exercicio, apesar de
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observamos uma pequena quantidade de registros grdficos em 3D, o autor manifesta a
preocupacdo com a visualizacdo do leitor.
Em Stewart (2004) a no¢do de limite é bem explorada por meiu de registros

numéricos, registros algébricos e registros grdficos em 2D e 3D. O livro inicia com a

2 2 2
apresentacdo de dois exemplos de fungdes f(x,y) = w e glx,y)= % e
X4y X +y
desenvolve uma andlise do comportamento numérico de sua imagem, a medida que
(x,¥) = (0,0), explorada por poucos livros do género.

Mais adiante o autor descreve geometricamente as condi¢cdes necessarias para a
existéncia de um limite por meio da nog¢do de caminhos ou curvas parametrizas.
Stewart (2004, p. 889) descreve a contra-positiva de um teorema formal sobre limites,
fazendo um destaque no texto, mais com a aparéncia de uma dica ao leitor do que o
coroldrio ou conseqiiéncia deste teorema.

Stewart explora a visualizacdo de registros grdficos em 3D fornecidos pelo

computador, quando discute o comportamento do grafico de f(x,y)= % , salienta
X +y

a existéncia de uma “cumeeira” que ocorre na reta y = x que corresponde ao fato de
1 . o . .

que f(x, x):E. Vemos abaixo a situacdo representada e a metafora designada por

“cumeeira” empregada pelo autor.
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Figura 60. Linguagem metaférica explorada por Stewart (2004).

Abordagens desta natureza impulsionam a formagdo e imagens mentais e,

consequentemente, a formacdo de registros algébricos adequados. Ao apresentar a
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definicdo formal por épsilon e delta, apresenta a seguinte definicdo formal que

caracteriza a condicdo l6gica e formal do conceito como exibimos na figura 62.

[1] Definigdo Seja fuma funcio de duas varidveis cujo domfnio D contém pontos
arbitrariamente préximos de (a, b). Dizemos que o limite de fix, y) quando (x, y)
tende a (a, b) é L e escrevemos

lim f(x,v) =L

(%, ¥ la, B)
se para todo niimero £ > ( existe um ntimero correspondente § > 0 tal que

[ flx,y) = Ll <esempreque(x,y) EDeld < /(x —a) +{y — b <38
Figura 62. A definicéo formal por épsilon e delta fornecida por Stewart (2004, p. 888).

Por outro lado, Stewart (2004) fornece o significado geométrico quando explora
as figuras em 2D, que exibimos na figura 63. Observamos que a compreensdo da

conversdo dos registros fica a cargo do leitor.

Ma

Figura 63. A descri¢do da nog¢@o de limite por meio de figuras em 2D.

Por fim, o autor fornece uma figura complexa, que proporciona ao leitor a
sensacdo de profundidade, significando o comportamento do conceito de limite no R*.
Percebemos isto na figura 64, o que significa que o autor explora de modo constante a

conversdo de registros.

Figura 64. Stewart (2004, p. 340) descreve a nocao de limite e estimula a percep¢do do
comportamento geométrico no R°.
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Com respeito a nocdo de derivada parcial, Stewart (2004, p. 895) inicia com a
discuss@o de um problema aplicado no campo da Fisica e que a tabela abaixo indica o
comportamento da temperatura que varia de acordo com a derivada parcial da fungdo
temperatura. Tal situacdo problema de estimula a formacdo de um registro algébrico
com maior significado e ndo de modo arbitrario e pouco discutido com o leitor. Na

figura 65 vemos a tabela explicativa do comportamento da fungao.

TABELA 1 [ndice de calor I come fungiio da temperatura e umidade
LUmidade relativa (%)

T Hi sp 55 60 65 70 75 80 85 l 90

90 | 96 | 98 | 100 | 103 | 106 109 | 112 | 115 | 119

o2 oo | 103 | 105 108 115 119 123 128

Temperatura
real 04 104 107 111 114

OF ; B e e sy
B 1 96 | 109 B3 e g
o8 | 114 | 118 | 123 | 127

122 127 132 137

30 | 135 | 141 146

138 144 150 157

100 | 119 | 124 | 120 | 135 [ M4t | 147 | 154 | 161 | 168

Figura 65. A interpretacio contextualizada fornecida por Stewart (2004,p. 352).

Ap6s esta discussdo no contexto de uma aplicacdo e colocar em evidéncia as
duas variacdes ou taxas de variacdes possiveis, o autor fornece o registro algébrico que

nomina de derivadas parciais da fun¢do em um ponto.

Se f € uma fungdo de duas varidveis, suas derivadas parciais sio as fungdes
fe e fy definidas por

flx + hoy) — fle y)
h

FAxy) = fim

Sl y) = lim Sloy + 1;3 — flx, ¥

Figura 66. A defini¢do formal de derivadas parciais apresentada em Stewart (2004, 354).

Entretanto, adverte o leitor quanto a possibilidade a variagdo notacional dos

registros algébricos que podem ser empregados para designar o mesmo objeto.

Notacdo para Derivadas Parciais Sez =f {x, ¥}, escrevemos

_ . _ 9o @ L. AP
filx,y) =f. = o flx, ) " fi=Dif=D.f
o= — ﬂ"i = —r‘]_— 1 = ———BZ = = ]
filx,y) =fi= By oy flx,y oy fr= Daf = Dyf

Figura 67. Stewart (2004, p. 356) adverte a mudanga notacional no CVV com respeito a no¢io
de derivada parcial.
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Colocamos em evidéncia aqui o seguinte problema que diz respeito ao modo

pelo qual o leitor efetuard a ligacdo entre os registros algébricos do tipo f (0,0) e

9

ai(O, 0). Apesar de iniciar a se¢do com uma interpretacao fisica da derivada parcial, o
X

que estimula a evolugdo do valor epistémico (DUVAL, 1991) do conceito, Stewart
(2004, p. 896), os registros algébricos indicados pelo autor sdo peremptoriamente

apresentados e seus significados definidos de modo arbitrério.

of

Reparamos que com respeito aos registros algébricos f .(0,0) e a—(O, 0), qual
X

deles se assemelham aos registros algébricos estudados no CUV? Quais dos registros
possibilitam uma melhor compreensao geométrica e, portanto, facilita a conversdo de
registros?

Observamos que no registro algébrico f.(0,0) comparecem unidades de

- - . . 0 :
significado que ndo se observa no registro algébrico a—f(0,0) e, reciprocamente.
X

Assim, o tratamento deste conceito é condicionado de modo particular a partir do
registro algébrico escolhido pelo autor como o principal na resolucdo de situacdes-
problema. Por outro lado, Stewart (2004, p. 898) fornece o signicado geométrico
quando fornece a figura abaixo (figura 68) que proporciona a percepcdo de trés

dimensoes.

(a, b )

FIGURA 1

Ay derivadas parciais de fem (a, b) séo
as inclinagdes das retas tangentes

Cye G,

Figura 68. Stewart (2004, p. 360) fornece o significado geométrico da nogdo de derivada
parcial.

No caso do conceito de derivadas mistas, Stewart (2004, p. 901) proporciona
indicagdes do problema relacionado com a escolha definitiva dos registros algébricos

empregados no tratamento do mesmo. Mais uma vez, observamos na figura 69, a
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variagdo de mudancga notacional no sistema semiético particular do CVV, o que ndo se
observa no CUV.
Mais uma vez comparamos dois dos registros algébricos apontados pelo autor

2

abaixo designados por f e
: ox\ dx

j. Note-se que os mesmos representam as
derivadas de segunda ordem da funcdo inicial f . Reparamos que com respeito aos
T ox\ ox

. o) . .
registros algébricos e —(ij , qual deles se assemelham aos registros algébricos

estudados no CUV? Quais dos registros algébricos possibilitam uma melhor

compreensdo geométrica e, portanto, facilita a conversdo de registros?

e g @ (Y _ o ¥z
(fr = fx = fir dx (ax-) T oax? ax?
O B - W N
(fdy = for = fio = ay (ax) o oy dx o ay 8x
. . _ 9 (e _ &f &z
(Bdx = for = fr = Aax (ay) o dx Iy o ax dy
. . @8 ary P &z
(fy)v =ty =JS= ay (éy - 8y2 - 8y2
Figura 69. Stewart (2004, p. 365) fornece variagdes notacionais para o conceito de derivada
mista.
Assim, reparamos mais uma vez que os registros do tipo f_ e a—(a—fj nao
x \ ox

apresentam uma correspondéncia entre unidades de significado, o que compromete a
conversdo de registros. Ademais, registramos que Stewart (2004), ao longo desta sec¢do,

escolhe e aplica nas situacOes-problema o registro algébrico f _, sem explicitar de

modo aparente para o leitor dos motivos de sua escolha.

Reparamos a supressdo de unidades de significados no registro f

"» 0 que pode
comprometer o significado e o valor epistémico (DUVAL, 1991) atribuido pelo leitor.
No que segue, exibimo na figura 70, uma registro grdfico em 3D, fornecido por
computador, o que proporciona € percep¢do e a visualizacdo das propriedades
importantes de mdximo local, minimo local e pontos de sela de uma funcgao.

Vemos que por intermédio da percepgdo e da visualizacdo, a compreensdo da

existéncia e localizagdo dos pontos indicados na figura 70 € imediata.
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maximo
absoluto

maximo
local

minimo
absoluto

Figura 70. Stewart (2004) explora registros grdficos em 3D para a nocdo de extremos de
funcodes.

Stewart (2004, p. 239) explora o significado intuitivo destes conceitos e, s
entdo, descreve sua defini¢cdo formal a partir do significado geométrico exibido na
figura 70. Neste caso, a formacao de registros em 3D foi garantida pelo computador e a
formagdo dos registros algébricos que caracterizam a defini¢cdo formal também pode
ser extraida a partir da mesma figura.

O autor apresenta um diferencial ao explorar situagdes-problema que envolvem
a perpcepcdo e a visualizacdo de registros grdficos em 2D, registos grdficos em 3D e
registros algébricos, o que evidencia a conversdo de registros no CVV. Na figura 71
vemos a superficie e suas curvas de nivel. Stewart (2004) explora suas relacdes

conceituais.

FIBURA 4
vo= oy wdxy + |

Figura 71(a). Stewart (2004, p. 941) explora a conversdo de registros.

Stewart (2004) emprega registros algébricos do CUV no contexto do ensino do
CVV, na medida em que discute a identificagio do comportamento da borda da
superficie, apesar de que, em seus registros grdficos em 3D, o autor ndo coloca em
evidéncia a curva parametrizada na qual efetua sua andlise.

Tal abordagem fortalece a transicdo interna do CUV para o CVV, na medida em

que o leitor identifica, percebe o uso de registros algébricos em um novo contexto de

192



analise, entretanto, sua analise concomitante das curvas de nivel é bastante restrita e nao
engloba todos os casos.

Com respeito a nogao de integrais miiltiplas, Stewart (2004, p. 467) compara o
significado das somas de Riemann no espaco R*> como as somas de Riemann no espaco
R*. Sua introdugdo proporciona o leitor ao entendimento que a ideia intuitiva de 4rea
associada a referida soma no CUV a qual € interpretada como a nocdo de volume no

contexto do CVV. Observamos o trecho referente ao conceito na figura 71.

Figura 71(b). Stewart (2004) compara o processo de obtencdo das somas de riemann
correspondentes ao CUV e ao CVV.

Na figura 72, abaixo, exibimos um exemplo resolvido em Stewart (2004, p.
979). Apesar da quantidade de exemplos no livro ser pequena, os que identificamos
possui aspectos positivos como, por exemplo, exploram registros em lingua natural,
exploram registros algébricos e a conversdo para registros grdficos em 3D fornecidos
pelo computador.

Observamos, entretanto, que o registro algébrico em 3D, do lado esquerdo, ndo
explicita e permite, por intermédio da percepcdo e visualizacdo, para a identificacdo dos
limites de integracdo da integral miiltipla que fornece a regiio no R’. Observamos
ainda que a qualidade do registro grdfico em 3D fornecido ao leitor pode ser

aperfeicoado.
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H LARTING, i H
EXEMPLO 4 o Determine o volume do solido § que € delimitado pelo paraboldide eliptico
¥+ 2y 4z =16 0 planos x = 2e y = 2, ¢ 0s trés planos coordenados,

SOLUGAD Observemos primeiro gue § € o solido que estd abaixo da superficie

7= 16 - x* = 2y" e acima do retingulo B = [0,2] * [0, 2] (veja a Figura 5.) Esse
stlido foi conside-rado no Exemplo 1 da Seiio 13,1, mas agora temos condicdes de
caleular & integral dupla usando o Teorema de Fubini. Portanto

| . o

5 | V= (16~ - 2%da = [ 16 - x* ~ %) dedy

T — J"f“’uff 0 H - r) | ‘[" V'ldxa)
0y 15 47 15 &

I|| - = .

. = " Tge = L3 a2 70 g

Fitlh b |L [IE"" T x];:u dy

=[E-4)a=[-l-4

I:'

Figura 72. Stewart (2004) explora a formagdo e a conversdo de registros envolvendo a integral.

Na figura 73 trazemos outra situagcdo problema resolvida em que Stewart (2004,
p- 980) explora a formacdo e a conversdo de registros envolvendo a integral multipla.
Sublinhamos, entretanto, que os registros graficos poderiam ser aperfeicoados no
sentido de proporcionar que o leitor identifique por intermédio da percepgcdo e

visualizagdo todos os limites de integracdo na integral miiltipla.

EXEMPLO 5 o0 Se R = [0, /2] X [0, #/2]. entdio
" " ),
I] sen x cos y dA = Joﬂ'zsenxdxjo zcosydy
R

= [—cos JL']:;'Q[ssen).'];'sz =1-1=1

FIGURA &

Figura 73. Stewart (2004) explora a formagdo e a conversdo de registros envolvendo a integral.

Por fim, Stewart (2004) ndo apresenta uma grande quantidade de demonstracoes
Jformais. Pode-se dizer que o autor ndo evidencia a formalizagdo como o principal
objetivo de alguns dos topicos que apontamos acima. Ademais, algumas definicoes
formais sdo construidas por intermédio do auxilio computacional.

De fato, na figura 74 exibimos o enunciado do teorema de Clairaut-Shwarz
descrito por Stewart (2004, p. 901). Repare que o autor fornece a indicacdo de que a

demonstrag@o formal se encontra no apéndice F.
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3 o S derivadas parci
19} _ ; a coincidéncia, As denvadi:
i i - 6. Tsso nio € sO uma col . na pratica. O
. = f,.. N0 Exemplo 6. S P ontramos na praticit.
Note que far = e ais para a maioria das fungdes que enCOM condices
gis mistas fp & fi S0 1guALs P Alexis Clairaut [_1713.”63}, fornece

S m—— f’?“‘?f- T A prova ¢ feita no Apéndice F.
sob as quais podemos afirmar que fio = fir- AP
; il :

puma bola D que contenha O

b eia definida
uponha que fseja de ; . T
— . ‘orem ambas continuas €m D, entao

ponto (a, b). Se as fungdes fiy & fu |
fla, b) = fuka. b)

Figura 74. O enunciado do teorema de Clairaut-Schawrz descrito em Stewart (2004).

Para concluir esta andlise didatica do livro de Stewart (2004) com respeito as
nogdes de formagdo, conversdo e tratamento, resumimos que:
- O autor ndo introduz os conceitos a partir de suas definicdes formais e explora a
conversdo de registros no sentido de fornecer os significados dos novos objetos que
surgem no decorrer da teoria do CVV;
- O autor ndo apresenta em excesso muitas demonstracdes formais, algumas sdo
deixadas para estudo posterior, ficando no apéndice;
- O autor d4 a indicacdo da variedade de registros algébricos que representam o mesmo
conceito matematico do CVV;
- O autor explora a formacdo de registros a partir do apoio computacional com
qualidade boa o que permite a percep¢do dos dados relevantes das situagdes-problema;
- O autor explora a conversdo de registros;
- O autor explora nos casos de alguns conceitos a transicdo interna do CUV para o
CVV;
- O autor emprega de modo pontual o recurso de metdforas para comunicar ideias

intuitivas ao leitor.
4.2.2 O livro de Guidorizzi (2010)

O livro de Guidorizzi (2010) constitui outra obra acessivel aos alunos do IFCE.
O mesmo foi recomendado como referéncia para o estudo do CVV. Com relagéo, por
exemplo, a noc¢do de curvas parametrizadas, apesar de se tratar de uma edi¢do nova,
Guidorizzi (2010) ndo exibe nenhum registro grdfico em 3D formado a partir do
computador.

Na figura 75, divisamos duas figuras que apoiam o raciocinio de um exemplo

explorado por Guidorizzi (2010, p. 119). Observamos que o autor ndo acrescenta
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nenhum comentdrio explicativo da figura. Coloca ainda uma seta indicando algum
elemento importante da figura, todavia, deixa para o leitor a compreensdo da natureza

do que se trata.

EXEMPLO 1. Desenhe a imagem de & (£) = (7, 4, ). 7 == O. =

Selucdo A imagem de € a semi-reta de equagdes paramétricas

EXEMPLO 2. Desenhe a imagem de F (r) = (cos 7, sen 1, 1).

¢
r = “
p I3 4] s~

N W
(N

Solucdo A imagem de F é uma circunferéncia situada no plano z = 1, com centro no cixo z e
raio 1.

Figura 75. A nog¢do de curvas parametrizadas exploradas em Guidorizzi (2010, p. 120).

Na figura 75, ainda, Guidorizzi (2010, p. 119) explora figuras precarias sem o
auxilio computacinal. Reparamos na figura 76, a definicdo formal por meio de épsilon e
delta para a interpretacio do comportamento de limites envolvendo uma funcdo que
assume valores no R". Reparamos a inversdao do autor que, a titulo de observacio,
considera o valor dimensional do espaco n=2 e descreve a “visdo geométrica” do

significado de lim,_,, F(#)=L. O autor explora apenas registros algébricos, a lingua

natural e figuras.

Definiciio 1. Scja Fuma funcio de uma varidvel real a valores em " e seja r um
ponto do dominio de F ou extremidade de um dos intervalos que compdem o domi-
nio de F. Dizemos que F () tende a L, L. = R", guando t tende a fos © escrevemos

lim F(f) = L, se para todo € = 0 dado. existir § > 0 tal que, para todo Dy,
e g :l:I
O0<=lt—ipl =8=0F( — LIl < e

| -
Observaciio ) :
NF @ —LI<e<F{@) € B_(L)
onde B (L) ¢ a bola aberta de centro Leraio € : B (L) = {YE R" Il Y — LIl = €}.
A figura seguinte nos dd uma visfio geométrica do significado de lim F (£) = L. no
e N

taso n = 2 0

Figura 76. Guidorizzi (2010, p. 123) descreve logo no inicio da se¢do da defini¢do formal por
épsilon e delta.
Observamos na pagina anterior que o mesmo descreve a interpretagdo topologica

do conceito como vemos na figura 77. Identificamos o termo “bola aberta” na figura 77

0 que é omitido ou ndo mencionado no contexto do CUV.
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124 Um Curso de Cdlculo — Vol 2

/
;/
3 ( 1
A 1, 0~ L,
ty — & Iy + &

dado € = 0, existe & = 0, tal que F () permanece na bola aberta B (L) quando ¢ percorre o
intervalo 1 1y — 8,1g + 8. # #+ fpet € Dy

Figura 77. Depois fornece a interpretacio topoldgica da mesma no¢do no R,

Registramos que a prética de iniciar se¢des de capitulos por meio de defini¢des
formais gerais € recorrente nesta obra. De fato, na figura 78, Guidorizzi (2010, p. 163),
inicia a discussdo a partir da defini¢do formal e sublinha a curiosa frase: “Esta se¢éo é
quase uma reproducdo dos tépicos abordados no Cap. 3 sobre limite...razdo pela qual a
maioria dos resultados serd enunciada em forma de exercicios.”.

Tal opg¢do retira a importancia das propriedades que devem ser caracterizadas
pelos teoremas e, sobretudo, as propriedades que permanecem preservadas no contexto
do CVV ou as propriedades e teoremas que precisam ser re-adaptados ao novo contexto

de aplicacdo. Tal atitude compromete a transicdo interna do CUV para o CVV.

9.1. LIMITE

lista secdo € quase que uma reprodugio dos topicos abordados no Cap. 3 sobre limite de
- lungdes de uma variavel real, razo pela qual a maioria dos resultados serd enunciada em
turina de exercicios,

Pefinigiio, Sejam f: A C R R uma fun¢io, (xg, yo) um ponto de acumulagiio de A
¢ 1 um ndmero real, Definimos

lim  f(xy = Le {(xy) e Dy,
1 ¥ = (%o o) Iu < M(x, ¥) — (xg, ypl < 8= 1f(x,y)— Li<e

Para todo € = 0, existe § > 0 tal que, para todo [

Yo

N

Figura 78. Guidorizzi (2010) inicia o capitulo por meio de uma defini¢do formal de limite e
depois exmplifica o caso particular com a interpretagdo geométrica.
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Na figura 78, o autor inicia a se¢do com a definicdo formal e de modo
peremptério exibe a descri¢do topoldgica com a exploragdo de nogdes topoldgicas que
preservam um cardter inédito, com respeitos as preocupagdes anteriores no contexto do

CUV. Tal atitude pode dificultar a transi¢do interna do CUV para o CVV.

2 __ 2
EXEMPLO 3. f(x, ¥) = % tem limite em (0, 0)7 Justifique.
22+ 32
Selugdo Inicialmente, vejamos como se comportam os valores f(x, ¥) para (x, ¥) préximo de (0, 0),
Sobre o eixo x temos: f(x, 0) = 1, x # 0. Sobreoeixoy, f(0,yv) = —1, ¥y + 0

»

/'}-c/'—_—\\

L4 Y

Y
\Hi‘wl
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2

EMPLO 6. Calcule, caso exista, lim %—.

(x, 3y (0,0) x= + y* N
lim F(y ()= lim 0; =0
r—0 r

lugdo S0 02 + 2

) § x2 . 2
Sejaf(x, v) = P — e tomemos ¥y (1) = (0,0 e ¥ (&) = (2 0. m fyz (60) — lim — t e L
: f—0 e—0 < + £+ 2

3
: X
Logo, lim ———= nio existe.
(x, w3 — (0, 0) x= + 3

CUIDADO: — =
xT

~ - ndo € limitada!
+ w2

Figura 79. Guidorizzi (2010, p. 169) apresenta exercicios que exploram condi¢cdes necessarias
para a verificagdo de propriedades de limites.

Na figura 79, exibimos dois exemplos de questdes resolvidas com o auxilio da
lingua natural e registros algébricos e figuras. O problema diz respeito a brevidade das
explicagdes fornecidas pelo autor. Observamos a adverténcia colocada na figura 79, do

lado direito, na qual Guidorizzi (2010, p. 168) indica com o termo “cuidado” e

. : X o e
simplesmente afirma que ——— ndo € limitada.

X +y

Aqui o mesmo poderia aproveitar as ideias e estratégias estudadas no CUV,
~ . -1

comparando a funcdo acima, por exemplo, com o comportamento da fungdo — que
X

também possui comportamento ilimitado e pode auxiliar o entendimento do leitor.
Ademais, o mesmo ndo explora nenhum registro grdfico para leitor compreender sua
afirmacdo. Por fim, observamos a preferéncia por registros algébricos na secido de

exercicicios. Reparamos que a visualizacdo e a percepcdo sao negligenciadas.
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Exercicios 9.1 - - =

L. Calcule, caso exista.

. . X
i) lim x sen — 3 b) lim —_——
{x, ¥h= (0, () X t h (x, ¥h=> (0, 0) ﬂ\.' X 2 i _}'_2
-
, x* _ o
ol lim = i) limy —
(%100 452 4 2 (., )= (0,00 x* + y?
, xylxr—y  + ¥
€) lim _17} f lim . i3
(o xt + yd " Y = (0, 0) X — 3
. Xy xu?
2) lim ——— i) lim —
(x. ¥)=(0,0) ¥ — x* (x, v} — {0, 0) o p——e
gl
AT 2y~ . s =
2. Sejafx, v = —a 5 (veja Exemplo 9 — Secio §.2).

X°+ y
- t " 2 %
a) Considere a reta y (£) = (at, bi), com @~ + &~ = (); mostre que, quaisquer que sejam ¢ ¢ b
hm f{yiedy =0
r— 0

Tente visualizar este resultado através das curvas de nivel de f.

. o g, o - 2
By Caleule him #{&(r)), onde & (r) = (r", 0.
=}
{Antes de calcular o limite, tente prever o resultado olhando para as curvas de nivel de /)

2xy?

) lim -
(x, ¥) =0, 0 x= + ¥
- Sejam yy e ¥, curvas satisfazendo as condigdes do Exemplo 4. A alirmagiio:

3 cxiste? Por qué?

[F5]

lim fiy; ()= lim SflypM=L= lim Fix, y) = L
r— 5, (% ) = {(3qs ¥o)

¢ falsa ou verdadeira? Justifique,

Figura 80. O estilo de exercicio de Guidorizzi (2010, p. 168) explora apenas registros algébricos
e a lingua natural.

Na introdugdo das derivadas parciais, registramos o emprego de registros
algébricos do CUV, com a inten¢do relacionar a no¢do de derivada de fungdes em uma

varidvel real com a nogdo de derivada para fungdes em duas varidveis reais, como
, . . : oy .0z

vemos na figura 81. Nesta figura divizamos registros algébricos do tipo ™ que se
X

assemelha aos registros usuais empregados no contexto de resolucdo de problemas

envolvendo a nog¢ao de faxa de variagcdo no contexto do CUV.
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I —
10.1. DERIVADAS PARCIAIS
Seja z = f(x, y) uma funcio real de duas varidveis reais e seja (xg, ¥p) € Dy Fixado yq,
podemos considerar a funcao g de uma variavel dada por
g (x) = fix yp)

A derivada desta fungfio no ponto x = x; (caso exista) denomina-se derivada parcial de f,
am relagdo a x, ne ponto (xp, yp) ¢ indica-se com uma das notagGes:

ar {xp, Yo) ou G2 x=x,
Ax dx ¥ =¥y
. 7 o .
Assim, :?—f (xp. ¥o) = g" (xp). De acordo com a defini¢io de derivada temos:
x

af .« i gi{x) — glxp)
. j— = | - S
= (g yo) = &' bg) = l,“lu x — xp

Portanto, ¢ diferencidvel em todo (x. ¥) de RZ, ou seja, f € uma fungio diferencidvel. m

Figura 81. Guidorizzi (2010, p. 170) introduz as nota¢des de derivadas parciais.

O autor adverte a equivaléncia entre a derivada ai(xo, ¥,)€ o outro simbolo
X

07 -
denotado por I p=o
ax Y=Yo

figura 82 destacamos o estilo de exercicios resolvidos sem o apelo visual.

. Reparamos a diferenca entre os dois registros algébricos. Na

EXEMPLO 2.
2.fo2

Flny) =132 4,7 se (x, ¥) # (0,0)

0 se (x, ) = (0,0)

¢ diferencidvel em (0, 007 Justifique,

Solugdo

EXEMPLO 3.

3
X
. — = 5 ( Y ?& ,0
=TT D F00
0 se (x, y) = (0, 0)

fnao é continua em (0, 09; logo, frdo ¢ diferencidvel em (0, (). Para a ndo-continuidade de
Fem (0, (), vega Exercicio 2, Segdo 9.1, Observe que fadmite derivadas parciais em (0, ().

Figura 82. Registros algébricos e a lingua natural nos exercicios resolvidos.

Na figura 83, Guidorizzi (2010, p. 186) observamos a profusdo de simbologias

ou notagdes possiveis e que encerram 0 mesmo objeto representado.
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14.1. DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES

: . e . _ . . . af afr
Sejaa fungio z = f(x, ¥); na Segiio 10,1 vimos comao construir as fungdes J /

g —. Da
~ tx dy
I'IIﬂ‘ul'lI..fl[l‘lTT'Ild iH.KIt‘.!"['IU‘\ d“LllrL L(]I’I‘\l'l'lll'l' d% |lll14='11il‘\'.:
Pf_ nr) af _ 8 .af' atf a4 ('a;'] a*f _a (af}
axz  ax \ox ) ay? dy l‘_d_}* " dxdy  dx \ ey /) dvex  ay

Ff _a(af 3 f _{_r( 9 f ]L_w
ax*  ax\ax? Jaxayax  ox\adyex)

Figura 83. O autor introduz as notagdes para as derivadas mistas.

Reparamos que a diversidade de notacdes acima é conseqii€ncia do tratamento e
a simplificacdo ou a expansdo de registos algébricos que obedecem a regras particulares

e especificas do CVV. Na figura 84 observamos o tratamento prioritamente algébrico
a0s registros.

—

EXEMPLO 1. Scjaf(x, y) r4x'1. &rzv F 3. Calcule todas as derivadas parciais de 2.* ordem.

Solugdo

L (5 y) =204 — 125y ¢ 2L 3) = 1657 — 6
ix iy
2 e )
r f (x,¥)= 2 [Ej—‘t (x,y) |= 2 0xYy*! ~ 12xy) = 80xy* ~ 12y.
ix= ’ fx \ dx J dx ’ : -
d (af '
- ——( —[—‘—f—(x,yh = oyt — 12x0) = 80k — 12,
v dx r'h R J

S (x y) = — | = (x, ¥) | = —(16x"y" — 6x") = 48x7y",
3_1'3 (x, v) ay [E?}-‘ X }}I E#}‘{ "y ) Xy

!

2f (x.¥y)= i[?—f(x._]] (Iﬁx ‘F —ﬁr)=- ﬁﬂxd’}'?'— 12x. |
dx dy dx { ay

Figura 84. Guidorizzi (2010) explora apenas o tratamento dos registros algébricos sobre
derivadas parciais mistas.

Na figura 84 observamos o tratamento prioritamente algébrico aos registros.
Guidorizzi (2010) fornece um teorema importante do CVV que apresenta o enunciado
de um teorema que proporciona dificuldades na identificacdio das hipdteses. A

exploragdo ulterior deste teorema ndo envolve qualquer recurso computacional e o

emprego de registros grdficos 3D.
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Uma fungfo f: 4 C IR = IR, 4 aberto, é dita de classe C™ em A se f admitir todas as de-

rivadas parciais de ordem n continuas em 4.
O tcorema que enunciaremos a seguir conta-nos que se f for de classe €2 em A, A aberto,

3% 3if
ax dy . oy ox

entdo as derivadas parciais mifstas serdo iguais em A.

Teorema (de Schwarz). Seja f:A4 C IR? =~ IR, 4 aberto. Se f for de classe C% em 4,
entdo,
33 pif

ax ay (x.y)= 3 ox x, ¥)

para todo (x, ¥) € 4.

Figura 85. O enunciado do teorema envolvendo a comutatividade das derivadas mistas.

Na figura 86, Guidorizzi (2010, p. 307) inicia a se¢do com a defini¢do formal

dos pontos extremantes e ndo usa como recurso nenhum regitro grdfico em 2D ou 3D.

16.1. PONTOS DE MAXIMO E PONTOS DE MiNIMO

Seja f (x, ¥) uma fungdo a valores reais ¢ seja (xp, vp) € A, com A C Dy. Dizemos que
(¥, ¥o) € ponte de mdximo de fem A se, para todo (x, ¥) em A, ’

Flx ¥} = flxg. vp).
Sendo (xg, ¥p) ponto de miximo de f em A, o nimero f (x, y,) serd denominado valor
mdximeo de fem A.

Dizemos que (xy, yg) € Uf-- ¢ ponte de mdximo global ou absoluto de f se, para todo
[r.'f. _'I-':' = D_f‘

JFix ) = f(xp yo)-
Diremos, neste caso, que f(xg, yg) é 0 valor mdximo de f.
Finalmente, diremos que (x,, ¥y) £ Dyé ponto de mdxime local de fse existir uma bola

aberta B de centro (x, vg) tal que

JF ¥) = fxg. ¥o)

para todo (x, y) € B N Dy.
Deixamos a seu cargo definir ponto de minimo de fem A © Dy, ponto de minimo global
ponto de minimo local. '
Os pontos de miximo e de minimo de uma funcfio f denominam-se extremantes de f.

Figura 86. Guidorizzi (2010, p. 310) inicia a se¢éo com a defini¢do formal.

Seu estilo se preserva na se¢do de exercicios resolvidos ao utilizar apenas a
lingua natural e registros algébricos como vemos na figura 87. Uma pequena excecdo,
ao empregar uma figura em 2D para efetuar a andlise na borda em que tem a

oportunidde de re-empregar os registros algébricos do CUV no contexto do CVV.
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EXEMPLO 1. Determine 0s extremantes de
Ao gl 3 ) ; 2 P e
Fix, W= +3y —3x—3vemA={{x VERI0=x=2¢clyl=2}
Selucdo Como fé continua e A compacto, vamos proceder como dissemos anteriormente.

Pontos criticos de [ Ro interior de A Z_f{x' 3y = 1 — 3e c:;f (x. 3} = 3},2 -1,
x ¥

As solugfes do sistema J:%T% _3—90
3y —-3=0

sdo: (3, by (L =10, (=1 bye(—1, =1} Segue que (1, 1) e (1, —1) s80 o8 dnmicos pontos
criticos no interior de A, Temos

FilL,ly=—4 e fi{l.-1)=0.

Andlive dos pontos de fronteira g (y) = f(2,y) = yj —3y+2, -2=y=2
21< F g =3" -3
A + ~ +
; - ,
2 -2 =1 1 2
-2 & -+ ~+ + --
M N -2 -1 1 2

fornece-nos os valores que fassume no segmento NP, £ (—2) =0, g (- =4 g({l) =ODeg(2) =4

Assim, o valor méximo de f no segmento NP £ 4 e o valor minimo € (0. O valor maximo é
atingido nos pontos (2, —1) e (2,2} f(2, - 1) =4def(2.2) = 4.

Figura 87. O autor nao explora a percepgdo e a visualizagdo de registros em 3D.

No que diz respeito ao teorema que permite identificar os pontos extremantes de
uma fung¢fo, como evidenciamos na figura 87, o autor explora apenas uma figura no
plano, na medida em que analisa a borda da superficie. Pela sua abordagem, apenas com
o emprego imediato do tratamento dos registros algébricos € que consegue obter e
indicar algumas propriedades da superficie no R’ analisada.

Com respeito ao conceito de integral miiltipla, sua abordagem ndo explora a
visualizac@o e o estilo dos capitulos anteriores € preservado, com destaque apenas para
figuras, em alguns casos apenas, de figuras no plano. Para concluir nossas andlises do
livro de Guidorizzi (2010), salientamos:

- O autor efetua varias demonstracdes no contexto do CVV, todavia, no contexto de
SUS aplicagdes, evidenciamos que apenas o tratamento de registros algébicos é
deixado a cargo do leitor;

- O livro explora, em raras excecgdes, registros graficos fornecidos por computador;

- Em virias se¢des, o autor inicia pela descricao de definicdes formais;

- A conversdo de registros € pouco explorada pelo autor;
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- O autor néo explora ou promove a transi¢do interna do CUV para o CVV;
- O autor ndo aborda o teste da 2* derivada com o estudo das curvas de nivel.
- Nao se observa uma énfase mais representativa no sentido de estimular as relacdes

entre os conceitos do CUV com o CVV, o que compromete a transicdo interna.

4.2.3 O livro de Leithold (1999)

O livro de Leithold(1999) € a outra obra didatica que os alunos de Célculo III,
téem acesso livre ao decorrrer da disciplina. Na figura 88 observamos a condicdo 16gica
da defini¢do e limite. O autor explora a conversdo de registros ao exibir a figura, do
lado esquerdo, uma figura em 3D como auxilio ao entendimento das propriedades

geométricas envolvidas.

17.2.5 Definicio  Seja [ uma fungio de duas varidveis definida em um diseo aberto B{(xy, vo);
r), com possivel excegdo no ponto (xg, ¥g). Entio,
H Lim flx,y} =L
L+el [EFT RN
‘ $: para qualquer € > 0, existir um & > 0 tal que

(xo; ¥a. fi%0, ¥o)) e —
™ / ey =Ll <e sempre que O <vix=-x) +(y=-p)" <810}

Em palavras, a Definiggo 17.2.5 afitma que os valores da fungdo fix,
¥) aproximarse de um limite L quando o poato (x, ¥) se aproxima do
ponto (xg, yp) st o valor absoluto Co diferenga entre f{x, ¥} ¢ L puder ser
arbitrariamente pequeno, tomande o ponto (x, ») suficientements
proximo & {Xg, ¥o) mas diferente de (xg, ¥). Note que a Definigo 17.2.5 nada
dii a respeito do valor da fungiio no panto (xg, »p), isto &, néo é necessirio que

4 Tungio esteja definada em (xg, yy) para que  lim Flx, ¥) exista.
I, yladxg, yol

Uma interpretagio geométrica da Definigip 17.2.5 & ilustrada na Fig.
17.2.7, onde vemos a porgdo acima do disco aberto B{(xy, vo): 7) da super-
ficie com equagio 2z = flx, ). Notamos que f{x?' ¥) estd no eixo 2 enire
L-eel +esempre que o panto (x, ¥} no plano xy estd no disco aberto
Bi(xo, yo); 8). Untra maneira de dizer isto é que f{x, y) no eixo z pode se

(%0, :H'q ' ':']

Figura 88. A definicdo de limite € introduzida com arrimo na interpretacdo geométrica.

Por outro lado, na se¢do de exercicios resolvidos, como evidenciamos abaixo,
Leithold (1999, p. 711), explora apenas o tratamento de registros algébricos.
Reparamos no exercicio resolvido usando a definicao por épsilon e delta, a verificacdo
apenas das condi¢des ldgica e nenhuma declaragdo qualitativa a respeito da fun¢do na
qual a definicdo € aplicada.

A interpretacdo geométrica é explorada apenas na ocasido isolada em que

apresenta a definicdo formal, como vemos nas figuras 88 e 89.
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EXEMPLO 1: Demonstre que SOLUCAD, Queremes demonstrar que para qualgquer € > 0 existe um § >
lim  (2x4 3y} =11 =0 1al que
L0130 E - i v are o S
uletn [(2x +3p) - 111 <¢ sempre que O0<+(x-17¥+(p-3"<s

aplicando a Definiglo 17.2.5. Aplicando a desigualdade tdangular, temos

[Zx+ 3y — 11| =22 — 2+ 3y — 9| = 2|x— 1| + 3|y — 3
Como
li—1| = VI —=1F+x—3F e |y=3| = V—1F+ (-3
podemos concluir que
2lx—1+ 3y — 3| <25+ 38

sempre que

0< VE—IFFl—3r <5

Assim, s¢ tomamos & = -;—-E, ternos
[2x+ 3y —11| =2{x— 1) +3|ly—3| <58=¢
SeIpIe gue

0< Vix—1F+ [y —3F <5

Isto prova que  lim  (2x + 3y) = 11.
{royl—(1.3)

Figura 89. Leithold (1999, p. 711) explora apenas o tratamento dos registros e a interpretacio
geométrica é abordada de modo isolado.

Na figura 90, Leithold (1999, p. 754) aponta a diversidade de registros

algébricos que podem designar o objeto que chamamos de derivada parcial, como

vemos na figura 90.

17.9 PERIVADAS PARCIAIS Se f € uma fungio de duas varidveis, entio, em geral, Dyf e 125 também
DE ORDEM SUPERIOR sao fungdes de duvas varidveis. E se as derivadas parciais destas fun¢bes exis-
termn, elas sio chamadas derivadas parciais segundas de [, enquanto que 02,1 e
D, sao chamadas derivadas parciais primeiras de f. Existern quatro derivadas
parciais_segundas de uma fungio de duss varidveis. Se [ é uma fungdo de
duas varidveis x e p, as notacdes

. . i

DN Dof  fa o s
indicam a derivada parcial scgunda de f, que ¢ obtida primeiro; derivan-
do f parcialmente em relagio a x & depois, derivando parcialmente o resulta-
do com relagio a y. Esta derivada parclal segunda é definida por

fle, v+ Ay) — filx. 3)

_fu(-r: ll']"ll“}l Ay ()

se ¢ste limite existir. As notagdes

atf
DI {Drf! Di]_F fl: f:.: 'a?
denotam a derivada pareial segunda de f, que é obtida derivando parcial-
mente duas vezes em relagiio a x. Temos a definigdo
L e i
fulx, y) = lim filx+ Ax, y) — filx, y) 2)
Ag—ib Ax b

se este limite existir. Definimos as outras duas derivadas parciais segundas de
modo andlogo e obtemos

furlz. y) = lim folx + A, :{i falx. ¥) o

Figura 90. Leithold (1999, p. 754) adota os registros algébricos que deseignam a derivada
parcial.
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Sublinhamos que Leithold (1999, p. 754) adota a identificacdo dos registros

algébricos f, e f, . Tal atitude pode confundir o leitor na medida em que o primeiro

registro encobre ou esconde as relagdes que designam as varidveis ‘x’ e ‘y’. O autor
explora, apenas na ocasido da apresentacdo da definicdo formal, a interpretacdo
geométrica, entretanto, a exploracdo dos exercicios resolvidos e propostos prioriza o
tratamento € a conversdo é pouco explorada.

Por outro lado, identificamos a ndo preserva as notagdes adotadas e, ao
descrever a propriedade da comutavidade das derivadas mistas, volta a designar as
derivadas em termos das varidveis ‘x’ e ‘y’, como vemos na figura 91. Tal atitude pode

confundir o leitor.

17.9.1 Teorema Suponhamos que  seja uma funcio de duas varidveis x e y definida sobre
um disco aberto B((xo, yo); 1) & que fy, fy, fry @ fyx também sdo defini-
das em B. Além disso, suponhamos que f,, e Jyx sejam continuas em B.
Entio,

.f-ryl:xur Yo) = fuxlx, yu]

Figura 91(a). Leithold (1999, p. 756) apresenta o teorema de Clairaut-Shawrz.

Na secdo relativa a determinacdo de pontos extremos, na figura 91, o autor

explora registros em lingua natural, registros algébricos e um registro grdfico em 3D.

EXEMPLO I: Dada a fungio f SOLUCAG: Como [ ¢ suas derivadas parciais primeiras existem em todo

definida par (x, v) em Ry, o Teorema 17.10.6 ¢ aplicdvel, Denvando, femos

fle, y) = bx— 4y ~ 2°— 2y* fole.y)=6—-2r ¢ flryl=—d—dy

determine se f tem algum Tomando flx, ¥) e fy(x, ) iguais 2 zero, obtemos x = 3 & ¥ = -1, 0 gré-

extremo relativo, fico (veja Fig, 17.10.2 para vm eshogo) da equagio 7 = 6x - 4p = x* - )
H ¢ um paraboldide tendo wm eixo vertical, com wértice em (3, =1, 11) e con-
| cavidade para baixo. Podemos concluir que fix, ») < f{3, -1) para todo
[ (x, ¥} # (3, -1} logo, pela Definico 17104, f(3, <10 = 11 ¢ um valor

- miximo relative da fungio. Segue da Definicio 17.10.1 que 11 é o valog

maimo absoluto de [ em Ry,

Figura 4 2.10.2

Figura 91(b). Na secdo de derivadas parciais o autor explora um registro grdfico em 3D.
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A conversdo de registros pode promover a comunicagdo das ideias qualitativas
dos conceitos do CVV, todavia, divisamos situacdes em que as condi¢des ldgicas e
formais as encobrem. Um exemplo disso diz respeito 4 nog¢do de ponto de sela. Na
figura 92, a definicdo formal é significada a partir da conversdo de registros. Do lado

esquerdo, a figura 92, evidenciamos a conversdo de registros apresentada ao leitor.

762 CALCULO DIFERENCIAL DE EUNCOES DE VARIAS VARTAVES

. Para esta funglo vemos que fy(x, y) = -2x & fy(x, y) = v - (0, 0) e
(0, 0) sio iguais 2 zero. Um esbogo do grifico da funglio & mostrado na

‘ Fig. 17.10.1, e vemos que ela tem forma de sela em pontos proximos 4
origem. E claro que esta fungdo f ndo satisfaz a Definicio 17.10.4 nem

a 17.10.5, quando (xp, ¥q) = (0, 0).

- Temos um teste da derivada segunda que di condicdes que garantem

s¢ uma funglo tem um extremo relativo no ponto onde as derivadas parciais

primeiras se anulam. Contudo, muitas vezes é possivel determinar extremos

relativos de uma funclo pelas Definiches 17.10.4 e 17.10.5. Isto & lustrado

no proxima exemplo.

Figurg 17.10.1

Figura 92. Leithold (1999, p. 762) apresenta um unico regitros grdfico que ilustra a nocdo de
ponto de sela com arrimo em um registro grdfico em 3D.

Na figura 93, o autor relaciona a definicdo formal com a ideia de volume.

18.2 CALCULO DAS  Para fungies de uma varidvel, o teorema fundamental do cileulo propos

INTEGRALS DUPLAS  nz um método para calenlar uma integral definida enconirande uma ant
E INTEGRAIS ITERADAS rivada (cu integral indefinida) do integrande. Temos um método cormesp
dente para caleular uma integral dupla que envolve execucdo sucessiva d
tegrais simples. O desenvolvimento rigoroso deste mélodo pertence a um
s0 de cdleulo avangado. Nossa discussdo € intuitiva, ¢ usamos a interpral
geométrica da integral dupla como a medida de um volume. Primeiro
volveremos o método para a integral dupla numa regido retangular.

Seja f uma fungiio dada, que ¢ integrivel numa regido retangular fee
R no plane xy limiteda pelas relas x =y, x = by, y=wmep=h. G
deremos f(x, ¥} 2 0 para todo (x, ¥} em R. Veja a Figura 18.2.1, que
mnstra um eshogo do grifico da equagio = = f(x, ¥) quando (x, ) esd
em R. O nimero que representa o valor da integral dupla

]' f ftx, y)dd
JR

¢ g medida do volume do sdlido entre a superficie e & regi@p K. Encontm
este niimero pelo método das secpdes planas paralelas, que foi discutide
Sec. 74.

Seja p um mimera em [a,, b;]. Consideremos o plann paraleln ac
no xy que passa pelo ponto (0, ¥, 0. Seja A(¥) a medida da drea da -
Figura 18.2.1 plana de intersecgio deste plano com o solido. Pelo método das seebes

Figura 93. Leithold (1999) introduz a nog¢do de integral miltipla.
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EXEMPLO 3: Expresse como
wma idtegral dupla ¢ uma
integral iterada, a medida do
volume do solido que estd aci-
ma do plano xy, limitado pelo
paraboldide eliptico 2% = x* +
+.45° e o cilindro x* + 4% =
= 4, Calcule a integral iterada

SOLUCAD: O sélido ¢ mostrade na Fig. 18.2.6. Usando propriedades de
simetria, encontramos o volume da porgiio do solido no primeiro octante
que ¢ um quarto do volume pedido. Entfo, a regifio R no plano xy ¢ a li-
mitada pelos eixos x e ¥ e a elipse x* + 4p* = 4. Essa regido ¢ mostrada na
Fig. 18.2.7, que também mostra a i<€sima sub-regific de uma partigio retan-
gular de &, onde (£, ¥;) € um ponto qualguer nesta /-ésima sub-regifo. Se
I unidades ciibicas ¢ o volume do solido dado, entdo, pelo Teorema 18.1.4,
temos

para gneontrar o volume do .1
Ty vei lim 3 (e +av) aa=a [ [ ot as
flall-o = B,

Para expressarmos a medida do volume como uma integral iterada, divi-
dimos a regifo R em » faixas verticais. A Figura 18.2.8 mostra a regido R e
a f-ésima faixa vertical com largurz de Agx unidades e comprimento de
;—\"'4 - Ef unidades, onde x;_, = & < x;. Usando a formula (5) temos

" vi—EEE
b ov=aim B[ e av ay] A
0

Hall- =4

]
=4FI (2% + 4y®) dy dx
oo

Caleulando a integral ilerada, temos

I=Ee
'L-’=4j2 [x‘y+:‘.y’! dx
L]

a

=4fr%x=v_"'?4~ + 32— 2)¥2] dx
L]

-1 f" (2 + 2D VE— R dx
"

Figura [8,2.6

|z
= —}xia— 22)¥ 4 2xWVHE — xF + 2 arcsen i;.r-]‘1

= 4w

Portanto, o voiume & 47 unidades cibicas.

Figura 94. A conversdo de registros.

Para concluir esta se¢io de andlise da obra de Leithold (1999), indicamos que:
- O autor varia as notacdes empregadas nos conceitos do CVV, o que pode confundir o
leitor;
- O autor apresenta em rarissimos casos, o auxilio de registros grdficos em 3D obtidos
por computador o que compromete a conversdo de registrios;
- O autor inicia capitulos e secdes com definicoes formais e negligencia o cariter
intuitivo dos conceitos;
- O autor ndo evidencia as ideias do CUV na demonstracao dos resultados do CVV;
- O autor privilegia o tratamento de registros em detrimento da formacdo e conversdo
de registros.
- O autor ndo explora o teste da 2* derivada com o estudo das curvas de nivel;
- O autor néo explora ou reforca a transicdo interna do CUV para o CVV.

Na préxima secdo discutiremos o livro de Kaplan (1962). Os motivos para tal
discuss@o sdo apoiados no fato de que sua andlise do teste da 2* derivada envolve o
estudo das curvas de nivel da funcdo, o que é negligenciado pelos Guidorizzi (2010),

Leithold (1999) e Stewart (2004).
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4.2.4 Um critério visual para a sua identificacio de pontos

extremantes

No rol das no¢des matemadticas que foram escolhidas como andlise, o contetido
relacionado a identificagdo de pontos extremantes apresenta caracteristicas geométricas
pouco exploradas pelos livros didaticos consultados nesta tese. Em geral no seu estudo,
dada & complexidade intrinseca da demonstracdo propriamente dita do teorema
chamado de teste da hessiana ou teste da 2° derivada, a atividade dos estudantes se
restringe a verificagdo das condicdes descritas nos item que apresentamos encontrado

em Kaplan (1962).

Teorema: (teste da Hessiana) Consideremos z= f(x,y) uma fungdo de classe C*
numa bola aberta B =B, (x,,y,) € vamos supor que (x,,y,) € um ponto critico de

2
z=f(x,y) tal que Vf(x,,y,)=(0,0) e denotando por A:%(xo,yo),
2 2
B= of (X5, ¥p) e C= a—J:()co, Y,), temos as seguintes possibilidades:
0xdy dy

(I) B> —A.C <0 e A<0, entdo f tem um valor méximo relativo em (x,, y,) ;
(Il) B*—A.C<0e A>0,entdo f tem um valor minimo relativo em (x,, y,);
(Ill) B>~ A.C >0, entdo f tem um ponto de sela em (x,,y,).

(IV) B> = A.C =0 o teste é inconclusivo.

Como mencionamos e apresentamos um exemplo proposto pela avaliacio do
exame ENADE/2005, a abordagem ordindria dos livros que consultamos fornecem os
critérios analiticos descritos acima. Para este tipo de abordagem, o aluno pode aplicar o
critério, identificar e formular sentencas proposicionais a respeito da resposta, sem
necessariamente possui um significado ou uma imagem mental sobre o que o mesmo
declara.

Por outro lado, de todos os livros analisados, destacaremos a seguir as
consideragdes feitas por Kaplan (1962, p. 149) que, ao decorrer de sua exposicdo, adota
uma linguagem que permite uma discussio intuitiva e ndo apenas formal do teorema.
Além disso, o referido autor foi o Gnico que encontramos que sugere uma classificacdo
visual para pontos extremantes de uma funcgdo.

Mas antes de nos determos a sua demonstracdo, gostariamos de desenvolver

alguns comentarios sobre as possiveis formas de interpretar e fornecer uma resposta em

situacdes problema envolvendo esse teste, no caso dos itens onde a Hessiana indica
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pontos de sela e onde o teste € inconclusivo. Para tanto, observamos na figura 95,
alguns exemplos interessantes fornecidos por Kaplan (1962) e que sugerem um “critério

visual” para a identifica¢do de pontos extremantes e pontos de sela.

2.19 Maxima and Minima of Functions of Several Variables 157
¥
¥ '}I L 3
‘ )
;i_; i“of 1
P [ P T - . .
_‘_.a""
\ 0 —(?g‘—-
(b) Minimum (c) Saddle point
¥ ¥ ¥
y 2
3
x | 4 x
|
(d) Multiple {e) Minimum (f) Maximum
saddle point
Figure 2.21 Examples of critical points of f{ x, y) at (0, 0). The corresponding functions
are as follows: (a) z =1 — x* — p® (b)z = x> + 2 (c)z = xp, (d) z = x* — Ixy?,
(@) zr=xy? (Dz=4-y"

Figura 95. Caracterizagdo segundo o comportamento geométrico das curvas de nivel proposto
por Kaplan (1962, p. 157).

Nos chama atencdo o fato de que, a maioria dos livros consultados, com excecao
deste, interpreta e declara o comportamento das curvas de nivel de uma superficie, nas
vizinhangas de um ponto critico candidato a maximo ou minimo, aonde o teste é
aplicado, se assemelhem a elipses ou circunferéncias (itens (a) e (b).

J4 no caso do item (c), temos f(x, y) = xy. Quando aplicamos o teste para esta
funcao, temos VF(x,y)=(y,x)=(0,0) & (x,y)=(0,0). Assim, teremos
H(x,y)=(1)>-0-0=1>0 temos ponto de sela na origem, todavia, em geral os livros

consultados exibem o modelo geométrico do lado direito na ilustragio abaixo,
entretanto, apesar da superficie do lado esquerdo possuir de modo semelhante um ponto

de sela na origem, seu comportamento é dessemelhante.
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Sl y)=x'—y’

Figura 96. Modelos geométricos em 3D que produzem significado para pontos de sela.

Todavia, Kaplan (1962, p. 158) exibe a funcdo (e) f(x, y)=x’y*> que apresenta
curvas de nivel nas vizinhangas da origem que se nao se comportam deste modo como
os livros diddticos sugerem. Note-se que temos, pelo teste da Hessiana, que:
Vf (x,y) = (2xy*,2xy) = (0,0) & (x,y) = (0,0).

Além disso: H(x,y)=B’—A-C=(4xy)* —(2y*)(2x*) =12x*y*. E concluimos
que H(0,0)=0, portanto o teste é inconclusivo. Por outro lado, com o auxilio
computacional, podemos prosseguir nossa investigacdo, diferentemente no ambiente

lapis e papel, onde toda a atividade do estudante se da por encerrado apds a aplicacdo do

teste. Na figura 97 vemos que existe um ponto de minimo.

Figura 97. Superficie com ponto de minimo com curvas de nivel que se assemelham a
hipérboles

No livro de Wade (2004, p. 374) encontramos os seguintes exemplos:
f(x,y)=x> e g(x,y)=x". Mas quando analisamos a  expressio
B*-A-C=f.-f. f,=0"-2-0=0 para a primeira fun¢do. No segundo caso temos

2 2 2 . ~ 2
B°-A-C=f —f. f,=0 —-6x-0=0. Todavia, o autor ndo declara que neste caso €
inconclusivo, e sim, ao apresentar estes exemplos, menciona que podemos ter um ponto

de maximo, podemos ter um ponto de sela ( g(x,y) = x).
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No caso da funcdo f(x,y)=x’y*, intuimos pela figura que o ponto é de
minimo, mas suas curvas de nivel ndo se encaixam na descri¢cdo dada inicialmente.
Outro caso interessante acontece com a funcdo f(x,y)=x’—3xy’ que, conforme
Kaplan (1962) teremos vdrios pontos de sela nas vizinhancas de (0,0), todavia, pelo
teste da Hessiana, escrevemos: Vf(x,y)=(3x” —=3y?,-6xy) =(0,0) & (x,y) = (0,0).

Deste modo, podemos aplicar o teste apenas em um ponto. Continuando o
raciocinio, escrevemos H(x,y)=B*—A-C=(-6y)" —(6x)(=6x) =36y +36x>.
Observamos que na origem teremos H(0,0) =0, portanto, o teste € inconclusivo. Mas

assim, de acordo com as observacdes de Wade (2004), podem existir algum ponto de
maximo, algum ponto de minimo, entretanto, pela figura 98, e o comportamento das
curvas de nivel, devemos ter pontos de sela. Mas estranhamos a afirma¢do de Kaplan

(1962) quando menciona que existem multiplos ponto de sela.

Vista de
cima

Figura 98. Superficie que apresenta miltiplos pontos de sela.

Nossa tltima fung¢io apontada por Kaplan (1962) é descrita por z=4—y*. Seu

gréfico exibido abaixo se assemelha a uma cabana. Notamos que seguindo a orientacdo
de alguns livros didaticos, observando suas curvas de nivel que s@o retas, ndo
poderiamos afirmar que existe um ponto de mdximo ou minimo. Neste caso, temos
VF(x,y)=(0,-2y)=(0,0) < (x,y)=(0,0). Quando aplicamos o teste temos:
H(x,y)=B>-A-C=(0)’-(0)(-2)=0 V(x,y)e R*.

Na figura 99 observamos a interpreta¢do intuitiva, baseada na atribuicdo de

qualidades metaféricas ao objeto em questdo. Atitudes como esta é aconselhada por

autores como Butchart (2001), D”Amore (2007), Dias (2007) e Duval (1995b).
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Figura 99. Superficie com a aparéncia de uma “cabana”.

Kaplan (1962) utiliza a derivada direcional, aplicada duas vezes, para encontrar

os extremantes da funcdo z= f(x,y).

Seu estudo se reduz a andlise do comportamento da fungdo

2
;f (x,y)=A-Cos*(8)+2-B-Cos(8)-Sen(8) + C - Sen*(8) (*), que obtem-se derivando
u
- of - .
a  expressao o (x,y). Passamos  entdo a considerar a  vetor:
u

u= (x,¥)=(Cos(8),Sen(0)), e 8 € o angulo que este forma com a parte positiva do

eixo Ox.

. 3
No préximo passo, observamos que para Cos(%)zCos(—z)zo, tomaremos

6;&% e9¢%—>€0s(6)¢0 e entio colocamos em (¥), o termo Cos’(0) em

evidéncia, observe:

Sen(8).Cos(0) iC Sen*(0)

P(6) = ACos’(6)+2.B.Sen(8).Cos(8) + C.Sen’ (8) = Cos’(6) - (A+2.B. Cor ) o @

=Cos*(6)-(A+2.B. ie”(zg +CTg*(0)) .. P(6)=Cos*(6)-(A+2.BTg(6)+CTg*(0))
OS'

Agora a comparar a expressio de P(6)=Cos*(0)-(A+2.BTg(6)+C.Tg>(6))
com o polindmio Q(Tg(8))=(A+2.BTg(8)+CTg*(f)), substituindo Tg(8)=p,
segue que:

O(B)=(A+2.B.f+C.p*), onde A,BeCe R. Repare que temos as seguintes

possibilidades para a expressio: (A+2.B.8+C.5%)

(a) pode ser negativa (b) pode ser positiva (c) pode ser nula

Vamos analisar cada uma das hipéteses contidas no enunciado do teorema. Na

primeira hipétese (I), temos: B> —A.C <0e A<0 e quando olhando para expressdo
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(C.p* +2.B.+A), comparamo-na com a equagdo quadritica g(x)=C.x*+2.Bx+A e

seu grafico. Sabemos que se A=B*—A.C <0e A<0, ndo se tem raizes reais e como o

sinal de A que € negativo, seu gréfico serd do tipo mostrado nos gréficos abaixo em (1)

2
(figura 100). Portanto, a funcao

> (x,y) serd negativa em todas as direcdes.
u

No caso (II), temos as hipéteses de que A= B> —A.C <0 e A>0, e o raciocinio é
andlogo, mudando-se apenas sua interpretacdo geométrica para o grafico (2). Repare
que no primeiro caso, temos um ponto de mdximo local, enquanto que no segundo,

9 f

o’u

identificamos um ponto de minimo local, na condicdo que (x,y) € positivo em

todas as direcdes.

7 1 ' p

= B
=
R

i) h !

-

Figura 100. Interpretacdo grafica da equacdo quadratica obtida por Kaplan (1962, 170).

Nas condi¢des descritas em (a), devemos ter o seguinte sinal para o coeficiente

C, C<0. Além disso, repare que:

Py = acos*Ey+2.BSen| Z | CosE)+ CSen*F) = A0+2.B.1.0+C1=C -.PE)=C<0
2 2 2 2 2 2

, € do mesmo modo, substituindo os valores, concluimos P(%r) =C<0.

Em (III), se ocorre B>—A.C >0, ou seja, g(x)=C.x"+2.B.x+A apresentard
duas raizes distintas, digamos x, e X, representadas como no grifico em (3). Portanto, o

polinémio g(x)=C.x* +2.B.x+ A, é positivo para alguns valores de x, e negativo para

outros valores de X, que vemos pelo grafico representado em (3), na figura 100.

Portanto, concluimos a partir da expressao

P(6)=Cos*(6)-(A+2.BTg(0)+CTg*(d)), o mesmo comportamento e, assim, a
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2

expressao (x,y) serd positiva em algumas direcdes e negativa em outras direcdes.

o’u
Finalmente, no tltimo caso, se ocorre B>—A.C =0, o ponto critico pode ser mdximo

local de f (C <0) ou minimo local de f, no caso em que (C >0). Portanto, o teste é

inconclusivo, uma vez que dependemos do sinal da constante C (ver figura 101).

y EErS—_—
_?'X
5) rei
N S
o) e !

Figura 101. Argumentacdo de demonstracdo apoiada no comportamento da pardbola.

Mas vamos ilustrar nossa andlise considerando a seguinte funcdo

fx,y)=x +(x-y), e, neste caos, podemos obter que
Q(B)=(A+2.B.+C.B*)=(6x)+2.(0).5+2.8°) e analisando o ponto critico (0,0),
escrevemos: Q(f)=2.". Se plotarmos a fungdo anterior no MAPLE, obtemos a

seguinte superficie, seguida de suas curvas de nivel. Podemos observar que na
representacdo de suas curvas de nivel, para a parte negativa do eixo y, vemos uma
aparéncia de hipérboles. Enquanto que na parte positiva, temos curvas abertas que se
assemelham a  elipses.  Assim, empregando a andlise da  funcdo

Q(f)=(A+2.B.f+C.f3*), podemos desenvolver uma anélise minuciosa local em cada

ponto da superficie.

I+,

curvas de nivel

]
|
/7,

Figura 102. Andlise geométrica do comportamento da superficie num ponto.
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Concluimos esta secdo destacando a tabela abaixo que sintetiza as conclusdes a
respeito das obras didéticas as quais os alunos do IFCE té€m acesso durante a disciplina
Calculo III. Destacamos mais uma vez a discussao sobre a obra de Kaplan (1962), dada
as limitacdes registradas nos livros do Stewart (2004), Guidorizzi (2010) e Leithold
(1999), no que diz respeito a aplicacao do teste da Hessiana, com a anélise das curvas de
nivel.

Observamos que os dados sdo analisados no contexto de aplicagdo das nocdes de
formacgdo, tratamento e conversdo de registros. Por fim, observando as categorias
pertinentes a transicdo interna do CUV para o CVV (p. 61), apontamos a ultima linha

no quadro como o resultado das andlises que dizem respeito ao objetivo especifico (Cap.

3, p. 156).

Quadro 6: Resultado das andlises dos livros utilizados pelos alunos no estudo.

Elementos

STEWART (2004) GUIDORIZZI LEITHOLD
analisados 4* ediciio (2010) (1999)
5% edicao 2° edicao
Formacao de Explora apenas em Explora apenas em Explora apenas em
registros alguns exemplos alguns exemplos alguns exemplos
resolvidos resolvidos resolvidos
Conversédo de Explora de modo Com deficiéncia Com deficiéncia
registros satisfatério
Tratamento de | Satisfatério e sempre Satisfatorio e sempre | Satisfatério e sempre
registros presente presente presente
Quanto as Nao colocam em Nao colocam em Nao colocam em
demonstracdes evidéncia as ideias do evidéncia as ideias do | evidéncia as ideias do
CuV CUV CuUvV
Quanto as Indica o processo de Nao indica o processo Nao indica o
definicdes construgdo em alguns de construcio usando processo de
formais casos usando computador construcio usando
computador computador
Quanto as Invariincia notacional | Invarilncia notacional | Apresenta variagdo
nocoes e e detalhamento de e compressao de de notagdes e
simbologias simbologias simbologias compressdo de
simbologias
Quanto a Explora de modo Explora de modo Explora de modo
visualizacdo e razoavel as restrito as propriedades restrito as
propriedades propriedades geométricas dos propriedades
geométricas conceitos geométrigas dos
dos conceitos conceitos
Quanto a A obra estimula a A obra ndo estimula | A obra nao estimula
transicdo transigdo interna, a transigdo interna | a transi¢do interna
interna do com algumas
CUYV parao restricoes
Cvv

Fonte: Pesquisa do autor.
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Assim, as atividades que apresentamos na proxima se¢do os elementos
norteadores que fundamentardo a estruturagdo das mesmas. Reparamos que manteremos
a vigilancia com respeito a cada fase da Sequéncia Fedathi, nas teorias que adotamos
neste trabalho, numa perspectiva de complementaridade, e no sentido de sistematizar e

caracterizar as categorias diddticas que evoluem a partir de cada mediagdo.

4.2.5 Andlise das atividades e a concepcao da sequéncia
didatica

As sete tarefas estruturadas que apresentamos na sequéncia foram concebidas e
adaptadas com a intencdo de superar e evitar alguns problemas identificados na etapa
em que analisamos os livros didaticos. A partir deste estudo, destacamos os seguintes
aspectos que mereceram nossa maior atengdo no que diz respeitos em se evitar
determinados aspectos que consideramos essenciais:
> As atividades propostas apresentam elementos de natureza intuitiva que
proporcionavam as ligagdes entre os conceitos do CUV e do CVV na SF;
> As atividades propostas envolvem os conceitos principais desta investigacio e
exigem, do ponto de vista do professor e do aluno, a formagdo, tratamento e conversdo
de registros semiéticos do CUV e do CVV;
> As atividades propostas visam explorar elementos desconsiderados ou pouco
considerados pelos autores (STEWART (2004); GUIDORIZZI (2010); LEITHOLD
(1999)) em termos de registros grdficos em 3D, como, por exemplo, as no¢des de ponto
critico e ponto de inflexdo no R’;
> As atividades propostas proporcionam a visualizacdo como uma condi¢do
essencial para a operacionalizacdo e a conversdo efetiva de representagcdes semidticas;
> Evitar o que identificamos na literatura analisada que apresenta figuras que
descrevem casos gerais e na sequéncia de desenvolvimento dos tépicos ndo sdo
efetivamente usadas e/ou recordadas, caracterizando um papel secundério na explicacéo
e nos exercicios propostos pelo autor;
> As atividades propostas tiveram a intencdo de apresentar contra-exemplos para
teoremas que restritas ao uso de registros algébricos tornam-se inexeqiiiveis sem o
computado, sobretudo nas fases de fomada de posicdo e prova da Sequéncia Fedathi;
> As atividades propostas buscam a producdo e a reavaliagdes de intuicoes

afirmativas pertencentes ao CVV na fase 4 de prova da SF;
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> O papel secundario das figuras e desenhos relacionados aos conceitos do CVV,
exibidos nos livros consultados, ndo explicitavam um caréter realizavel (BONNEL,
1881) da construgdo geométrica em discussio;

> As tarefas propostas buscam registrar as concepgOes e as atitudes epistémicas
(DUVAL, 1991) dos estudantes com respeito aos conceitos do CVV na fase de prova da
SF;

Note-se que ao decorrer da regéncia das aulas (total de 17 aulas) envolvendo os
conteudos de curvas parametrizadas (duas aulas), limite (duas aulas) continuidade
(duas aulas), diferenciabilidade (tré€s aulas), derivadas de ordem superior (duas aulas),
extremos de funcdes (tré€s aulas) e integrais miiltiplas (tr€s aulas) necessitamos de um
total de dezessete aulas com aproximadamente uma hora e meia até duas horas de
duracido para cada sessdo de ensino dos contetidos acima.

Mas antes de apresentar as atividades, torna-se oportuno evidenciar algumas
caracteristicas do software Maple. Suas potencialidades sdo apontadas no trecho abaixo,

quando notamos que

A principio, a discriminagdo das varidveis visuais de um sélido (no
registro gréfico, a partir das técnicas classicas de representacdo no
ambiente lapis/papel) e as suas correspondéncias no registro analitico
nio € uma tarefa facil. Por qué? Por que em muitos casos, a
representagdo grafica no espaco tridimensional € dificil de fazer no
ambiente ldpis/papel, que sé tem como base o plano, de duas
dimensdes (o papel). (HENRIQUES, 2006, p. 68).

Pelo excerto acima, percebemos a possibilidade de superar alguns dos entraves
registrados na andlise de livros. Deste modo, realizamos um extenso levantamento da
literatura (ABEL & BRASELTON, 2005; ANDRADE, 2004; CELAYA-LIZARAGA e
SHINGAREVEJA, 2007; FRERY, 2009; GARVAN, 2002; GOMEZ, SALVY e
ZIMMERBANN, 1995; PUECH, 2009; PUTZ, 2003) especializada a respeito do
software Maple, que “é um programa comercial que propde um ambiente de cilculo

formal.” (PUECH, 2009, p. 4).

Seu emprego como recurso didatico/metodolégico tem sido recorrente em
pesquisas (ARENAS, 2003; ARSLAN, 2005; NARDI, 2008) em torno do
ensino/aprendizagem do Célculo. Em nossa tese, todas as figuras e elaboracdo das
atividades nas quais fizemos o uso deste software, ndo envolveram longos programas

que exigem um grande conhecimento em linguagem computacional. Seu uso ocorreu de
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modo predominante nas fases de tomada de posi¢do, de maturacdo e fase de prova da

Sequéncia Fedathi.

De modo concreto, empregamos apenas os seguintes comandos de plotagem
(plot2d, plot3d, spacecurve, intersecplot3d,
implicitplot3d, contourplot3d) e a intersecio de objetos como curvas
parametrizadas e superficies de funcdes do tipo z= f(x,y) e identificacdo de curvas
de nivel no plano e no espaco. Assim, com algum esfor¢o, acreditamos que seu uso
como instrumento didatico/metodolégico seja bastante vidvel numa aula de CVV,
principalmente no caso do CVV, que envolve longas rotinas que podem ser antecipadas

pelo programa.

Como por exemplo, podemos verificar por meio da andlise da continuidade de

todas as derivadas de primeira, de segunda ordem e mistas da fungdo
xy(x* = y%) - N . . ~
f(x,y)=—————, apossibilidade de ocorréncias das derivadas mistas desta fungao
X +y

e exibir suas derivadas usando os seguintes comandos:

>with(plots);

> fi=x*ry* (x22-y*2) / (x*2+y"2) ;
>Diff (f,x)=diff (£, x);
>Diff(f,y)=diff(£f,y);
>Diff(f,x,x)=diff (£, x,x);
>Diff(f,y,y)=diff(f,y,y);
>Diff(f,x,y)=diff(f,x,y);
>Diff(f,y,x)=diff (f,y,x);

Note-se que a determinacdo das mesmas usando apenas lapis e papel pode se
transformar num exercicio massacrante para o estudante, bastando observar as

derivadas mistas obtidas abaixo:

o’ (xy(x2—y2)]:

dy ox xz+y2
oyt 2y _2y2(x2—y2)+ 252 _2x2(x2—y2)+8x2y2(x2—y2)
X2+ 2 X2+ 2 2 22 X2+ 2 2 22 2 23
Y Y (x> +y%) Y (x> +y%) (x> +y%)
7 (xy(x*-y))_
dx dy x2+y2 B

x2_y2_ 2y2 _2y2(x2_y2)+ 2x2 _2x2(x2_y2)+8x2y2(.x2_y2)
X2+y2 x2+y2

2 2 2 2 3
Py TGPy (x*+y%)
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Por outro lado, a listagem das fragdes fornecida pelo computador permite a
realizacdo de algumas inferéncias semelhantes ao CUV, na medida em que o aluno
necessita analisar a existéncia cada uma dos limites em separado, facilitando assim a
transi¢do interna do CUV para o CVV que investigamos neste trabalho. Por fim, as
qualidades do Maple podem nos auxiliar no desenvolvimento de uma mediacdo que
estimule a formacdo, tratamento e formacdo de registros e, deste modo, verificar a

ocorréncia das categorias intuitivas que tencionamos registras nas fases da SF.

No que segue apresentamos as atividades exploradas em trés documentos
escritos de avaliagdo e outras atividades que surgiram no momento de tira-ddvidas com
os estudantes.

Note-se que as tarefas que chamamos de tira-dividas se constituiram de
encontros de atendimento individual dos estudantes que manifestarem maiores
dificuldades com os conteddos discutidos ao decorrer da disciplina Célculo III. E nestes
encontros mantivemos a sistemadtica de discussdo das fases previstas pela Sequéncia

Fedathi.
Atividade 1

Tarefa 1: Observando os graficos das parametrizacdes abaixo, indicar os pontos onde
ocorrem retas tangentes horizontais e verticais. Todas as curvas sdo lisas? Explique e

identifique. Pode rabiscar no desenho indicando as posicdes das tangentes.

8 2.4 6.8 19 12 14 5 1 15

54 '1? (ITD)

200 10

@
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e
o
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Objetivos: Analisar a atividade argumentativa dos estudantes provocando a produgdo de
intui¢Oes afirmativas, intuicdes conjecturais e antecipatorias

Acoes esperadas: O aluno devera apenas, com auxilio de uma reta, identificar e marcar os
pontos onde acredita existir a possibilidade de retas tangentes horizontais e verticais.
Caracterizacdo da acao do professor na SF: Nesta tarefa, na fase de romada de posicdo, de
aplicacdo da SF, o aluno deve analisar os registros em 2D exibidos na avalia¢do. No nivel II -
maturacdo da SF, proporcionamos e conduzimos o estudante na comparagdo dos registros em
2D com o registros grdficos fornecidos pelo computador. Na fase solugdo da SF o aluno deve
empregar e explorar o tratamento para a obtencdo de alguma resposta. Na prova, da SF,
estimulamos a comparagdo dos resultados obtidos a partir dos registros algébricos com os
registros geométricos (conversio) pouco explorados pelos livros didaticos.

Tarefa 2: Considerando as parametrizagdes a(t)=(t",t>,0), Bt)=(t'-1,t—1>,0),
o) =" =31*,°-31,0) e n(t)=(t>,+’-3t,0). Analisar a ocorréncia de retas tangentes

e verificar se todas sdo lisas ou nao.

Objetivos: Empregando o tratamento das representacdes identificar os pontos de retas
tangentes horizontais e verticais e comparar os dados obtidos com a tarefa 1.

Acoes esperadas: O aluno pode simplesmente obter dados analiticos a partir da formulacao

d dV
discutida em sala de aula @ __/dt .
dx dx

dt

Caracterizacdo da acio do professor na SF: Na romada de posi¢do da SF exploramos
registros em 2D. Nas fases de solucdo e prova da SF, estimulamos os estudantes a
comparacdo dos dados percebidos em termos dos registros da avaliacdo e no computador,
assim, exploramos a conversdo dos registros. Na fase de prova, estimulamos a produgdo de
intui¢des conjecturais e afirmativas por meio da comparag@o dos dados obtidos.

Tarefa 3 (aula de tira davidas): Construir os graficos das parametrizagdes

ait)=(>,t7,0), B =" -1,t—t>,0), 5@t)= (¢’ =3¢*,t°=3t,0) e n(t)=(t*,+’-3¢,0).

Objetivos: Recorrendo ao tratamento das parametrizagdes o aluno deverd construir os
graficos das parametrizagdes indicadas e, os gréaficos obtidos analiticamente devem ser
confrontados com os dados da tarefa anterior.

Acoes esperadas: O aluno emprega argumentos analiticos para identificar o comportamento
da parametrizagdo, quantidade de retas tangentes e se cada curva é lisa.

Caracterizacao da acdo do professor na SF: Na romada de posicao da SF estimulamos a
formacdo de registros geométricos em 2D. Na fase de maturagio, conduzimos a conversdo de
registros em 3D. Nas fases de solucdo e de prova da SF, exploramos a comparacdo dos
resultados e a revisdo das estratégias.

Atividade 2

Tarefa 1: Observando os graficos abaixo, discuta/comente em cada caso, o seu
comportamento na origem, se o grafico é limitado, comportamento da imagem,
definida ou ndo na origem, existéncia de limites na origem e, por fim, sua continuidade
na origem.
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Objetivos: Proporcionar a produgdo de conjecturas a partir da percepcdo e visualizagio de
registros grdficos. Evitar o tratamento dos registros algébricos como identificamos na analise

de livros de CVV.

Acoes esperadas: O aluno realiza uma interpretacdo visual dos graficos e compara com as
definicdes formais e propriedades que se recorda no momento, sem executar nenhum

tratamento das representacgdes.

Caracterizacao da acao do professor na SF: Na fase de romada de posicdo da SF,
exploramos registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na fase de maturagdo,
estimulamos a comparagdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo
computador. Na fase de solucdo da SF, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de
resolucdo e na fase de prova, desenvolvemos a reflexdo e verificagdo das intuicoes

afirmativas produzidas.

3 2
Tarefa 2: Considerando as fungdes f(x, y)zzx—; g(x, y):x_ e
X

2 x2 +y2
X . . - a ~ ~
h(x,y)=——— . Indicar o seu respectivo grafico usando a 1* questdo. Todas sdo
X +y

fun¢des continuas? Escolher e analisar a fungdo que vocé acha que possui derivadas
parciais continuas.

Objetivos: Identificacdo por meio da visualizagio das propriedades desejadas.

Acoes esperadas: No que diz respeito ao emprego de teoremas formais, os alunos devem
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realizar a verificagdo pelo modelo (€,J) apenas no caso de f(x,y)= € nos outros

x4y’

casos podem exibir contra-exemplos na fase de prova.

Caracterizacdo da acdo do professor na SF: Na fase de romada de posicdo exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na fase de maturacdo estimulamos a
comparacdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo computador. Na
fase de solucdo, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolucdo e na fase de
prova, desenvolvemos a reflexdo e verificacio das intui¢des afirmativas produzidas.

3 2

X . (X )_ X e
x2+y2’ 8X, Y x2+y2

Tarefa 3: Considerando as fungdes f(x,y)=

h(x,y)=——— . Analisar a continuidade de suas derivadas parciais de primeira e
X" +y

segunda ordem. Identificar seu comportamento geométrico.

Objetivos: Identificacdo do carater de continuidade no quadro analitico e geométrico.

AclOes esperadas: O aluno necessita diferenciar visualmente a natureza da

continuidade/descontinuidade na origem.

Caracterizacdo da acdo do professor na SF: No tomada de posicdo da SF, exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na fase maturacdo da SF, estimulamos a
comparacdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo computador. Na
fase de solucdo, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolucdo e na fase de

prova da SF, desenvolvemos a reflexdo e verifica¢do das intuicoes afirmativas produzidas.

Atividade 3

Tarefa 1: Verificar se as fungdes nos itens abaixo sio de classe C’e analisar as

condicdes do teorema de Clairaiut-Scharws.

x3 (XZ _ y2)
a) f(x, y) = _x2 + yz s¢ (X’y) * (0’0) b) f(x, y) — xy xz + yz s€ (X7Y) * (0,0)
0 se (x,y)=(0,0) 0 se (x,y)=(0,0)

Notamos que na sequencia, com o auxilio de um software fornecemos as suas

respectivas derivadas de primeira e de segunda ordem.

a) aa( 2x3 2]:_ 22y 20 aa[ zx3 2]: z?’xzz_ 22 2

Y{x"+y (x*+y?) X x“+y X" +y (x> +y%)
iz x _ 6x 14x° N 8x° iz x _ 2x° N 8x’y?
_ax2 [x2+y2J_x2+y2 (x2+y2)2 (x2+y2)3 . ayz(x2+y2J_ (x2+y2)2 (x2+y2)3

]
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b)a(xy(xz—y2)J:y(x2—y2)+ 227y 222y (2’

ox 2, .2 2, .2 2, .2 2
Xty X +y X +y (2 +y?)

a(xy(xz—yz)J:x(xz—f) C2xy? 2xyP (7))

p) 2.2 2.2 2.2 2
y x“+y X +y X +y (x2+y2)

0’ (xy(xZ—y"‘)J_ 6yx 6y(x’-y)x  8xy  8x'y(x’-)7)

3.2 2, .2 T2 .2 2 2 3
.ax X“+y X“+y (4% (2 +y?) (x> %)

’ ’

0’ [xy(xz—yz)j__ 6yx 6y(—yhx = 8xy'  8xy (x’-y?)
dy? B

.2 2 2 2 2 2 2 3
X +y X +y (x2+y2) (x2+y2) (x2+y2)

Objetivos: Diante da complexidade e tempo demandado para efetuar as contas no quadro
analitico, os alunos devem inicialmente produzir conjeturas relacionadas as intui¢des
afirmativas e conjecturais a respeito do grifico de suas derivadas de primeira e segunda

ordem.

Acoes esperadas: O  aluno deve identificar  visualmente a  natureza

continuidade/descontinuidade das derivadas de 1? e 2% ordem.

Caracterizacdo da acio do professor na SF: Na tomada de posicdo da SF, exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na maturagcdo da SF, estimulamos a
comparacdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo computador. Na
fase de solucdo, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolucdo e na prova,

desenvolvemos a reflexdo e verificag@o das intuicdes afirmativas produzidas.

Atividade 4

Tarefa 1: Observe a figura abaixo e responda justificando cada item na sequencia.
Consideramos a regido no plano R =[-3,3]x[-3,3] e a fungdo f(x,y)=x"y—xy’
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R=[33[33]

a) Dentre os pontos indicados, qual deles ¢ um ponto de inflexdo? Justificar
baseando-se na figura e nas contas.

b) Dentre os pontos indicados, qual deles é um ponto de mdximo/minimo?
Justificar.

c) Identificar na superficie aonde o teste da Hessiana € inconclusivo. Observe suas

curvas de nivel. Qual a aparéncia das curvas neste ponto? E nos demais pontos?
=1

d) Quantos pontos de sela, de maximo local e minimo local a superficie apresenta?
Comentar e Justificar.

Objetivos: Identificacdo visual de pontos de méximo, minimo, inflexdo na superficie.

Aquisicao de crencgas perceptuais a partir da andlise visual e interagdo com o objeto.

Acoes esperadas: O aluno deve identificar visualmente as propriedades dos pontos desejados

na situacdo e, em seguida, verificar analiticamente, comprovando ou ndo suas impressdes
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visuais.

Caracterizacdo da acdo do professor na SF: Na romada de posicdo, da SF, exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na fase de maturacdo da SF,
estimulamos a comparagdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo
computador. Na solu¢do, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolugdo e na

prova, desenvolvemos a reflexao e verificacio das intuicées afirmativas produzidas.

Atividade 5

Tarefa 1 (avaliacao): Calcular o volume limitado pelos objetos descritos no conjunto

A={y'=x;x*=yez=x"+4y’}

Objetivos: Identificar por meio da visualizacdo os limites de integrac¢do. Identificar por meio

do tratamento das representacdes os limites de integracao.

Acoes esperadas: Esperamos que a partir de um habito que deve ser estimulado ao decorrer
da disciplina, o estudante requer a andlise visual da situacdo com o apoio do software. A

producio de intuicées afirmativas é esperada.

Caracterizacdo da acio do professor na SF: Na tomada de posicdo da SF, exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na maturacdo da SF, estimulamos a
comparacio de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo computador. Na
solugcdo, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolugdo e na prova,

desenvolvemos a reflexdo e verificag@o das intuicoes afirmativas produzidas.

Tarefa 2 (avaliacio): Calcular o volume limitado pelos objetos descritos no conjunto

A={z=1-x"-y" ; 1=x>+y" e z=4)

Objetivos: Identificar por meio da visualizacdo os limites de integracdo. Identificar por meio

do tratamento das representacdes os limites de integracao.

Acoes esperadas:

Caracterizacao da acao do professor na SF: Na tomada de posicdo, o aluno é estimulado a
analisar o registro em 2D que exibimos na 3% avaliagdo. Na fase de maturacdo, buscamos
estimular a producdo de intuicdes conjecturais a partir da exploragdo de registros graficos em
3D fornecidos pelo computador. Na solugdo, estimulamos o tratamento dos registros e a
resolucdo efetiva da tarefa. Na prova da SF, estimulamos a revisdo das estratégias e das

possiveis intuicoes afirmativas produzidas nas etapas anteriores.
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Tarefa 3: Calcular o volume limitado pelos objetos descritos no conjunto

A={z=x+y;0<y<ley=x’}

Objetivos: Identificar por meio da visualizacdo os limites de integracdo. Identificar por meio

do tratamento das representagdes os limites de integracao.

Acoes esperadas: O aluno pode efetuar apenas o tratamento de registros em 2D e, neste caso,

esperamos a producdo de intuicdes afirmativas. Por meio da mediagcao

Caracterizacdo da acio do professor na SF: Na romada de posicdo, o aluno € estimulado a
analisar o registro em 2D que exibimos na 3* avaliacdo. Na maturacdo, buscamos estimular a
producdo de intuicdes conjecturais a partir da exploracdo de registros em 3D fornecidos pelo
computador. Na solugdo, estimulamos o tratamento dos registros e a resolugdo efetiva da
tarefa. Na prova, da SF, estimulamos a revisdo das estratégias e das possiveis intui¢oes

afirmativas produzidas nas etapas anteriores.

Atividade 6

Tarefa 1: Argumentar detalhadamente os resultados e teoremas necessdrios para

verificar a no¢do de diferenciabilidade de uma funcdo no CVV.

Objetivos: Inferir o conhecimento e a capacidade de memorizacdo e significacdo destes

objetos. Identificar a manifestagdo de imagens mentais sobre os objetos do CVV.

Acoes esperadas: Em virtude da natureza complexa dos registros de representacio semiéticos
do CVV, os alunos devem se apoiar, pelo menos em parte, nas representacdes do CVV

(quadros aritmético, geométrico e algébrico).

Caracterizacdo da acdo do professor na SF: Na romada de posicdo, da SF, exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na maturacdo da SF, estimulamos a
comparacdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo computador. Na
fase de solucdo, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolucdo e na fase de

prova, desenvolvemos a reflexdo e verificacdo das intuicdes afirmativas produzidas.

Tarefa 2: Fornega uma interpretacdo e/ou significado para os objetos: limite, derivada e

integral. Vocé€ consegue interpretd-los geometricamente?
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Objetivos: Inferir o conhecimento e a capacidade de memorizacdo e significacdo destes

objetos. Identificar a manifestagdo de imagens mentais sobre os objetos do CVV.

Acoes esperadas: Em virtude da natureza complexa dos registros de representacio semiéticos
do CVV, os alunos devem se apoiar, pelo menos em parte, nas representacdes do CVV

(quadros aritmético, geométrico e algébrico).

Caracterizacdo da acio do professor na SF: Na tomada de posicdo da SF, exploramos
registros de natureza algébrica e geométrica em 2D. Na maturacdo da SF, estimulamos a
comparacdo de registros no plano com os registros em 3D fornecidos pelo computador. Na
fase de solucdo, orientamos a aplicacdo das estratégias efetivas de resolucdo e na fase de

prova, desenvolvemos a reflexao e verificacio das intuicées afirmativas produzidas.

Atividade 7

Tarefa 1 (avaliacio): Identifique suas dificuldades e diferencas que vocé sentiu do
Calculo I para o Célculo I1I? Compare-os!

Objetivos: Identificar entraves a compreensdo, o significado, o estatuto de confianca

atribuido pelo estudante aos conceitos estudados no CVV.

Consideracdes para analise: Os dados sdo analisados na perspectiva de Duval (1991, p 254)
com relagc@o a nocdo de atitude epistémica que se caracteriza pela produgdo de determinada
propriedade, mediante a elaboracdo de uma sentenca proposicional relacionada as nogdes

principais do CVV.

4. 2.6 Perfil dos participantes e analise institucional

No que diz respeito ao perfil do piiblico alvo, inicialmente contamos com a
participagd@o inicial de aproximadamente 80 estudantes regularmente matriculados na
disciplina Célculo III (do 4° semestre), nos periodos letivos 2009.1; 2009.2; 2010.1 e
2010.2, entretanto, num momento posterior, escolhemos alguns dos sujeitos foram
selecionados com vistas a um acompanhamento mais prolongado ao decorrer de cada
semestre e a evidencia de fornecimento de um ndmero maior de dados durante as
entrevistas semi-estruturadas e ao decorrer da aplicacdo das fases de ensino previstas na
SF.

Exibimos os sujeitos escolhidos na tabela abaixo.
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Quadro 7: Lista dos alunos que forneceram dados ao decorrer de todas as fases da Sequéncia
Fedathi.

Lista dos alunos escolhidos na amostra total de 80 alunos

Alunos Aluno 29 Aluno 24 Aluno 7 Aluno 21
escolhidos
Lista dos alunos escolhidos na amostra total de 80 alunos (apéndice I)
Alunos Aluno 8 Aluno 15 Aluno 17 Aluno 23
escolhidos

Fonte: Elaboragdo prépria.

Os sujeitos participantes do estudo foram informados e convidados para
participar de modo voluntdrio na investigagdo. O estudo foi desenvolvido sempre em
sala de aula e as entrevistas semi estruturadas foram aplicadas sempre de modo
individual ao decorrer das sessdes didaticas em sala de aula, durantes as ‘aulas de
davidas’ previamente estabelecidas com os sujeitos e ao decorrer da aplicagdo de duas

avaliagOes cujas tarefas foram descritas na se¢do passada.

No decorrer da disciplina de Calculo III (100h/a) passamos a escolher alguns dos
alunos. Os critérios de escolha foram: (i) os sujeitos que nos forneceram e participaram
de uma quantidade maior de atividades e momentos de didlogo entre professor/aluno;
(ii) os sujeitos que proporcionaram uma quantidade maior de dados empiricos em
observancia aos conteidos em foco; (iii) os alunos que forneceram dados durante todas
as fases da Sequéncia Fedathi; (iv) alunos que manifestaram suas concepgdes relativas a
transi¢do interna do CUV para o CVV.

Com respeito ao Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia — IFCE
observamos que, de modo geral, as disciplinas de Calculo oferecidas para a licenciatura
se restringem ao modelo de apresentacdo tradicional, com a exploracdo exclusiva das
midias lapis/papel, sobretudo as disciplinas que antecedem o Calculo III.

Realizamos uma consulta junto a coordenacdo dos cursos de Licenciatura e,
verificamos que o Unico laboratério do curso (LIADE) € utilizado apenas para a
exploragdo de outras disciplinas da Licenciatura em Matemadtica, como no caso do

Calculo Numérico.
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Capitulo 5: EXPERIMENTACAO E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo iniciamos a apresentagdo, discussdo e indicagdo dos dados mais
relevantes colhidos junto aos alunos (alunos 7, 21, 24 e 29) no decorrer do estudo. Para

o leitor, indicamos que os trechos destacados em fonte vermelha indicam e registram

as categorias intuitivas que nos propomos a analisar/registrar ao longo das fases da SF.

Acrescentamos ainda que nas secoes 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, discutimos os dados
colhidos ante a resolucdo das atividades 1, 2, 3, 4 e 5 (p. 220-227). Por fim, na secdo
5.5, discutimos os dados referentes as atividades 6 e 7 (p. 228-229).

5.1 Fase de Tomada de posicdo: relatos das entrevistas individuais e

analise de resultados.

Neste capitulo, apresentamos as andlises dos resultados das entrevistas. Esta
secdo foi reservada para examinar-mos os resultados individuais de alguns dos
participantes (alunos 7, 21, 24 e 29) do estudo, no periodo 2009/2010. A escolha destes
sujeitos, em uma amostra total de 80 alunos, durante quatro semestres letivos, derivou
das condi¢des em que eles forneceram quantidade relevante de dados, em todas as fases
da Sequéncia Fedathi.

No que segue, descrevemos os dados com base na indicacdo da respectiva fase
da metodologia Sequéncia Fedathi. Destacamos nesta parte inicial, os relatos dizem
respeito aos dados colhidos da produgdo dos estudantes ante as cinco atividades
apresentadas e estruturadas como resultado do estudo da andlise de livros didaticos de
CVV.

Na tomada de posicdo, os estudantes foram postos em contato, inicialmente,
com cinco atividades. Nesta etapa, com arrimo nas perspectivas tedricas (cap. 3) pelas
quais optamos nesta pesquisa e, com base nos objetivos almejados, estimulamos a
andlise apoiada na percepgdo e na visualizagdo, bem como a identificacdo global dos
dados relevantes dos problemas do CVV ao decorrer da disciplina Célculo III.

Assim, nesta fase, o processo investigativo do aluno 29 foi estimulado com a
exploracdo de registros de representagcdo semidtica em 2D, como os que exibimos nos
protocolos impressos e fornecidos aos participantes na atividade 1 (Cap. 5, p. 220).

Na figura 103, o aluno 29 analisou, por intermédio da percepcdo e da

visualizacdo, os registros grdficos no documento escrito.
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Ao ser questionado a respeito do comportamento das curvas parametrizadas, o
aluno 29 expressou-se por intermédio da /ingua natural e, sem o apoio do tratamento de

registros, explicou que

O gréfico I possui trés retas tangentes, duas retas horizontais € uma
reta tangente vertical. O grafico II possui duas retas tangentes verticais
e uma reta tangente horizontal. No grafico III temos apenas duas retas
e no gréfico IV vejo que tem uma reta tangente paralela ao eixo Ox na
origem...

Destacamos o fato de que na fomada de posigdo - no decorrer das sessdes de
ensino dos conteidos do CVV previstos na disciplina, ndo estimulamos o emprego
precipitado de registros algébricos do CVV, o que, de certo modo, antecipa o
tratamento e, portanto, a algoritmizacdo indesejada. Sublinhamos em sua fala algumas
dificuldades e possiveis erros conceituais das afirmagdes que foram produzidas com a
visualizag¢do dos registros grdficos obtidos gragas ao apoio computacional. Tais erros e
imprecisoes colhidos na fase inicial sdo revistos e sistematizados na maturag¢do, com a

inteng@o de compreender as principais varidveis envolvidas nas atividades.

Figura 103. O aluno 29 analisou os registros grdficos presentes no documento escrito na fase
tomada de posicdo (atividade 1, tarefa 1).
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O aluno 24 comentou e apresentou sua argumentagdo para a questdo da
atividade 1 (p. 220). Em alguns aspectos, suas declaragdes estdo concordes com as
declaracdes produzidas anteriormente pelo aluno 29, entretanto, no seu discurso,
destacamos alguns trechos que confirmam a extracdo dos dados por intermédio da
percepcdo e visualizacdo das propriedades dos registros grdficos.

De fato, nas linhas 3 e 4, registramos a intuicdo afirmativa, ao declarar que

“Podemos identificar as retas tangentes através da taxa de variacdo de x(¢), calculando suas

. . L. , - orizontal ; .
derivacdes implicitas, através da notagdo @ __/dt z 1g horizontal »» Note-ge que as
dx d%t vertical  tg vertical

demonstragdes que envolvem tal formulacdo se apresentam complexas e, de modo
geral, os livros didaticos analisados se restringem a aplicar o quociente pelo aluno 24,
dando conta da quantidade de retas tangentes, mas exploram com deficiéncia suas

propriedades por meio de registros grdficos. Vejamos isto na figura 104.

aluno 24

Justificativas e comentirios: b
/ 1 o Jangils ArugImIALo 25
§ T fr) oo, 3 naken m»f\«]mﬁmmﬁfmﬂlﬂm*lwﬁm ohigiv (0103 Toma»
D (1) ¢ (1-2) psppebivaenen® 2 wemos S ™ .
iy, Pl Prde o Ly -itﬁﬁmémﬂfﬁw}dm,a 31@(,9.’5 Pedtumé? '@T{wwl L3
o Yl aond (e, taygls m&k@faﬁ deowi), cadoudomdo 08 T
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Figura 104. O aluno 24 produziu intui¢ées conjecturais com base na visualizacdo dos registros
graficos (atividade 1).
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Na tomada de posicdo, com suporte na percepcdo e a visualizacdo, os
estudantes produziram intuicées conjecturais que necessitaram ser confirmadas na fase
subsequente da SF. Reparamos que os registros grdficos proporcionaram a seguinte
declaracdo que destacamos na linha 11 (figura 104), produzida pelo aluno 24, ao

mencionar que

No grafico (IV), observamos que a figura ndo possui tangente vertical.
Observamos que a curva (IV) ndo é diferenciavel, pois hd uma
“ruptura” do grafico na origem. Todos os outros graficos sdo
diferencidveis.

Nas declaragdes do aluno 24, registramos as intui¢cdes conjecturais quando
mencionou, no excerto acima, que “observamos que a curva nao € diferenciavel, pois ha

uma “ruptura” do gréafico na origem”.

A confirmacdo desta intuicdo conjectural que envolveu o emprego de uma
metafora (“ruptura”) pode ser confirmada nas etapas seguintes da SF. Registramos,
todavia, o emprego de uma metdfora peculiar ao contexto de ensino do CUV no
contexto do ensino do CVV, o que facilitou a comunica¢do das ideias entre alunos e
professor, o que propiciando a transicdo interna (ALVES e BORGES NETO, 2011a,
2011b).

Na fomada de posic¢do, analisamos as a¢des e declaracdes produzidas pelo aluno
7, que indicamos na figura 105. Reparamos que as limitagdes dos registros grdficos em
2D impostas pela prépria midia (folha de papel) provocaram determinadas declaracdes

que constituiram intuicoes conjecturais.

Ao ser questionado sobre os objetos de sua andlise apoiada na visualizacdo dos

registros grdficos em 2D da atividade 1, o aluno 7 explicou que

Eu estou procurando as tangentes...s6 que nao consegui encontrar
nenhuma tangente no grafico...porque eu tentei passar uma reta nesse
ponto...no gréfico....eu tentei passar uma reta no 2...(0,2)....

Na figura 105, demarcamos o momento em que o estudante se apoiou em suas
habilidades perceptivas, na ocasiio em que buscou compreender a conversdo dos
registros, o0 que proporcionamos no documento escrito. Reparamos que o mesmo nao
desenvolveu o tratamento dos registros para declarar sentencas proposicionais a

respeito das propriedades que divisou nos registros grdficos em 2D.
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Figura 105. Na tomada de posi¢do o aluno 7 produziu intui¢ées conjeturais com base na
identificacdo perceptual das propriedades dos registros grdficos.

Perguntamos ao aluno 7 sobre a localizagdo das retas tangentes verticais e
horizontais nos registros grdficos exibidos na atividade 1, tarefa 1 (p. 220). Observamos

sua argumentacao do seguinte trecho:

Reta horizontal tem aqui... Ah ti...tem uma aqui...no ponto (0,0)
...aqui perto do 2...tem duas retas tangentes...uma horizontal e
vertical....se encontram neste ponto.. Nesse ponto aqui sdo
concorrentes.... Nao ta dando para ver bem... mais aqui ndo.... Pelo
que eu estou vendo..(0,0,0).aqui tem uma..Aqui em
baixo....uma..reta..duas...tr€s retas tangentes....agora eu acho que nesse
ponto ela ndo ¢ paralela ao eixo...

Destacamos as limitagdes dos registros grdficos em 2D, exibidos na folha de
papel, sem a possibilidade exploracdo e mobilidade dos mesmos. Por outro lado, ao
afirmar que “Nao estd dando para ver bem... mais aqui ndo.... Pelo que eu to

2

vendo...(0,0,0)..aqui tem uma...Aqui em baixo...” Notamos aqui uma infuicdo

conjectural produzida na tomada de posicdo, em relagdo a atividade 1.

Esta declaragdo que envolveu a mobilizacdo de conhecimento intuitivo, com o
apoio inicial da percepgdo e visualizagdo, ndo se manifesta em um contexto de ensino

que prioriza a algoritmizacdo e o emprego de regras definidas a priori pelo professor.

Na figura 106, vemos as estratégias do aluno 7 ante a atividade 1, tarefa 1 (p.

220), na tomada de posicdo.
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Figura 106. O aluno 7 analisa os registros grdficos e desenvolve intui¢ées conjecturais na
tomada de posic¢do.

As limitacdes do software Maple proporcionaram a formagdo de registros
grdficos que podem funcionar com elementos cognitivos conflitivos entre o modelo
matematico formal e o modelo computacional. Foi o que notamos com o aluno 21 que,
ao decorrer da resolugdo da atividade 1, tarefas 1 e 2 (p. 220), na tomada de posigdo,
analisou os registro grdficos em 2D e declarou que

Eu achei estranho essa parametrizagdo...€ sempre positiva...mas nos

grificos s6 tem um que fica positivo..que € esse ai...ai pode pois
podemos associar a cada uma um gréfico...esse daqui tem parte

[Tl

positiva e negativa....o “x” pode ser positivo ou negativo nesse daqui
também....mas a curva alfa aqui...eu sei que esse daqui € esse....pode
gerar o grafico no computador?

Observamos, entdo, que o préprio estudante identificou as limita¢des do registro
grdfico e requereu uma andlise minuciosa com base no registro grdfico em 3D
fornecido pelo computador. Os dados colhidos da ac¢do do aluno 21 serdo discutidos na

maturagdo da SF, na proxima secao.
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E de se notar, todavia, que, durante as aulas de tira ddvidas, o aluno 21 nos

forneceu a indicagdo da seguinte parametrizacdo a(t)=(t>,t’,0) e a sua descricio em
3
coordenadas cartesianas indicada pelo registro algébrico y = xA (atividade 1, tarefa 2).

Toda sua argumentacio fornecida para a atividade 1 foi consequéncia de suas
andlises das propriedades destes dois registros algébricos que designam o mesmo
objeto matematico. Além disso, a conversdo (DUVAL, 1995) destes para uma descri¢do
grafica foi proporcionada pelo computador, e a nossa mediagdo, apoiada nos
pressupostos da SF e na teoria de Duval (1995), indicou a importéancia de se estabelecer

as relacdes entre registros algébricos distintos.

No que diz respeito a atividade 2 (p. 222), durante a aula de tiradividas, o aluno
29 buscou compreender o significado da ideia de uma funcdo de duas varidveis reais

que possui imagem limitada. Reparamos na figura 107 que o aluno procurou
compreender o comportamento de uma fungdo Sen(—j, com imagem limitada, e outra
X

funcdo 1 , que possui imagem ilimitada. Sua atitude produziu um significado intuitivo
X

interessante, que foi readaptado ao contexto de ensino do CVV. Sua atitude mostrou-se
positiva e facilita a transicdo interna do CUV para o CVV. Podemos observar isto na

figura 107. Nela o sujeito comparou o comportamento dos graficos na atividade 2.

| W/
n

—

‘?-\: (f:/ 3 —7/L y

9

Figura 107. O aluno 29 produziu um significado geométrico de uma defini¢ao que foi
readaptada ao contexto do CVV.
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Durante a aula de tiraddvidas, o aluno requisitou o auxilio computacional, e
desde que estavamos lidando com registros grdficos em 2D, empregamos o software
Geogebra com vistas a identificar/caracterizar as propriedades importantes.

Atividades desta natureza funcionaram de modo positivo na ocasido em que,
durante a atividade 2 (tarefas 1 e 2, p. 221), o aluno 29 (ver figura 108) percebeu nos
registros grdficos a pertinéncia do emprego das intuicoes conjecturais produzidas para
o caso do CUV. Na figura 108, o aluno 29, por meio da percepcdo e da visualizacdo
dos registros grdficos em 2D fornecidos pelo computador, buscou compreender a nog¢éo

de imagem limitada/ilimitada.

Figura 108. O aluno 29 explorou as propriedades do registro grafico com arrimo no software
Geogebra, o que proporcionou a producdo de intuicdes conjecturais.

O aluno 24, na resolugdo da atividade 2, na tomada de posicdo, explorou, por
intermédio da visualizacdo e percepgdo, as propriedades dos registros grdficos em 2D,
exibido no documento escrito. De modo semelhante ao que ocorreu com o aluno 29,
consoante mostrado, o aluno 24 produziu intuicdes conjecturais relacionadas com a

nog¢do de imagem limitada/ilimitada da fun¢ao (atividade 2, tarefa 1, p. 221).

Esse grafico aqui € diferente desse...aqui estd sem o buraco...esse nao
existe nas proximidades porque ndo € continua...na origem...com essa
vista de cima aqui t6 achando que ndo...com esse buraco aqui...td
achando que ¢ diferente o gréfico... Ndo existe continuidade na
origem...o limite ndo existe na origem porque ndo existe continuidade
na origem... No item (I) a funcdo € limitada....no item (II) € ilimitada...
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O trecho destacado no discurso imediatamente anterior do aluno 24, constitui
uma intuicdo conjectural que se manifestou na andlise perceptiva de um registro
grdfico 2D, na tomada de posicdo. Mais uma vez, indicamos o uso de uma “metéafora”,
visando a significar uma determinada propriedade formal. O uso de metaforas pode
substituir, na fase inicial da SF, o emprego de definicoes formais do CVV, o que, na
maioria dos casos, se mostrou pouco freqiiente nos estudantes que participaram do

estudo.

Quando o aluno 24 declarou que “Esse grafico aqui € diferente desse...aqui ta
sem o buraco”, suas ilagdes envolveram proposicdes com um valor epistémico
(DUVAL, 1999) de carater ndo inferencial, propriedade importante de um raciocinio
intuitivo. Este tipo sentenca proposicional produzida na tomada de posicdo ¢é
incongruente com o ensino tradicional sem a exploragdo de recursos tecnoldgicos e a
formagdo e conversdo (DUVAL, 1999) de registros grdficos. Registramos o momento

de suas andlises na figura 109, ante a atividade 2 (p. 221).

Figura 109. Na romada de posi¢do o aluno 24 se apoiou em sua capacidade de visualiza¢@o para
compreender a condi¢do de imagem limitada.

Notemos que na tomada de posicdo, exploramos condigdes necessdrias, mas nao
suficientes, para a andlise da existéncia de limites requeridos na atividade 1. Tal opcao

decorre do que concluimos nas anélises dos livros didaticos na sec¢ao anterior (p. 184).
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Vejamos que, no ensino restrito as midias lapis/papel, em decorréncia da
preponderancia do tratamento de registros algébricos, os estudantes sdao estimulados na
verificacdo das condi¢des suficientes para a existéncia de limite, neste caso, na origem.

Na resolucdo da atividade 2 (tarefa 1), na tomada de posicdo, o aluno 7 forneceu
as seguintes sentencas proposicionais (ver figura 110), com o auxilio apenas de
registros na lingua natural. Mais uma vez, divisamos o emprego de termos intuitivos

que indicam intui¢des conjecturais necessarias para a resolugdo da atividade 2.
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Figura 110. Explicagdo fornecida pelo aluno 7, com o emprego de registros na lingua natural.

Sublinhamos que, explorados a percepcdo e a visualizacdo dos registros
grdficos adequados, proporcionamos, na tomada de posi¢cdo, a mobilizagdo de um
conhecimento de carater descritivo (linhas 2, 5 e 8) dos objetos envolvidos na atividade
2 (tarefas 1 e 2, p. 223). Dificilmente um aluno manifesta um saber desta natureza

quando restringimos o ensino do CVV ao ambiente lapis e papel.
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Com respeito aos registros exibidos na atividade 2, na identificagdo por
intermédio da percepgdo e da visualizacdo do grafico, a presenca do registro grdfico em
2D ¢é imediata (linha 2). Observemos, que na linha 5, temos um argumento empregado
sem o recurso efetivo de nenhum tratamento dos registros algébricos do CVV.

Por outro lado, o aluno 7 reconheceu o modelo formal que condiciona a

113

existéncia do limite. Quando relatou na linha 5 que “...a imagem, dependendo da
parametrizacdo tomada ao se aproximar da origem por ir para mais ou menos infinito”,
e isto caracteriza uma infuicdo conjectural que registramos na romada da posicdo. Por
fim, discutimos os dados produzidos pelo aluno 21 na tomada de posicdo, quando nos

forneceu, por intermédio exclusivo da lingua natural, as seguintes explicacdes

2
descritivas da funcdo expressa pelo registro algébrico f(x,y)= 2x 5
X +y

(tarefa 2).
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Figura 111. O aluno 21, na faze tomada de posi¢cdo, forneceu explicacdes descritivas para a
fungdo da atividade 2 (tarefa 2, p. 223).
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Na linha 1, por intermédio da visualizacdo e percepgdo das propriedades dos
registros grdficos em 2D, o aluno empregou um argumento intuitivo para verificar o
cardter limitado de sua imagem. Com efeito, na linha 3 o aluno 21 (ver figura 111),
manifestou uma intuicdo conjectural, ao declarar que “A fung@o ndo estd definida em
(0,0), pois apresenta um buraco nessa regido...” que identificamos na fomada de
posigdo.

Ainda por intermédio da visualizacdo, o aluno 21, sem recorrer ao tratamento
dos registros algébricos, indicou que sua imagem se aproxima de 0 e de 1. Na linha 7, o
aluno identificou seu dominio e, apenas com o uso da lingua natural, descreveu o
comportamento limitado da imagem da func¢do que apresentamos na atividade 2.

Por fim, destacamos na atividade descritiva do aluno 21, na tomada de posicao,
a manifestacdo de uma intuicdo afirmativa quando declarou na linha 4 que: “O limite
também existe, pois independe do caminho...”. Tal categoria intuitiva é caracterizada
aqui como afirmativa, pois é impossivel, com auxilio apenas do registro grdfico, tomar
uma atitude conclusiva sobre a existéncia dos limites fornecidos na atividade 2 (p. 223).
Por outro lado, tais argumentos mais precisos deverdo ser empregados apenas nas

proximas fases da SF. Observemos as linhas destacadas na figura 112.
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Figura 112. O aluno 21 manifestou intuicdo afirmativa na tomada da posi¢do a respeito da
atividade 2.
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Na atividade 3, tarefa 2 (p. 223) fornecemos aos estudantes registros algébricos

que obtivemos por intermédio do computador, relacionados com as funcdes

’ (" =y

fl,y)= % e f(x,y)=xy—5——~. A escolha destas foi decorrente das andlises
X +y X+

dos livros realizada na secdo imediatamente passada. Ante a atividade 3, aluno 29

declarou

As derivadas de segunda ordem tem que ser continuas para
comutarem...as mistas..mas a derivada parcial...a gente analisa
aqui...a funcdo tem que existir...se a gente redefinir....a gente pode
pegar por partes...estes limites....

Indicamos aqui, de modo destacado, uma sentencga proposicional que caracteriza
uma intuicdo afirmativa. Sublinhamos a ideia de que o aluno 29 admitiu néo estudar de
modo aprofundado as demonstragdes formais envolvidas na tarefa 1, proposta nesta
atividade (p. 224).

13

Identificamos, também, o fato de que quando mencionou que “...a gente pode
pegar por partes...estes limites....” 0 aluno empregou um método de resolucao tradicional
no CUYV, entretanto, em virtude da complexidade dos registros algébricos do CVV, tal
argumento € pouco explorado nos livros didaticos, como apontamos na andlise desses
compéndios, no capitulo anterior.

De modo semelhante, na atividade 3, indicamos a seguinte declaracdo
proveniente do aluno 24, na tomada de posicdo, antes de efetuar tratamento algum
sobre os registros algébricos fornecidos na atividade: “Sim pega uma fracdo e depois
pega a outra fragdo....mas eu pego primeiro a fragdo com sinal de menos...e..depois...”.

Observamos que ele manifestou a producdo de sentengas proposicionais a
respeito do comportamento de um registro algébrico formado com a presenca do
computador. Sua declaracdo constitui uma intuicdo conjectural que necessitou ser
confirmada nas etapas subsequentes da Sequéncia Fedathi.

O aluno 7 manifestou uma anélise e descreveu um cédlculo mental a respeito do
comportamento dos registros algébricos relacionados as derivadas parciais das funcdes
acima, quando mencionou que: “Sim...indeterminacdo nessa segunda..fracdo....se de
uma indetermina¢do na segunda...ja morre...Nao muito por que é de cabeca....dd muito
ndo...”. Notamos em seu discurso produzido na tomada de posi¢do, uma identificacdo
no registro algébrico da ideia de indeterminacdo na fracdo. Neste caso, o estudante
produziu intuicbées conjecturais que anteciparam sua resolucdo e o tratamento formal

dos registros algébricos em foco.
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O aluno 21 declarou: “Mas as derivadas primeiras todas tem que ser
continuas...nfo....nd0 necessariamente....pode ser ou pode ndo ser..por que nessa

segunda aqui tem uma indeterminacdo...quando y — 0. Mais uma vez, registramos a
atividade discursiva do estudante ao desenvolver uma andlise com arrimo na percepgdo
e na visualizagdo dos registros algébricos fornecidos na atividade 3 (p. 224).

O aluno 21, de modo semelhante ao aluno 7, com respeito a atividade 3 (tarefa
1), indicou a possibilidade de uma identerminacdo em uma das fragdes presentes nos

09? x? 6x%y 8xty
= +
dy ox | x2 + y2

seguintes registros algébricos:

2 3
(P+yh) (P +yh)

dy ox xz+y2
x2_y2_ 2y2 _2y2(x2_y2)+ 2x2 _2x2(x2_y2)+8x2y2(x2_y2)
x2+y2 x2+y2 x2+y2

9’ (xy(xz—yz)J:

(243" e )

Notemos que a formacdo destes registros algébricos foi assegurada pelo
computador. Na pratica, € muito fastidioso exigir que o préprio estudante, por meio de
um longo tratamento deles, obtenha os resultados ha pouco indicados. Assim, na fase 1
— tomada de posig¢do - por intermédio da formagdo de registros, proporcionamos a
produgdo de intuicdes conjecturais por intermédio de uma analise visual dos registros
fornecidos na atividade 3.

Com respeito a atividade 4 (p. 226), na tomada de posicdo, proporcionamos a
exploragdo da atividade perceptiva e da visualizagdo das propriedades de registros
grdficos em 2D como os que obtivemos por intermédio do software Maple. Reparamos

na figura 113 que o aluno 29, comparou e relacionou os registros grdficos com os de

natureza algébrica.

De modo particular, quando analisamos o registro algébrico f(x,y)=x'y—xy’,
ndo conseguimos explorar a percepcdo do estudante. De fato, com suporte no registro
grdfico em 2D, o aluno 29 identificou as regides de bordo e regides interiores do
gréafico exibido na atividade 4. Por outro lado, quando analisamos o registro algébrico
f(x,y)=x"y—xy’, ndo percebemos a variagio da imagem da funcdo, e propriedades
qualitativas como a suavidade do comportamento da superficie que representa seu
grafico e a presenca de algum ponto de ndo defini¢do do gréfico, etc. Vejamos sua

atitude na figura 113.
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Figura 113. O aluno 29 explorou os registros grdficos em 2D fornecidos na atividade 4.

N

O aluno 29 (ante a atividade 4, tarefa 1) forneceu a seguinte declaragdo na

tomada de posi¢cdo ao exprimir a ideia de que

Na fronteira, esses trés pontos aqui.. por que...eles sdo
analisados...identificados...e no interior...sdo dois...estdo dentro do
grafico da funcdo....€ fronteira por que estdo nas bordas....eles estdo
limitados nas extremidades do grafico...estdo nas bordas...dois pontos
interiores...esse daqui e aqui...sdo interiores...dentro do gréfico...e o
teste da hessiana..em dois pontos..na origem e neste ponto que
provavelmente deve ser um ponto de inflexdo...nas bordas posso
aplicar....

No fragmento do seu relato, evidenciamos a presenca no seu discurso com a
inten¢do de registrar o fato de que sua andlise ndo necessitou do tratamento de registros
algébricos. Assim, proporcionamos um terreno fértil, que possibilitou a producao de
intuicoes conjecturais que devem ser confirmadas ou ndo nas fases seguintes da SF.

Na atividade 4, obtivemos a formacdo dos registros grdficos relacionados com
as curvas de nivel da funcdo. Indicamos as limitagdes da exploracdo dos registros
grdficos em 2D, uma vez que o aluno 29 (ver figura 114) buscou completar as curvas

de nivel com vistas a prever seu comportamento. Tal atividade tem natureza perceptiva,
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pois a visualizagdo do comportamento dos registros grdficos fornecidos pelo professor

foi essencial no sentido de proporcionar a produgdo de declaracdes sobre o fato.

Demntre os pontos indicados, qual deles ¢ um pomo de inflex8o? Justificar

fando-se na fgura e nas contas.

Dentre os pontos indicados, qual defes ¢ wm ponto de  rmubcirmofrmimimo?
ficar

Identificar na superficie aonde o teste da Hessiana € inconclusive, Observe suas,
jes de nivel E nos demnms pontos™?

Figura 114. O aluno 29 buscou completar a figura e perceber seu comportamento no plano.

Em seguida, apresentamos os dados produzidos pelo aluno 24 na tomada de
posicdo. Mais uma vez, registramos o fato de que ele se apoiou na apreensdo perceptiva
(DUVAL, 1995b) e na visualizacdo, com vistas a identificar a natureza da atividade 4.

Observemos na figura abaixo 115, que o aluno procurou relacionar o registro algébrico

f(x,y)=x"y—xy’ com o registro grdfico produzido pelo computador, o que exibimos

na folha da avaliacdo.

3 £l dentihicas nd §
Figura 115. O aluno 24 analisou e percebeu as propriedades inerentes ao registro grafico
proposto na atividade 4.
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Na tomada de posi¢do, ndo estimulamos o tratamento precipitado dos registros
algébricos, como se observa nos livros didaticos. Nesta fase, o entendimento e a
descricdo da situagdo-problema envolvida na atividade 4 puderam ser realizados por
meio da lingua natural. De fato, na figura 116, o aluno 24 desenvolveu uma analogia
interessante ao reaplicar a nocao de ponto de inflexdo do contexto do CUV para o novo
contexto do CVV, o que fortalece a transicdo interna.

Como mencionamos nos capitulos anteriores, habilidades como esta
proporcionam a transi¢cdo interna do CUV para o CVV (ver Cap. 1, p. 61), na medida
em que o sujeito percebe a validade de um resultado ou estratégia familiar do contexto
do CUV. Destacamos na linha 5, sem o emprego do tratamento de registros algébricos,
a identificac@o, por meio da percepgdo e visualizagdo, da presenca de pontos de mdximo
e minimo local.

Por outro lado, o tratamento dos registros demandaria algum tempo. Ante tal
circunstincia o aluno 24 declarou: “Quantos aos pontos de maximo e de minimo,
identificamos facilmente pela figura, o local onde se encontram...”. Esta intuicdo

conjectural serd essencial nas fases subsequentes da SF. Indicamos isto na figura 116.
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Figura 116. O aluno 24 forneceu uma descri¢do com uso da lingua natural para a atividade 4, na
tomada de posicdo.
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Indicamos ainda que o aluno 24 declarou que: “Pela figura, observamos que....”,
0 que comprova que toda sua atividade de producdo de sentencas proposicionais, como
as que exibimos ha instantes, foi obtida por intermédio da percepcdo e visualizacdo dos
registros grdficos em 2D, que caracterizam intuicoes conjecturais.

No que diz respeito ao aluno 7, no dmbito da resolucdo da atividade 4, ele
afirmou que: “Aqui diz que tem que identificar apenas na figura...acho que é um
extremo..e esse aqui acho que é de sela..parece de sela.....esse aqui é sela”. Isto
caracteriza uma sentenca proposicional apoiada em um conhecimento mobilizado com
suporte apenas na visualizacdo. Aqui temos o registro de uma infuicdo conjectural na
tomada de posi¢do. Sua andlise restringiu-se aos registros grdficos em 2D nesta fase.

De modo semelhante ao que o aluno 29 indicou, o aluno 7 sublinhou as

restricdes decorrentes dos registros grdficos em 2D, ao acentuar que

....porque estou achando que € extremo..por nessa regido aqui...as
curvas de nivel estdo fechadas...apesar de ndo estar na prova...Na
origem..parece ponto de sela...e temos hipérboles..provavelmente é

sela...

O aluno 7 indicou as restricdes e entraves impostos pelos registros grdficos
relacionados com as curvas de nivel da funcdo fornecida na atividade 4 (p. 226).
Apontamos a sentenga proposicional em destaque no excerto acima: “Na origem...
parece ponto de sela...e temos hipérboles..provavelmente € sela...”, o que caracteriza
uma intuicdo conjectural.

Por fim, na ftomada de posicdo, o aluno 21, com auxilio da visualizacdo dos
registros grdficos 2D, argumentou que: “T4 aqui.....ponto de sela nem € mdximo e nem
€ minimo....Ndo t0 conseguindo enxergar se € o (I) ou (II) a curva de nivel
associada....”. Mais uma vez, comprovamos a producdo de intuicbes conjecturais
promovidas por uma mediacdo diditica ancorada nos pressupostos da Sequéncia
Fedathi.

Notemos que as estratégias dos estudantes foram analisadas e, ao serem
questionados a respeito do dominio das definicdoes formais matematicas, 0s sujeitos
responderam de modo semelhante ao que disse o aluno 21, quando confirmou que: “
Pelo que eu lembro da defini¢do agora é o ponto aonde a funcdo assume o seu valor

maximo em determinado x e determinado y.”.
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Assim, ratificamos o caso em que os estudantes realizam as atividades sem um
razodvel dominio dos resultados formais, o que nos permitiu asserverar que suas

estratégias foram intuitivas e, em alguns casos, registramos intuicées afirmativas, como,
por exemplo, a tarefa de derivar a fungdo f(x,y)=x"y—xy’ sem se preocupar com a

definicdo do limite pois os estudantes aprendem no CUV que fung¢des polinomiais sdo
sempre derivaveis, portanto, acreditam que a regra continua sendo valida no contexto do
CVV.

Na atividade 5 (p. 227), abordamos o contetddo de integral miiltipla. Verificamos
que, na andlise de livros, a abordagem proporciona o fastidioso tratamento de registros
algébricos e em poucos casos observamos o estimulo a visualizacdo e a percepcdo das
propriedades dos objetos envolvidos. Na tomada de posicdo, fornecemos ao aluno 29
os registros algébricos e os registros descritos em lingua natural que possibilitam a
elaboragdo das primeiras estratégias.

Por exemplo, na figura 117, o aluno 29 manifestou dificuldades para a
identificacdo do tipo de integral miiltipla sem a exploracdo de registros grdficos.
Notemos que, em tarefas desta natureza, ndo possibilitamos ao aluno explorar a

atividade perceptual e a visualizagdo. Observemos suas andlises.

Figura 117. O aluno 29 analisou apenas os registros em lingua natural e registros algébricos
nas tarefas 1 e 2 da atividade 5.
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Constatamos as dificuldades enfrentadas pelos estudantes quando depararam
tarefas em que nio fornecemos os registros grdficos adequados em 2D, na tomada de
posicdo da SF. Tais dificuldades tiveram como consequéncia a escassez da produgdo de
intuicdes conjecturais e intuicoes afirmativas nesta fase.

Por outro lado, nas tarefas da atividade 5 (p. 227), em que fornecemos os
registros grdficos, como a que indicamos na figura 117, no canto inferior da figura, o
aluno 29 conseguiu produzir sentencas proposicionais explicativas da situagdo-
problema.

Em seguida, ante a resolucdo da atividade 5, indicamos os dados produzidos
pelo aluno 24, na fomada de posi¢do. Em sua andlise (figura 118) da respectiva tarefa,
0 aluno 24 declarou que: “Na 1% é porque s6 achei os intervalos...mas eu ndo sou muito

bom em desenho”. Isto indicou também a complexidade dos registros grdficos obtidos

gragas a exploracdo didética do computador.

Figura 118. O aluno 24 manifestou maiores dificuldades nas tarefas das quais houve a auséncia
de registros grdficos em 2D.

Indicamos que, nas tarefas em que nao fornecemos registros grdficos em 2D, na
tomada de posi¢do da SF, deparamos maiores queixas dos estudantes (alunos 21, 24 e
29) que conseguiram, na maioria dos casos, elaborar registros grdficos em 2D que
designavam apenas a variagdo da integral no plano xOy.

O aluno 7, na tomada de posicdo, forneceu o desenho (ver figura 119) que

exibimos na sequéncia para representar a regio pretendida no processo de integracao.
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Figura 119. Apenas o aluno 7 logrou &xito em esbocar um desenho como auxilio ao raciocinio
na tomada de posigéo.

A sistemdtica de investigacdo nas atividades que envolveram o processo de
integracdo caracterizou-se pela exploragdo da conversdo de registros por parte do
professor apenas na maturacdo da SF.

Para concluir, apresentamos na figura 120, o desenho produzido pelo aluno 21,
na tomada de posi¢do. Reparemos mais uma vez que o aluno 21 buscou realizar uma
conversdo conveniente dos registros inicialmente fornecidos de natureza algébrica para
o plano, com a inten¢do de identificar os limites de integracdo no plano xOy.
Observemos ainda que, ele ndo efetuou nenhum tratamento dos registros algébricos
nesta fase e, a com base na viualizacdo do desenho, o mesmo criou condi¢des para a

produzir de intuicdes conjecturais. Vejamos isto na figura 120.

Figura 120. O aluno 21 conseguiu realizar a conversdo de registros na fase 1 de tomada de
posicdo da SF apenas no que diz respeito ao plano.

Para encerrar esta secdo, destacamos o fato de que na fomada de posicdo, com
nossa mediac¢do, o estudante foi incentivado a recorrer a uma exploragio perceptual e a

visualizacdo dos registros grdficos em 2D, fornecidos na folha de papel, portanto, em
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2D. Indicamos nos pardgrafos anteriores 0s momentos em que observamos o
aparecimento de intuicdes afirmativas e intuicoes conjecturais.

Ademais, na fomada de posicdo, o estudante deparou um problema inicial e
outros elementos pertinentes a cada uma das cinco tarefas foram paulatinamente
explorados nas fases subsequentes da SF, na medida em que exploramos as nogdes de
formagdo e conversdo. Sugerimos a necessidade do tratamento dos registros do CUV e
do CVV apenas nas fases 2 e 3.

De modo sistematico, durante as atividades na maturacdo, disponibilizamos o
computador para os estudantes participantes do experimento. Sublinhamos que a
intengcdo didatica foi proporcionar a demanda, por parte do proprio estudante, por
analisar os registros grdficos em 3D no computador e aperfeicoar o processo perceptivo

e a identificagc@o dos elementos mais importantes nas cinco atividades.

5.2 Fase de Maturagdo: relatos das entrevistas individuais e analise de

resultados.

Como destacamos na secdo passada, na maturagdo, disponibilizamos para os
estudantes a oportunidade de analisar e comparar as propriedades dos registros grdficos
e registros algébricos fornecidos nas atividades. De modo sistematico disponibilizamos
para cada sujeito, a possibilidade de comparar as andlises no contexto computacional.

Assim, na atividade 1 (tarefa 1), o aluno 29, compararou o comportamento e as
propriedades dos registros grdficos em 2D e 3D, fornecidos pelo computador. Na figura
121, observemos que o aluno 2 comparou o comportamento da curva parametrizada no

plano (lado esquerod) e no espaco 3D (no computador, lado direito da figura 121).

Figura 121. Na fase de maturagdo o aluno 29 comparou os registros em 2D com os 3D
fornecidos pelo computador.
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Indicamos o fato de que, apoiado na percepgdo e visualizacdo das propriedades
do registro grdfico, o aluno 29 identificou elementos no grafico em que ele suspeitou
que o auxiliariam na etapa posterior de tratamento dos registros algébricos. Reparemos

isso em sua fala, ao mencionar que
Ah to entendendo...a declividade que é o angulo. Entdo serd onde a
declividade vai se anular. Quando a declividade € nula a reta vai ser

paralela ao eixo Ox ou ao eixo Oy. Af eu substituo na primeira
fungdo? Af eu coloco para t =1 e t =—1 na primeira funcéo.

Na atividade 1 (tarefa 1), os alunos procuravam relacionar os registros
algébricos e graficos de modo correto e identificar as retas tangentes horizontas/
verticais. No trecho que segue, obtido da entrevista com o aluno 24, na maturacdo -

declarou que

E para gente saber... E a derivada de dy sobre x. E a reta tangente ao
gréfico. ... A derivada de y em relagdo a t € isso...Vou encontrar a reta
paralela ao eixo Ox e ao eixo Oy. Primeiro, para a ser paralela ao eixo
Ox essa parte aqui debaixo € zero...Ndo aqui em cima € zero...Por isso
aqui me da a reta tangente paralela ao Ox, a tangente ndo é zero. Mas
se aqui for zero ndo existe....€ 90° quando a tangente nio existe...

2

Em sua argumentagdo, destacamos o trecho em que afirmou E para gente
saber... E a derivada de dy sobre x. E a reta tangente ao grafico. ...”. Isto, porém,
caracteriza uma habilidade adquirida no contexto do CUV que é readaptada ao contexto
de ensino do CVV. O diferencial nesta tarefa é que, antes mesmo de realizar algum
tratamento dos registros algébricos, o aluno 24 formulou suas hipédteses e identificou

detalhadamente, os elementos mais importantes da questdo, ao visualizar os registros

grdficos em 3D, como exibimos na figura 122.
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Figura 122. Na maturacio, o aluno 24 recorreu aos registros grdficos em 3D fornecidos pelo
computador no sentido de melhorar sua visualizacdo (atividade 1).
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Na maturacdo - da SF, o aluno 7 produziu intuicées de natureza conjectural
descritivas do comportamento dos registros grdficos. Vejamos que a producdo de
intuicoes conjecturais, semelhantes as identificadas no préximo trecho, sdo inexequiveis
num contexto de ensino que explora apenas os registros algébricos.

De fato, o aluno 7 explicou que: “Acho que ndo...Ela ta subindo ali e tinha que
ta descendo...Aqui ela decresce e depois cresce...Bem aqui no (0,0) tem...tangente

z b

horizontal ¢ nesse ponto e nesse ponto aqui..”. Notemos que, suas intuicoes
conjecturais produzidas na fase de maturacdo da SF foram produzidas com apoio
apenas na percep¢do e visualizacdo das propriedades dos registros grdficos em 3D.
Para concluir, sublinhamos o caso do aluno 21 que, durante a fase de fomada de
posicdo, manifestou estranheza na natureza e no comportamento dos registros
algébricos e registros grdficos presentes na atividade 1 (ver figura 123). Recordamos
ainda que, na fase anterior, o aluno 21 manifestou a necessidade de investigar de modo

mais aprofundado o comportamento dos registros grdficos em 3D no computador. Na

figura 123, o aluno 21 analisou e comparou os registro 2D/3D e os registros algébricos.

Figura 123. O aluno 21 comparou registros em 2D e registros graficos em 3D e manifestou
intui¢des conjecturais na fase de maturacdo da SF.

Como resultado de sua visualizacdo, o aluno 21 relacionou os registros
algébricos da parametriza¢io acima descritos por a(t) = (¢*,#°,0) (atividade 1) exibidos

na atividade 2, o aluno 21 compreendeu a conversdo de registros ao declarar que

Na parte que era negativo..vemos t>>0.ti dando positivo...e o
comportamento do grifico eu ndo acredito que seja assim...e deve ser
assim...ndo deste modo...porque derivando a funcdo aqui....a medida
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que isso for para zero...isso aqui vai para zero....e tende a zerar...o
coeficiente angular....e ndo tangente vertical...como vemos no grafico

3 Z, . . ~
de yzxé. E como se tivesse uma tangente horizontal e nio
vertical...

De fato, indicamos neste excerto sua comparacio entre os registros algébricos

3 .
t* >0, y=xA e os registros grdficos que ele consultou e manipulou na tela do

computador. Destacamos af a interpretacdo dindmica e intuitiva manifesta em intuicées

3

conjecturais do tipo: “...a medida que isso for para zero...isso aqui vai para zero....e

tende a zerar...o coeficiente angular....e ndo tangente vertical...como vemos no grafico

3 . ~ ~ . A . ~ .
de y= xé . Sua afirmacdo pde em evidéncia que na maturagdo, o aluno 21 produziu

intuicoes conjecturais apoiadas na percepcdo e visualizacdo das propriedades de
registros grdficos e algébricos.

No que diz respeito a atividade 2, discutimos na sec¢do imediatamente passada
que o dominio das definicoes formais do CVV é problemdtico e que caracteriza uma
heranca das dificuldades de compreensdo das definicdes formais do CUV. Na resolugdo
da atividade 2 (tarefa 1), o aluno 29 requisitou a andlise do grafico de uma funcio que

possui imagem ilimitada. Na figura seguinte, vemos sua atividade de visualizacio

. . . P 1 1 .
desenvolvida na tentativa de comparar os registros algébricos — ¢ ——— . Vejamos
X x“+y

que ambas s@o fungdes cujo valor € ilimitado nas vizinhangas da origem. Esta atividade
exploratéria desenvolvida com a necessidade manifestada pelos sujeitos de analisar e
manipular os registros grdficos 3D no computador se mostrou decisiva para a producdo
de intuicdes conjecturais na fase de maturacdo da SF.

Na figura 124, registramos o momento em que analisou o comportamento dos

registros grdficos em 3D obtidos por meio do computador.

Figura 124. O aluno 29 requisitou a andlise do comportamento do registro grdfico em 3D.
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Em seguida, apresentamos os dados do aluno 24, recolhidos durante a
maturagdo da SF. Como destacamos no inicio, nesta fase, os alunos requisitaram e
tiveram livre acesso ao computador e a manipulacdo dos registros grdficos na tela.

Assim, o aluno 24 comparou registros grdficos em 2D com 3D, como evidenciamos na

figura 125. Observamos sua investigacao na atividade 2, tarefa 1.

Figura 125. O aluno 24 comparou o comportamento dos registros graficos em 3D e explorou os
mesmos na tela do computador na fase 2 de maturagdo.

Com apoio nesta andlise visual dos elementos acima, o aluno 24 declarou

Acho que ndo € limitada...a imagem € muito grande...nas proximidade
da origem a imagem ¢é grande...Depende do valor...do tamanho da
bola...aqui essa no gréfico sai.acho que ndo pode...vou olhar mais para
ter certeza...

Observemos que o aluno 24 comparou os registros grdficos em 2D e em 3D. E
de se notar o fato de que de posse destes registros, produziu a seguinte infuicdo
conjectural: “Depende do valor...do tamanho da bola...aqui essa no grafico sai.acho que
ndo pode...vou olhar mais para ter certeza..”. Sua afirmacdo evidencia que o
conhecimento mobilizado como intuitivo, demonstrando que o conhecimento que
registramos no discurso do aluno 24 € ndo-inferencial e caracteristico de uma crenga.
Ele admite sua inseguranca e a necessidade de continuar o processo de visualizacdo e
exploracao do registro grdfico ha pouco reproduzido.

Observemos que nenhum tratamento dos registros algébricos foi incentivado
por parte do professor. Assim, constituiram nossas varidveis diddticas as nogdes de

formagdo e conversdo de registros.
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Em seguida, discutimos as atividades do aluno 7 na maturacdo da SF. Nesta

fase, ao observar e comparar os registros graficos em 2D e 3D, afirmou que
Mas tem esse buraco aqui no grafico...ndo continua... Ndo...esse aqui
ta com um furo na origem...essa aqui ndo td... essa ta definida na
origem...essa ndo. O limite existe... Quando vocé se aproxima de zero
por ambos os lados... Ela tem o mesmo valor... ta tendendo para o
mesmo valor..e pode limitar ela aqui...é por isso que aquela

anterior...pode existir por que vocé nao pode limitar... No item (II)
pode existir..Mas esse item aqui (e) d4 as parametrizagoes...

Usando a capacidade perceptiva, o aluno 7 identificou rapidamente a presenca
de um “buraco” no centro dos eixos. Observamos sua atividade de investigacdo na
figura 126, concernente a atividade 2 (tarefa 1). Ademais, as préprias caracteristicas e
limitagdes do software provocaram a producdo de intuicoes conjecturais inadequadas
que apresentam a capacidade de provocar inconsisténcias em relacdo aos dados que

serdo obtidos nas fases subsequentes da Sequéncia Fedathi.

Figura 126. O aluno 7 desenvolveu sua capacidade de visualizacdo na fase 2 — maturagdo - da
SF.

Tais inconsisténcias descrevem o que discutimos no capitulo 1, chamado de
Contflito Teorico Computacional. Aqui, com base na analise e visualizacdo do registro
grdfico em 2D, do lado esquerdo, que indicamos na figura 127, o aluno 7 afirmou num

momento inicial que seu grafico era limitado.
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Figura 127. O aluno 7 comparou o comportamento dos registros grdficos em 2D e 3D na fase 2
— maturagdo - da SF.

De modo semelhante, na maturacdo, o aluno 21 manifestou hesitacdes e
reformulou vdrias vezes suas declaragdes, fato demonstrativo de que ele produziu
sentengas proposicionais apoiadas em um conhecimento mobilizado de natureza

intuitiva. Com efeito, indicamos as seguintes afirmacdes

Nao, na origem ela ndo ta definida...no espago...Ndo...acredito que
ndo..se € a gente passa aquela bola..€ limitada...ta tendendo a
ser...limitada...a gente vé€ que tem um buraco...a descontinuidade...ndo
¢ limitada por causa do buraco... Acredito que ndo. .. Por causa do
buraco...

O aluno 21 manifestou intuicdo conjectural ao decorrer da resolucdo da
atividade 2. Reparemos sua atitude proposicional, ao declarar que “...ndo é limitada por
causa do buraco... Acredito que ndo. .. Por causa do buraco...”, fato que registramos na
maturagdo. Na figura 128, na medida em que o aluno 21 identificou as limita¢des do
registro grdfico em 2D, exibido na atividade, ele foi conduzido para a andlise do
registro grdfico em 3D fornecido pelo computador.

Destacamos que, no caso do aluno 21, como em outros que relatamos nos
anexos, identificamos a mudanca de opinido do estudante, ao longo da tomada de
posicdo e na maturacdo, na medida em que nossa intervengdo proporcionou que eles
comparassem os registros fornecidos no documento escrito e os registros grdficos em

3D, como o que exibimos na figura 128.
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Figura 128. A visualizagcdo dos registros graficos em 3D e sua exploracdo do computador foram
essenciais na fase de maturagdo (atividade 2).

No fim de sua atividade, o aluno 21 concluiu, como resultado de sua analise
perceptiva e na visualizacdo dos registros, que “Acho que ndo € limitada...ndo acho que
€ limitada...”. Mais uma vez, registramos na fase de maturacdo, a producao de uma
sentenga proposicional ancorada em conhecimentos intuitivos, que ndo manifestam
plena conviccao do que é declarado.

No fim desta etapa, durante a atividade 2, o aluno 21 teve a oportunidade de
confirmar ou nio suas intuicoes conjecturais, entretanto, deixaremos esta discussdo para
0 momento em que analisaremos a solucdo da SF.

Na atividade 3 (p. 224), os alunos requisitaram o uso do apoio computacional

para a evolucdo de suas atividades inerentes as propriedades dos registros algébricos,

x C )
descritos por f(x,y)=4 x>+’ se (.y) #0.0) e fFlny)=1" 2+ 7 se (x,y) #(0,0) .
0se (x,y)=(0,0) 0 se (x,y)=(0,0)

No ensino tradicional, restrito as midias lapis e papel, a tarefa dos estudantes se
resume ao cdlculo fastidioso (tratamento dos registros) que deve ser efetuado sobre as
funcdes que exibimos ha pouco.

Por outro lado, com a explorac¢do diditica do computador e sua intervengdo no

momento e fase adequada da Sequéncia Fedathi, proporcionamos a producdo de
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intuicoes conjecturais que deverdo ser testadas e verificadas na fase 3 — solugdo e na de
prova da SF.

Na figura 129, o aluno 29, por intermédio da percepcdo e da visualizacdo,
procurou analisar as condi¢des e hipoteses do Teorema de Clairaut-Schawrz.
Observamos que necessitamos da continuidade das derivadas de 1* e 2* ordem. Na

figura abaixo o aluno 29 verificou a propriedade da continuidade das derivadas

3

X
2 ,y) #(0,0
parciais da fungdo f(x,y)=1<x+y° se (x,y) # (0,0) ‘

0 se (x,y)=(0,0)

||| 7 (ke
o

=1
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Figura 129. O aluno 29 analisou o registro grdfico em 3D fornecido na fase de maturagdo da
SF.
Percebemos que o aluno 29, de modo semelhante ao que mencionou na fase

anterior, procurou identificar o cardter de limitacdo da imagem da funcdo. Notemos que
ele se confundiu com a presenca de um “buraco” na origem (ver figura 129). O mesmo

comentou que

Nao, pois pode ser colocada dentro de uma bola..acho que é

z

limitada..porque € descontinua no (0,0)...Por que isso aqui na
origem...um buraco..o limite ndo existe...O limite ndo existe por que
falha uma propriedade na origem...que a fungdo é descontinua...

Em razdo do cardter subjetivo da nogdo de intuicdo, ao decorrer de todas as
intervengdes, questionamos 0s sujeitos a respeito de sua seguranca e justificativas no

tocante a escolha de estratégias das atividades propostas. O aluno 29 € um exemplo em
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que identificamos um elemento gerador de incertezas, em razdo do uso das tecnologias e
a exploracdo de registros grdficos em 2D e 3D.

Na figura seguinte, o aluno 24 analisou e comparou os registros algébricos e os
registros grdficos fornecidos pelo computador. Inicialmente, ele exclamou que “Mas
ndo € possivel colocd-la dentro de uma bola...por que ela € descontinua..Nado ¢é

bl

possivel...na origem...ndo to acreditando na figura..” Frases desta natureza
confirmaram que houve uma mudanga de opinido do aluno 24 na romada de posi¢cdo
para a maturacdo da Sequéncia Fedathi — SF.

De outra parte, expressdes do tipo “...ndo to acreditando na figura...” explicita
uma velha atitude proposicional (DUVAL, 1991) dos estudantes depositarem toda sua
confianga apenas no tratamento dos registros algébricos. Tal atitude proposicional ndo

€ refor¢cada em um ensino de CVV baseado na SF. Observamos sua a¢éo na figura 130.
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Figura 130. O aluno 24 comparou os registros algébricos com os registros graficos na fase 2 —
maturagdo - da SF e manifestou mudanga de opinido.

Com respeito a atividade 3, na maturacdo da SF, o aluno 7 desenvolveu
atividades que envolveram a visualizacdo dos graficos e a comparacio dos registros
grdficos e registros algébricos, havendo formulado declaragdes como as que

destacamos nas linhas abaixo na figura.
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Vejamos que, na linha 2, em destaque na figura 131, o aluno 7 destacou que
“Nenhuma das derivadas parciais podem ser diferencidvel na origem, pois pelo seu
grafico podemo perceber a descontinuidade....”. Sua sentenga proposicional confirmou
que sua andlise foi perceptiva e visual, sem o apelo ao tratamento de registros

algébricos, o que é peculiar nos livros de CVV em situagdes-problema como esta.

Destacamos algumas linhas na figura 131, em seu documento escrito.
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Figura 131. Apds a andlise visual dos registros grdficos em 3D, o aluno 7 desenvolveu
intuigbes conjecturais.

T

Consideremos ainda, que o aluno 7 comparou os registros algébricos fornecidos

pelo computador e os registros grdficos em 3D e mencionou, na linha 2, na figura 131,

~ . L . : 9
que “Elas sdo também geometricamente iguais na origem, no grafico de ai podemos
X
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perceber que ao se aproximar de (0,0) ou a imgem se aproxima de O ou de 1. Enquanto

2

que sua imagem oscila na origem....”.
Mais uma vez o aluno, por intermédio da visualizacdo, elaborou sentencas
proposicionais que necessitam ser confirmadas na etapa seguinte da Sequéncia Fedathi.

Com efeito, o préprio aluno 7 exclamou que, em virtude das restricdes dos

A

oxdy  dyox

registros grdficos em 3D, as derivadas de 2* ordem

precisam ser

calculadas, como observamos na figura 132.

1
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Figura 132. O aluno 7 indicou a necessidade do tratamento dos registros algébricos na tentativa
de confirmar suas intuicées conjecturais.

Com respeito aos dados colhidos na atividade 4 (tarefa 1), sublinhamos que os
quatro alunos desenvolveram a habilidade de identificacdo visual dos pontos de mdximo
local e de minimo local no R?, inclusive a nogdo de ponto de inflexdo, o que
geralmente é abordado apenas no CUV. Na fase maturagcdo observamos na figura 133 o
aluno 29 comparando os registros grdficos em 2D com registros grdficos em 3D.

Destacamos o fato de que o aluno 29 solicitou e manifestou a necessidade de
explorar e manipular os objetos fornecidos pelo computador. Ao ser indagado sobre o
que identificou no registro grdfico em 3D, declarou “Eu acredito que...visualmente que
¢é da para ver que é -12 e -13...e aqui tem 17 e 18...€ um candidato...”.

Mais adiante, o aluno 29 produziu a seguinte intfuicdo conjectural, quando

aargumentou que “Eu vou analisar...vou encontrar vai ser se é mdximo oi minimo relativo...e
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depois analisar as bordas se é minimo relativo...Eu acredito que...visualmente que é da para
ver que € -12 e -13...e aqui tem 17 e 18...é um candidato...”.

2

Indicamos que expressdes do tipo “Eu acredito que...” ndo sdo peculiares no
ensino de CV'V restrito as midias 4pis/papel, sobretudo quando falamos da visualizacdo
dos conceitos envolvidos na atividade 4. Tal expressdo caracteriza a atitude
proposicional (DUVAL, 1991) manifestada pelo aluno 29 ante ao objeto de estudo.

De modo recorrente, observamos nas argumentacdes fornecidas pelos alunos a
incerteza sobre os dados inferidos dos registros grdficos. Foi o caso do aluno 24, de na
fase de maturacdo - mencionou que “Acho que poderia até dizer, mas por aqui...o
minimo € bem aqui...O minimo € bem aqui...e sela vocé me pegou...essas curvas de

2

nivel...ndo sei nao....”.

Figura 133. O aluno 29 comparou os registros grdficos em 2D com os registros grdficos em 3D
na fase — maturacdo - da SF.

Quando questionado a respeito do comportamento da superficie nas

proximidades da origem, o aluno 24 admitiu que

Eu consegui identificar....esse aqui...que é esse aqui...E o que eu to
querendo responder...sinto que é um ponto de sela...eu chuto que seja
sela..pela figura € tipo uma sela....e se tiver abaixo tem as curvas de
linha...é tipo uma hipérbole...aqui....

Este excerto confirma que sua andlise e a producdo de sentencas proposicionais
tiveram como fonte a percepcdo e a visualizacdo dos registros grdficos em 3D

fornecidos na maturacdo. Com respeito ainda a atividade 4, o aluno 7 explicou que
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Aqui diz que tem que identificar apenas na figura...acho que é um
extremo..e esse aqui acho que € de sela..parece de sela.....esse aqui é
sela..por que se vocé tomar esse caminho aqui...vai ser maximo..se
tomar esse outro caminho..vai ser minimo..na origem...acho que esse
aqui...vai ser um extremo..por que esse ponto vai estar por aqui..e se a
gente analisar as curvas de nivel...por que estou achando que é
extremo..por nessa regido aqui..as curvas de nivel estdo
fechadas...apesar de ndo estar na prova...Na origem..parece ponto de
sela...e temos hipérboles..provavelmente ¢ sela...

Mais uma vez identificamos em seu discurso o grau de incerteza atribuido as
suas conclusdes formuladas com base apenas na visualizacdo dos registros grdficos em
3D. O trecho em destaque apresenta intuicdes conjecturais registradas na maturagdo da
Sequéncia Fedathi — SF.

Em seguida, discutimos os dados colhidos da participacdo do aluno 21. Na
figura 134, ele examinou os elementos importantes da atividade 4. Por intermédio da
apreensao perceptiva, questionou “Cada borda eu tenho que analisar um né...cada borda
é uma curva...?

O aluno 21 identificou (figura 134) as curvas nas bordas da superficie, como
vemos na figura 134. Nestas curvas, estimulamos o emprego dos seus conhecimentos

relativos ao CUV, o que auxilia a transicdo interna do CUV parao CVV.

Loy
s gy
et i apeificie nomda

A proun ik, i

Figura 134. O aluno 21 identificou e analisou o comportamento das curvas de bordo e de nivel
ao decorrer da atividade 4.
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Por fim, no que diz respeito a atividade 5, salientamos a importincia da
- . f pd eb
compreensdo, por parte do aluno de que o simbolo I I I f(x,y,2)dxdydx pode ser

associado 4 nogdo de volume correspondente a uma regido do espago limitado noR”*.
Assim, na atividade 5, na maturacdo o aluno 29 comparou os registros grdficos

em 2D com os registros grdficos em 3D exibidos pelo computador, como observamos

na figura 135.

Figura 135. Durante a atividade 5, o aluno 29 identificou os elementos mais importantes da
atividade, com base na visualizagdo (atividade 5).

Observamos que alguns conjuntos propostos na atividade 5 (tarefa 1, tarefa 2,
tarefa 3), como, por exemplo, A={y’=x; x> =y ez=x"+4y"}, quando explorado
apenas em termos de registros algébricos, condiciona determinadas acdes dos
estudantes, apoiadas em intui¢des afirmativas, pois eles tém dificuldade para
compreender o comportamento da variacdo da integral miiltipla definida.

Por exemplo, na tarefa 2, da atividade 5, fornecemos o conjunto
A={z=1-x"—-y" ;1=x+y’> ez=4} relacionado com o registro grdfico

correspondente, ao dizer que
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Aqui temos o cilindro ou uma circunferéncia...pois temos aqui a
~ 2 2 . )y . ~ . ~
equacdo x +y =1 e para mim é uma circunferéncia e ndo
.y . . ~ 2 2 z
cilindro... Tem que variar o raio ndo.. x +y =1 ¢é uma

circunferéncia..no cilindro o raio é o z. Para mim é uma
circunferéncia...O cilindro o raio € o z ndo...

Comprovemos que ao destacar “Tem que variar o raio nio... x°+y> =1 é uma

circunferéncia...no cilindro o raio € o z”, elaborou uma sentenca proposicional apoiada
em um conhecimento obtido por meio de percepcdo, visualizacdo e a conversdo dos
registros semidticos fornecidos. Assim, esta intuicdo conjectural podera apoiar na fase 3
— solucdo, suas escolhas e antecipacdes diante da resolucdo efetiva da atividade 5.

Na figura abaixo, o aluno 29 identificou visualmente a variagdo no eixo Oz. Tal
atividade se mostrou bastante restrita ao ser descrita no contexto de uso apenas dos

registros grdficos em 2D. Vejamos isto na figura 136.

Figura 136. O aluno 29 investigou e comparou os registros de natureza algébrica e grdfica em
3D.

O aluno 24, durante a atividade 5, declarou que “O Z nesse x caso tem que
variar de 0 até + infinito....”. Ja no trecho subsequente, por meio de sua andlise visual
dos registros grdficos em 3D, ele mudou de opinido e identificou a variacdo correta no
eixo Oz ao reformular sua declaragdo: “Acho que é de zero ou do paraboloide até
4....Acho que é do paraboloide até aqui...to vendo agora....To em duvida se é do zero

até 4....7.
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Reparemos que na maturacdo, conseguimos proporcionar um ambiente de
investigacdo que proporcionou com que o aluno 24 elaborasse a intuicdo conjectural
destacada ha momentos acima. Observe-se a mudanca de opinido do mencionado
estudante. Em alguns casos, por exemplo, o aluno conseguiu descrever a integral

desejada por complexo sem um apelo freqiiente aos conjuntos algébricos do tipo
A={z=1-x"—y? ; 1=x’+y* e z=4} . Foi o caso do aluno 7, que efetuou a conversdo

dos registros que indicamos na figura 137, sem recorrer as operacdes de tratamento.

Figura 137. O aluno 7 conseguiu efetuar a conversdo de registros, sem recorrer ao seu
tratamento.

Por fim, na atividade 5, o aluno 21, com arrimo na visualizacdo e na relacdo
entre os registros grdficos em 3D e registros algébricos, declarou

Vai daqui para cd...desse ponto aqui até esse ponto...De 0 até 5. Aqui
ndo é zero...Mas vai até...Entdo vai de 0 até x* +4y”.... Mas no eixo

Oz....aqui é maior do que zero.... x’ +4y2 ...0 até 1 é a variacdo do

X...e no Oy...é de x* até \/; ...pelo gréifico dad para perceber que ta
embaixo....pelo gréfico...a integral vai do menor valor para o maior

b
. P . 2 2
valor I . Mas no eixo Oz....aqui € maior do que zero.... x” +4y~ ...
a

Nesta passagem, destacamos as intuicées conjecturais produzidas sem o
emprego do tratamento dos registros € apenas sua conversdo. Tais intuicoes
conjecturais serdo essenciais na solucdo da SF. Na proxima seclo, continuaremos a

discussdo apresentando os dados colhidos no referido estadio.
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5.3 Fase de Solucdo: relatos das entrevistas individuais e analise de

resultados.

Destacamos o fato de que até o momento da fase de solucdo os alunos
participantes da pesquisa produziram uma quantidade considerdvel de intuicdes
conjecturais e algumas intuicbes afirmativas.

De modo sistematico, ambas as categorias do raciocinio intuitivo devem ser
testadas no momento efetivo da solucdo das cinco atividades, o que proporcionou a
producdo de intuicdes antecipatorias.

Assim, na solucdo, o aluno 29, com amparo nos dados extraidos dos registros

grdficos em 2D e 3D, produziu o tratamento dos registros algébricos que destacamos

na figura 138.

Figura 138. O aluno 29 manifestou a atividade de tratamento dos registros na fase de solugdo
da SF.

Em seguida, o aluno 29 buscou compreender as relacdes entre o registro

dy d%t

algébrico descrito por — = e os registros graficos, como observamos na figura

dx %t

139. Nesta, ap6s efetuar o tratamento necessario na atividade 1, o aluno 29, buscou

analisar e produziu um significado geométrico para o quociente acima.
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Figura 139. O aluno 29, na fase 3 — solugdo - apés realizar o tratamento dos registros, atribuiu o
significado geométrico dos mesmos.

Em seguida, o aluno 29 efetuou a conversdo dos registros ao procurar descrever

seu grafico no plano cartesiano, como identificamos na figura 140.
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Figura 140. O aluno 29 efetuou a conversdo dos registros na fase 3 — solugdo - da SF.

Registramos na solucdo, o fato de que o aluno 29 empregou alguns resultados
do CUV no contexto do CVV. De fato, ele declarou que “Aonde a fungdo se anula...ndo
lembro...Porque ndo lembro.. Vai ser positiva e crescente e negativa decrescente”. Vemos que

isto constitui uma intuicdo afirmativa, proveniente dos seus saberes adquiridos no
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contexto do CUV. A énfase neste tipo de habilidade facilita a transicdo interna do CUV
parao CVV.

O aluno 29 fez referéncia, de modo claro, a um teorema formal e admitiu nao
conhecer sua argumentacio formal. No que segue, ele descreveu o comportamento da

curva parametrizada, como visto na figura 141.

Figura 141. O aluno 29 efetuou a conversdo de registros e produziu intuicdes afirmativas e
intuicoes antecipatorias na fase de solucdo da SF.

Observemos acima, no canto esquerdo, que, antes de efetuar a descricio por
completo da curva parametrizada proposta como tarefa na atividade 1, o aluno
desenvolveu um esbogo provisério da curva parametrizada.

Tal ac@o foi apoiada em uma intuicdo antecipatoria. Salientamos que, apds
realizar a conversdo dos registros grdficos em 2D, o aluno 29 requisitou uma nova
andlise e comparacdo dos dados na tela do computador, o que ocorreu na prova da SF.
Reparamos abaixo sua producdo de intuicdes antecipatdrias, quando buscou prever o
comportamento do registro grdfico. Registramos sua atividade de investigacao na figura
142. Neste momento o aluno 29 ji havia empregado o tratamento necessdrio dos

registros algébricos.
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Figura 142. O aluno 29 elaborou intui¢ées antecipatorias no sentido de antever o
comportamento dos registros grdficos na fase 3 — solugdo.

No fim da atividade, conseguiu descrever o registro grdfico adequado que
demandamos na atividade 1 como observamos na figura 143. O aluno 29 efetuou a

conversdo de registros do CVV o que € pouco estimulado pelos livros que consultamos.

Figura 143. O aluno 29 efetuou a conversdo de registros na atividade 1.

272



Ja no caso do aluno 24, registramos na figura 144 todas as a¢des de tratamento
dos registros algébricos necessdrias na atividade 1. Divisamos o recurso de registros

grdficos no sentido de apoiar seu raciocinio. Vejamos nas figuras 144 e 145.
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Figura 144. O aluno 24 desenvolveu o tratamento dos registros na atividade 1, na fase de

solugdo da SF.
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Figura 145. No final, empregou um significado ao registro grdfico em 2D obtido.
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Na atividade 1, o aluno 7 declarou o seguinte

Eu vou encontrar os pontos onde a derivada dessa curva...encontrando
a derivada dessa curva...ai eu encontro e igualo a zero...Ela vai ser
indeterminado....ndo existe...Ela vai se anular no numerador quando
em *1..e a posicdo da reta é paralela ao eixo Ox....Mas ai eu nio

d
sei...por que decoro assim... quando é d_y ¢ paralela ao eixo Ox. E
t

d
quando é ?x ¢ paralela ao eixo Oy. Nao me lembro...
t

Ele confirmou que ndo se recordava dos resultados formais previstos nos
teoremas e definicoes formais empregadas. Assim, sua acdo teve como substrato um
conhecimento mobilizado de base intuitiva, com o registro de intuicées afirmativas e

intuicoes antecipatorias. Por exemplo, sublinhamos a intuicdo afirmativa “Mas ai eu néo
. . z dy z . ER] 1
sei...por que decoro assim... quando é & ¢ paralela ao eixo Ox...”. No final da tarefa, o
t

aluno efetuou conversdo de registros e buscou prever o comportamento da curva

parametrizada investigada na atividade 1.

e | [

av) D)

)

Figura 146. O aluno 7 efetuou a conversdo de registros na fase 3 — solucdo - da SF.

Por fim, o aluno 21 produziu sentengas proposicionais que corroboraram os
dados indicados nos alunos 29, 24 e 7, ao explicar que
Quatro....nd0 sdo trés tangentes....tem uma reta tangente aqui....e no

(—4,2,0) tem outra paralela ao eixo Oy aqui. Ndo....hd entendi....vai

ficar assim...forma de um peixe...o grafico...Depois ta subindo...vem
por aqui...e subiu....o comportamento do gréfico...b
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Registramos nesse discurso a metafora explicativa para a sua atividade, quando
disse que “Nao...hd entendi....vai ficar assim...forma de um peixe...o grafico”. Tal
emprego de metdforas proporciona a transicdo interna do CUV para o CVV.

No que diz respeito a atividade 2, discutimos no capitulo 1 as dificuldades
inerentes aos processo de limite. Neste caso, na fase desolucdo, apenas o aluno 29
empregou o método por épsilon e delta para efetuar o tratamento dos registros

algébricos, como podemos perceber na figura 147.
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Figura 147. O aluno 29 aplicou o modelo por épsilon e delta para efetuar o tratamento do limite
na atividade 2.

Observemos que os alunos manifestaram maior dificuldade para verificar
formalmente que o limite existe, do que o caso em que suspeitam da néo existéncia. Isto

so foi possivel gracas as atividades desenvolvidas na SF, na fomada de posigcdo e na
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maturagdo, nas quais os alunos elaboraram suas intuicées afirmativas e intuicoes
conjecturais e buscaram comprova-las na solucdo da SF.

Na figura 148 o aluno 24 empregou alguns teoremas desenvolvidos em sala de

aula durante as sessdes de abordagem dos contetidos. Vejamos a figura 148.
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Figura 148. O aluno 24 verificou que o limite ndo existe usando teoremas.

O aluno 7 e o aluno 21, por exemplo, admitiram ndo estudar o modelo formal
envolvendo demonstracdes por épsilon e delta, entretanto, eles conseguiram
desenvolver uma argumentacio satisfatéria com base na visualizacdo dos registros e na
producdo de intuicoes conjecturais sobre a existéncia de limite, como apontamos na

maturagdo da SF.
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Isto colocou em evidéncia a complexidade do tratamento de registros envolvidos
nas questdes relacionadas ao conceito de limite e continuidade.

Na sequéncia, exibimos uma figura que evidencia o critério necessdrio para
verificacdo da existéncia de um limite. Reparemos que apenas na fase de prova da SF,
mediamos as condi¢des suficientes para que se tenha a propriedade.

De fato, o aluno 7, por exemplo (figura 149), empregou o tratamento de registro
peculiar a nocdo de limites interados e declarou que “Como os limiets interados sdo

’

iguais, podemos desconfiar que o limite existe...”. Isto caracteriza uma sentenca

proposicional, que envolveu uma intuicdo antecipatoria registrada na solucdo da SF.
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Figura 149. O aluno 7 efetuou o tratamento sobre os limites interados para verificar as
condi¢Ges necessdrias para a existé€ncia de um limite na atividade 2.

De modo semelhante, na atividade 2, o aluno 21 declarou na linha 4 que

“Assim, podemos suspeitar que Lim, o f(x,y)=0..". Mais uma vez, na solucdo
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da SF, o aluno 21 (figura 150) empregou um método necessdrio para a verificacdo de
um limite presente na atividade 2 (tarefa 2, p. 223).

Vejamos o termo ‘“‘suspeitar” no sentido de ndo se ter certeza a respeito do
resultado inferido por meio do tratamento de registros algébricos. Assim, de modo
semelhante ao que registramos no caso do aluno 7, o aluno 21 buscou a verificacdo
final e formal para o problema. Outras questdes, porém, relacionadas a este fato serdo

discutidas na prova da SF.
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Figura 150. O aluno 21 empregou métodos apenas necessdrios para a resolucio e manifestou
intui¢des antecipatdrias que serdo comprovadas na fase 4 — prova da SF.

No que se refere a atividade 3, indicamos na figura 151 o extenso tratamento
necessario para a verificacdo das condicdes do teorema de Clairaut-Swharz, com o uso
apenas de registros algébricos na solucdo da SF. Observamos que, na fase anterior, o
aluno 29 teve acesso ao registro algébrico formado pelo computador.

As limitagdes do software sdo apontadas no sentido de que este fornece apenas o
comportamento das derivadas parciais de 1* e 2 apenas nos pontos
(x,y)e R*—{(0,0)}. Assim, na origem, os alunos necessitavam empregar as nogdes de

derivadas parciais pela defini¢do de limite. Isto foi verificado pelo aluno 29.
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Figura 151. O aluno 29 efetuou o tratamento dos registros no quadro branco.

Na solugdo, o aluno 24 (figura 152) efetuou o tratamento dos registros

algébricos e obteve o comportamento da derivada parcial de 1* ordem fora da origem.

Reparemos que, neste caso, o aluno empregou um modelo matemdtico conhecido do

CUV para derivar uma fungdo a duas varidveis reais. Tais argumentos foram

empregados na fase de solucdo e auxiliam a transi¢cdo interna do CUV para o CVV.
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Figura 152. O aluno 24 efetuou o tratamento de registros e empregou um modelo do CUV na

solug@o de um problema do CVV.
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Na solucdo registramos o tratamento realizado pelo aluno 7 na atividade 3.

Notemos que o aluno 7 (figura 153) empregou o método dos limites interados para

avaliar o comportamento das derivadas mistas descritas por o 0,0) e aL(O, 0).

0xdy dyox
Observemos que tal abordagem proporcionou melhor entendimento e a ligacdo
conceitual entre limites e derivadas parciais e esta relacionada a transigcdo interna do

CUV parao CVV.

Figura 153. O aluno 7 empregou os limites interados para realizar o tratamento dos registros da
atividade 3 na fase 3 - solugdo.

Por fim, o aluno 21, no momento em que resolvia a atividade 3, pediu mais uma

vez para analisar e explorar o registro grdfico em 3D no computador. Ao visualizar e

explorar o comportamento do registro grdfico e comparar com o tratamento dos
registros, realizado até aquele momento, afirmou

Se fossem continuas as derivadas de segunda ordem...ja poderia

afirmar que e igualdade € valida...acho que...ndo..por que x estd
variando entre 2,2 e 2,8....e o gréfico se parece com uma montanha
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Notemos que ele investigava a continuidade das derivadas de 1* e 2* ordem que
concorrem nas condigdes do teorema de Clairaut-Schawrz. Por outro lado, a
visualizacdo do registro grdfico em 3D e a comparagdo dos seus resultados obtidos com
o tratamento dos registros o fizeram alterar as estratégias de solucdo da atividade 3.

Reparemos o emprego de uma * metifora” no sentido de significar os elementos
observados na superficie. Como ja salientamos, a expressao “montanha” pode auxiliar a
comunicagdo dos resultados e a transigcdo interna do CUV para o CVV.

Quando a atividade 4, exibimos o tratamento realizado pelo aluno 29, na
solugdo da SF. Observamos que o préprio aluno sublinhou a ideia de que comparou os
resultados obtidos a partir do tratamento dos registros algébricos com os resultados
inferidos na fase 2 de maturacdo, apoiados na visualizacdo dos registros grdficos em

3D. Comprovamos isto nas figuras 154 e 155.
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Figura 154. O aluno 29 comparou os dados obtidos a partir da visualizacdo dos registros
grdficos com os registros algébricos na fase de solugdo da SF.

Na figura 154, o aluno 29 identificou na solucdo da SF, os pontos extremos e

pontos de inflexdo no R’, o que ndo & explorado pelos livros diddticos que
consultamos. Na figura 155 ele admitiu obter suas conclusdes a partir dos registros

grdficos em 3D visualizados e do tratamento dos registros algébricos.
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Figura 155. O aluno 29 comparou os dados obtidos da visualizacdo dos registros grdficos com
os registros algébricos na fase de solucdo.

Notemos que na solucdo, o aluno 24 efetuou o tratamento dos registros

algébricos que fornecemos na atividade 4. Observemos a figura 156.

Figura 156. O aluno 24 efetuou o tratamento dos registros algébricos na fase 3 — solugdo da SF
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Por outro lado, o aluno 24 nos relatou o seguinte

Eu to com dificuldade aqui...a orientacdo dos eixos na primeira me
confundiu...e as respostas estdo diferentes...na figura que o senhor tem
aqui se for assim..os valores devem ser negativos...£ por que
geralmente assumimos..por que € a maneira comum...esse aqui € o
X..esse aqui € 0 y e esse aqui € 0 z..aqui 0 X cresce para la...para outro
lado...d4 uma confusdo...

Destacamos no trecho acima que ele ficou confuso com o registro grdfico em
3D e sua interpretacdo, desde o comportamento dos registros algébricos. De modo
recorrente, deparamos situagdes, sobretudo na solucdo, e na prova da SF, em que os
estudantes requereram a visualizagdo dos registros formados no computador com os
dados inferidos do tratamento e aplicacdo das regras formais.

Estes dados evidenciaram o fato da mobilizagdo dos saberes do CVV apoiados
na percep¢do e visualizagcdo dos objetos, o que € neglicenciado pelos livros didéticos
que analisamos. O mesmo fato ocorreu também com o aluno 7, na solucdo, que
manifestou a seguinte diivida

E por que eu queria que o senhor localizasse no gréafico o valor

(—\/5 ,3) ...a figura..esse ponto é de maximo...o senhor pode apontar o

ponto ai..no grafico... As contas conferem com a realidade do
software...as coordenadas...a orientacdo diferente da minha cabega..a
orientacdo normal...

Destacamos as dificuldades enfrentadas pelo aluno 7, ao confrontar os dados
obtidos do tratamento dos registros algébricos com as impressdes que adquiriu da
visualizagdo do objeto da atividade 4. No decorrer da resolucdo da atividade, o aluno 7
acrescentou que “Na origem ainda eu ndo cheguei..identifiquei apenas os pontos de
inflex@o e pontos criticos...analiso aqui na figura e depois as contas”.

Isto evidenciou que toda sua acdo na solucdo, foi apoiada no tratamento dos
registros e na conversdo dos registros pertinentes a situagao.

Por fim, o aluno 21, descreveu detalhadamente seu procedimento de ataque e

resolucdo do problema, quando disse que

Eu peguei a fungdo..e essa borda aqui..esta no intervalo de
—3<x<3..mas oy estd fixo... y =3 ...deriva a primeira vez e iguala
a zero...para determinar os pontos criticos...na origem ainda eu nao
cheguei..identifiquei apenas os pontos de inflexdo e pontos
criticos...analiso aqui na figura e depois as contas...ainda ndo cheguei
no interior da superficie...para estes pontos no interior...a gente vai
usar o teste da Hessiana...eu descobri os pontos de maximos e
miminos..a miximo esta aqui.o minimo aqui.e o de
inflexdo..aqui...eu analiso aqui a figura....
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Expressemos que a mediacdo proporcionada pelos pressupostos da Sequéncia
Fedathi fortaleceu ndo apenas o tratamento cansativo e algoritmico dos dados. Com

(3

efeito, na fala ora reproduzida, destacamos a declaracdo “...analiso aqui na figura e
depois as contas...”.
Para concluir, discutiremos os dados colhidos na atividade 5. Nesta, o aluno 29

comparou os registros grdficos em 2D e buscou realizar a conversdo dos registros,

como observamos na figura 157. .

Figura 157. O aluno 29 tentou realizar a conversdo dos registros na fase 3 — solugdo da SF.

Comentamos na maturacdo da SF, que, em certas tarefas da atividade 5, ndo
fornecemos os registros grdficos em 3D gerados no computador. A intencdo foi
registrar as dificuldades ante o tratamento dos registros algébricos e, sobretudo, a
identificacdo dos limites da integragao.

Na figura 158, observamos que o aluno 24 ndo recorreu a nenhum desenho
como guia para seu raciocinio na solu¢do da SF. Evidenciemos que situagdes como esta
proporcionam o surgimento de intuicdes afirmativas que se constituem de acdes ou
escolhas nao refletidas tomadas pelo estudante. Registramos seu tratamento de registros

na figura 158.

284



. 0 PN
W €L -f‘{irq:jf y N =X ' x
9\1 - X \ xj{;\f
2.
[ 2 = F,_ ‘;O ﬁ -.;O _
aH = = XX ~ -l = —
: w0 P L0 S Vs =)
0Ll e o xe-d
e a
‘Qﬁ\{gx:l- l:', Ljd_g..\,-L
-
C i
w S g'{'ﬂ{i—é{\’f d"’idi'
l; 3 _fl.rr
N {‘“f?
i 3
0
)
:‘(1.2;"- 25 de
! 3 o
|
g e E LEL = 4
- = ey 3 3 7 Z
E. "?i,

Figura 158. O aluno 24 niao recorreu a nenhum desenho ou figura como guia para seu raciocinio.

Por outro lado, no caso do aluno 7, ele desenvolveu as atividades com o auxilio

de registros grdficos, e requereu a consulta ao comportamento dos registros grdficos na

medida em que empregou suas estratégias.

Note-se que todos os estudantes manifestaram dificuldades na descricdo da
regido em foco, a qual se queria considerar no calculo da infegral tripla, e exibiram

desenho ou figuras apenas no R*, como evidenciamos na figura 159.
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Figura 159. O aluno 7 descreveu desenhos que o auxiliaram no tratamento dos registros
algébricos na atividade 5, na fase de solugdo.

Por fim, trazemos um trecho da atividade 5, do aluno 21, que elaborou uma
figura como guia para o raciocinio e identificacdo dos limites de integracdo no plano
R*, entretanto, para identificar a variacdo no eixo das cotas, requisitou o apoio
computacional.

Assim, ap6s a verificagdo do comportamento do registro grdfico 3D, o aluno 21,
na solugdo da SF, conseguiu resolver com éxito da integral tripla fornecida na

atividade. Comprovamos isto na figura 160.
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Figura 160. O aluno 21 requereu a visualizagcdo do registro grdfico para a identificacio dos
limites de integracdo no eixo Oz na fase de solugdo.

Por fim, vale observar que, sem o auxilio computacional, as atividades
permanecem na forte dependéncia do tratamento dos registros algébricos. Por outro
lado, a mediagdo estruturada com base na mediacdo que assume os pressupostos da
Sequéncia Fedathi permite que se evite o reforco de intuicdes afirmativas indesejadas e,
ao decorrer da solugdo, as escolhas dos alunos sdo baseadas no conhecimento obtido por
meio da percep¢do e da intuicdo, que estimulamos nas fases anteriores.

Na proxima se¢do, discutiremos os dados colhidos na ultima fase da SF.
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5.4 Fase de prova: relatos das entrevistas individuais e analise de

resultados.

Com suporte na andlise de livros didaticos (p. 185) constatamos que alguns
autores (GUIDORIZZI, 2010; LEITHOLD, 1999) apresentam uma argumentacao
formal que extrapola os limites de interesse de um curso de licenciatura em Matematica.

Por outro lado, na prova da SF, os alunos deparam uma situacdo em que
precisam formalizar, identificar os limites de validade de todas suas afirmacdes e
sentencas proposicionais produzidas nas fases anteriores e, sobretudo, no caso em que
identifiquem inconsisténcias nos resultados, exibir e discutir contraexemplos no
contexto do CVV ou do CUV.

Assim, escolhemos alguns contetidos do CVV que evidenciaram a complexidade
intrinseca da teoria e o modo de argumentacdo dos alunos 29, 24, 7 e 21. Para iniciar a
discussao dos dados, indicamos o trecho da atividade 2, que buscou formalizar a
existéncia e o valor de um limite usando o épsilon e o delta.

Na figura 161, observamos seu tratamento dispensado para a resolucdo do

limite.

Figura 161. O aluno 29 procurou formalizar os resultados obtidos na fase de prova.

O aluno 24 buscou comparar a nocao de limites por épsilon e delta estudada no
CUYV, com a mesma noc¢ao examinada no CVV. Abaixo na figura, o aluno 24 descreveu

e comparou O0S seguintes registros  algébricos Lim_, f(x)=L e
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Lim, \ an S (xy)=L. Reparemos abaixo, nas figuras 162 e 163, que ele

descreveu desenhos e figuras buscando compreender as nog¢des topoldgicas envolvidas.

ER¥

Figura 162. O aluno 24 descreveu o comportamento geométrico da nogao de limites na fase 4 —
prova.

Figura 163. O aluno 24 descreveu o comportamento geométrico da nog¢do de limites na fase 4 —
prova.
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Identificamos apenas o emprego de registros algébricos e regras da Ldgica
proposicional pelo aluno 7. Recordemos que na solugdo, o aluno indicou claramente
que a aplicacdo de condi¢cdes necessdrias ndao eram suficientes para se asseverar que o
limite apresentado na atividade 2 existe. Para uma conclusdo definitiva, o aluno 7

aplicou o método por épsilon e delta como vemos na figura 164.
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Figura 164. O aluno 7 empregou o modelo por épsilon e delta na fase 4 — prova da SF.
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Figura 165: O aluno 21 empregou o modelo por épsilon e delta na fase 4 de prova da SF.
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Outra atividade que envolveu uma necessidade de formalizacdo se relaciona com
a atividade 4 (p. 225-226). Esta é baseada em um teorema matemaético discutido em sala
de aula. O diferencial importante desta questdo é a possibilidade de que os alunos tém
de empregar todos seus conhecimentos do CUV no contexto do CVV e, assim,
estimulamos a transicdo interna do CUV para o CVV.

Com efeito, os estudantes exploraram as no¢des de ponto critico € ponto de
inflexdo na borda da superficie que exibimos na atividade 4.

Vejamos que nenhum dos livros didéticos consultados explora estes conceitos
formais, oriundos do CUV no contexto do CVV, preservando os registros algébricos do
CVV. Ademais, a atividade 4 envolvia o emprego do teste da segunda derivada ou teste

da Hessiana, aplicdvel para somente os pontos criticos. O aluno 29 observou o seguinte

De fronteira esses trés pontos aqui.. por que...eles sao
analisados...identificados...e no interior...sd3o dois...estdo dentro do
grifico da funcdo....é fronteira por que estdo nas bordas....eles estdo
limitados nas extremidades do gréfico...estdo nas bordas...dois pontos
interiores...esse daqui e aqui...sdo interiores...dentro do grafico...e o
teste da hessiana..em dois pontos..na origem e neste ponto que
provavelmente deve ser um ponto de inflexdo...nas bordas posso
aplicar....

Na prova, o aluno 29 pediu para analisar e comparar os resultados finais
obtidos. Identificamos em seu discurso a importancia que a visualizagcdo teve no sentido
de apoiar as inferéncias realizadas na solugdo. Por outro lado, nesta dltima fase da SF, o
aluno, com base no ftratamento desenvolvido sobre os registros (fase de solugcdo) e a
aplicacdo do teorema formal relacionada com o teste da Hessiana, acentuou que

Naio...estou fazendo aqui a segunda derivada...alem desses pontos que

estdo no interior..que eu saiba para aplicar o teste tem que estar no
interior...conclui que aplicando o teste da hessiana...no ponto (2,1) e

analisando o sinal de A..deve ser minimo local...

Nio acreditando nos dados obtidos na atividade 4, o aluno 29 acrescentou ainda

que

D4 para acreditar...ele estd embaixo..na figura...parece mais
como...ponto de sela...pela analise visual...e as contas que eu fiz...o
minimo era para ser mais por aqui..,....pela analise visual estd dando
sela..aqui é o ponto (2,1) ...seu eu for para cima...se eu sair daqui e vir
para cd...vou obter um minimo..assim € sela...se for local..pode ser um
minimo local...
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Por fim, neste fragmento, compreendemos, identificamos seu estado individual
de inseguranga e, com o tratamento dos registros algébricos, vemos que ele aplicou o

teste da Hessiana (2°* derivada) no ponto (2,1), o que formalmente se mostrou incorreto.
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Figura 166: O aluno 29 aplicou o teste da 2* derivada em pontos indevidos como conseqiiéncia
da mediagdo apoiada no computador na fase 4 de prova da Sequéncia Fedathi.

O fato registrado com o aluno 29, na prova da SF, ndo se mostrou isolado.
Como consequéncia, podemos garantir que, neste caso, o aluno 29, como nos outros
casos que descreveremos, aplicou uma estratégia de resolucdo referendada pelo
professor, e este desconhecia as condigdes e hipoteses em que se pode aplicar o teste.
Ver na figura 166.

Isto nos conduz a garantir que sua estratégia foi intuitiva, e que o computador,
ao proporcionar a percepcdo e visualizacdo dos registros grdficos em 3D foi um
instrumento importante na mediacdo na fase 4. Note-se que, no ensino restrito ao
ambiente ldpis/papel, a atividade investigativa do aluno cessa por completo apds o
tratamento dos registros.

Por intermédio de uma intervencdo didatico-metodolégica, entretanto,
acompanhamos muitos alunos darem prosseguimento ao seu estudo, como no caso do

aluno 24 que acentuou que
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Nos pontos interiores aonde posso empregar o teste da
hessiana...aqui...analisando para que eu tenha um minimo...(0,0) e

(2,1) ...por que sdo interiores..aqui...analisando..para que eu tenha
minimo...fazendo os cdlculos....pelas curvas de nivel...minimo era
para ser circulo...fechadas...curvas fechadas..aqui estd aberto...quando
eu analisei os pontos criticos encontrei apenas o (0,0) ...eu sé tirei por

que vi no grafico aqui o ponto (2,1) e procurei aplicar também...mas

ndo estd batendo...pelas curvas de nivel...analisando aqui...diria que é
inconclusivo...

Observamos que o aluno 24, nesta verbalizacdo, recolheu dados perceptuais a
respeito do comportamento das curvas de nivel para entdo formular declaragdes a
respeito dos pontos de mdximo e de minimo local no interior da superficie. Assim, suas
declaracdes constituiram intuicdes antecipatorias que registramos na prova da SF.

Por fim, anotamos a atividade predominantemente discursiva do aluno 24, ndo
peculiar ao que se costuma exigir em tarefas desta natureza pelos livros didaticos de

CVV. No referido trecho, destacamos algumas linhas na figura 167.
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Final 167: Atividade final do aluno 24 na fase 4 de prova da SF.
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Na linha 1, o aluno 24 manifestou a incompreensio e a dificuldade em lidar com
a nogdo de existéncia, o que ji havia se manifestado na aprendizagem dos outros
conteidos. Ademais, podemos observar que ele adquiriu informacdes a respeito dos
pontos extremos da funcdo da atividade 4, ndo somente com a aplicacdo do teorema
conhecido como Teste da Hessiana ou da 2* derivada, mas também da visualizacdo das
curvas de nivel da superficie, o que evidenciamos ser precdrio na andlise de livros
didéticos.

Na linha 7, o aluno 24 aplicou o teste no ponto (2,1), fato foi condicionado pela
percepcdo de propriedades e da visualizagdo e identificacio de elementos sobre a
superficie. Mais uma vez, na condicdo em que se aplica, o tratamento € restrito ao tipo

de representacdo algébrica, pois se encontra apenas o ponto (0,0), o que mostrou, neste

€aso como nos outros em que observamos, 0 mesmo comportamento recorrente, pois a
visualizagdo dos registros grdficos em 3D proporcionou uma atividade de reflexao mais
prolongada do solucionador de problemas, que evoluiu até a fase de prova.

Registramos a seguinte intuicdo conjectural expressa na setenca proposicional
elaborada na ultima fase da SF, quando o aluno 7 declarou que “...teste da Hessiana
resultando em inconclusivo, pelo fato de que as curvas de nivel onde este ponto se
encontra estarem fechadas...”.

No préximo trecho, exibimos o tratamento dos registros efetuado pelo aluno 7,

na fase 4 de prova. Evidenciamos tal fato na figura 168.
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Figura 168: O aluno 7 efetuou o tratamento dos registros algébricos e concluiu de modo
adequado a atividade 4.
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Por fim, o aluno 21 também aplicou o teste da Hessiana na origem e no ponto
(2,1), como vemos na figura 169. Quando questionado, afirmou que “Acho que o ponto
(2,1)..acho que ndo é nada ndo..mas vamos aplicar..nem dd maximo e nem da

minimo...geometricamente parece ser ponto de sela.”. Observamos que e acdo do aluno
21 foi estimulada com a investigagd@o visual, na fase de prova da SF.

Como vemos abaixo, o aluno aplicou de modo indevido o teste no ponto (2,1),

comprovando que suas escolhas e estratégias foram intuitivas, na medida em que ndo
recordava ou aplicava de modo formal as condi¢des previstas no teorema do feste da

Hessiana, como observamos na figura 169.
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Figura 169: O aluno 21 aplicou de modo indevido o teste da Hessiana.

Ao ser questionado sobre o motivo das suas escolhas na resolugéo da atividade

4, explicou que

Geometricamente...a origem vai ser um ponto de sela...por que...tanto
a funcdo pode crescer como decrescer...depende do referencial...e o
ponto (2,1)...geometricamente como um ponto de sela..mas
analiticamente, pelos célculos...provei que ndo é..6¢ um ponto
qualquer...quando se aplica o teste da hessiana...logo...ndo pode ser

295



um ponto critico..mas é um ponto qualquer do grafico...para ser um
ponto critico...ndo zera o gradiente..é¢ um ponto qualquer do gréfico...

Destacamos neste discurso a seguinte intuicdo conjectural na fase 4 de prova:

“..geometricamente como um ponto de sela...mas analiticamente, pelos calculos...provei

que ndo €...6 um ponto qualquer...quando se aplica o teste da hessiana...logo...”. Isto

comprovou que o aluno entrou em uma situacdo conflitiva ao comparar e analisar os

dados inferidos na maturacdo, com os dados obtidos, somente apds o tratamento dos

registros algébricos.

Assim, evidenciamos que, com o uso do instrumento computacional, tivemos a

oportunidade de mediar e conduzir os estudantes a desenvolver uma andlise dos

registros grdficos em 3D, o que influenciou suas escolhas e conclusdes. Por fim, ao

analisar o comportamento na borda da superficie da atividade 4 (p. 225-226), esclareceu

O ponto inconclusivo...onde as assintotas se cruzam..mas em nenhum

outro ponto..em nenhum outro ponto..na origem

(0,0)

z

€

inconclusivo...geometricamente..¢ sela...no “olhdmetro” imaginamos
que € sela...depois pelas contas a gente vé que...a gente V& que é

inconclusivo....

Na figura 170, trazemos ainda suas argumentacdes finais na fase de prova.
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Figura 170: O aluno 21 manifestou uma atividade argumentativa na fase de prova da SF.
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Por ultimo, evoquemos que no capitulo 1, colocamos em evidéncia as
dificuldades e mudancas envolvidas na transicdo do CUV para o CVV. Sublinhamos
que a atividade 6, tarefa 1, envolveu uma andlise do dominio das argumentacdes
formais, compreendendo a investigacao da diferenciabilidade de uma funcdo no CVV.

Reparemos, entretanto, as diferengas entre as seguintes afirmacoes:

(1) se a fungdo f(x) € derivdvel, logo sera continua;
(i1) se a funcdo f(x,y) € derivdvel, logo serd continua e
(i)  se afuncdo f(x,y) é diferencidvel, logo serd continua.

Indicamos que as sentencgas (i) e (iii) sdo verdadeiras e correspondem ao mesmo
teorema, respeitando-se o contexto do CUV e do CVV. Por outro lado, a afirmacao (ii)
pode ser falsa no contexto do CVV. Assim, indicamos o aumento de complexidade
formal envolvendo a teoria do CVV, e exemplos como este podem influenciar a
producdo de intuicdes afirmativas indesejadas. Passemos agora a discussdo dos dados

fornecidos pelo aluno 29 na resolucio da atividade 6, tarefa 1. Vejamos a figura 171.
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Figura 171: Argumentagdo desenvolvida pelo aluno 29 na atividade 6.
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Na figura 171, verificamos o emprego adequado da declarag@o (iii). Observamos
que o aluno 29 manifestou maior habilidade na formulagcdo de sentencas proposicionais
envolvendo a contra-positiva e a negacdo de determinados teoremas, como verificamos
acima.

Na linha 2, contudo, afirmou que “Caso as derivadas parciais existam mas nao
sejam continuas, a andlise fica inconclusiva...”. Tal declara¢do ndo é confirmada por
nenhum dos teoremas estudados e para nés constituiu uma intuicdo conjectural que faz
referéncia a uma classe de objetos que podem gozar da propriedade investigada.

Foi interessante registrar o resto de suas conclusdes, ao sublinhar na linha que
“se o limite ndo existir a funcdo nd3o é  diferenciavel. Se
E(x +Av % + A) #0, o limite exite e E(x +Av % + Av)

JAS + Ay JAS +Ay?

[ £ 3 ’
Lim s, n)0.0) é continua...

Destacamos mais uma vez uma declaragdo que ele admitiu ndo saber justificar

formalmente, ou seja, uma intuicdo conjectural relativa a uma classe de objetos que
¢ j

podem gozar da propriedade conjecturada pelo aluno 29, como destacamos na figura

172.
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Figura 172: O aluno 29 manifestou uma intuicdo conjectural relacionada com uma classe de
objetos.
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Por fim, o aluno 29 (figura 173) forneceu a interpretacdo geométrica para a
nogdo de diferenciabilidade, quando escreveu o trecho que exibimos na sequéncia.
Destacamos sua interpretacdo intuitiva, baseada na geometria dos objetos e que foi
estimulada nele e no restante dos alunos ao decorrer de todas as fases da Sequéncia
Fedathi.

T
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Figura 173: O aluno 29 manifestou uma interpretacao intuitiva da nogao de diferenciabilidade.

Com relagdo, ainda, a atividade 6, tarefa 1, exibimos o trecho produzido, com o

emprego predominante de registros em lingua natural. Reparemos a figura 174.
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Figura 174: O aluno 24 descreveu o processo de investigacdo da tarefa 1, na atividade 6, com o
uso apenas de registros na lingua natural.
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Observemos que o aluno 24 (figura 174) indicou a necessidade da aplicag¢do dos
teoremas estudados ao longo da Sequéncia Fedathi. Por outro lado, o aluno 24 indicou
de modo prioritario a verificagao da definicdo formal por meio do erro da aproximacgao
local da fungdo pelo plano tangente.

Destacamos a expressdo produzida pelo aluno 7, quando declarou que: “Bom,
primeiro eu olho se a funcdo € continua...”. Destacamos que, quando da aplicacdo da
Sequéncia Fedathi, estimulamos a identificacdo perceptiva e visual de todas as
propriedades estudadas ao decorrer do curso, descrevemos geometricamente o0 processo
de construcdo de todas as definices formais passiveis de interpretacio no R’ e
fornecemos o significado geométrico de registros algébricos importantes do CVV.
Assim, ao declarar a expressao acima, o aluno 7 indicou um habito, estimulado ao longo

99 ¢ LT3

da disciplina, de “olhar”, “observar”, “identificar” os objetos e propriedades desejadas.
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Figura 175: O aluno 7 descreveu o processo investigativo na atividade 6, tarefa 1.
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Por fim, na resolucio da atividade 6, tarefa 1, o aluno 21, descreveu apenas com
o emprego de registros em lingua natural todas as possibilidades para o processo de
investigacdo da diferenciabilidade de uma fung¢do no CVV. Observamos que ele indicou
todos os teoremas formais necessarios e, por fim, acentuou a necessidade da verificagdo
da definicdo formal.

Como semelhante ao que ocorreu com os demais estudantes, entretanto, o aluno
21 manifestou (figura 176) dificuldades em descrever o comportamento da fun¢do na

condicdo em que o limite do erro ndo existe.
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Figura 176: O aluno 21 descreveu apenas com o uso de registros em /ingua natural a tarefa 1 da
atividade 6.
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Para concluir esta secio, sublinhamos a ideia de que a importincia da atividade
6, tarefa 1, colocou em evidéncia diferencas conceituais importantes entre o CUV e o
CVV. Indicamos no capitulo 2, por exemplo, a mudanga de registro algébricos no caso
do CUV edo CVV.

Destacamos, entretanto, que a interpretagio geométrica dos limites abaixo:

fOo+89=f0) = f'(0p)-Ax _

Li
(a) mAx—> AX
_ A A .
SO +4%, 3, +Ay) = f (%, ) ax(xo,yo)Ax ay(xo,yo) Ay
) Bhocsto oS =0

A énfase dada ao cardter geométrico da nocdo de diferenciabilidade e a
compreensdo com base na percepcdo e visualizacdo dos registros grdficos em 3D foi
essencial para se evitar o tratamento algoritmico do conceito.

Registramos ainda a dificuldade em lidar e compreender as demonstracdes
formais envolvidas dos teoremas necessarios no processo investigativo da atividade 6,
tarefa 1, sobretudo o surgimento de condi¢des necessdrias e ndo suficientes.

Colocamos em evidéncia que os elementos observados nas figuras 173, 174, 175
el76, registram atividades e habilidades que evoluiram nos sujeitos participantes do
estudo, ao decorrer da disciplina Célculo III e, que, tais habilidades ndo sdo estimuladas
pelos livros didaticos que analisamos na sec@o anterior.

Na proxima secdo, evidenciaremos as concepgdes € as maneiras de interpretar-
significar os elementos vinculados ao que chamamos de transicdo interna do CUV para
o CVV. Recordamos que os elementos que receberam nossa atencdo dizem respeito ao
modo de interpretar, significar, acreditar e elaborar os significados dos conceitos

matematicos do CVV, de modo comparativo aos conhecimentos adquiridos no CUV.
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5.5 Relatos das entrevistas individuais e analise de resultados com

respeito a transicdo interna do CUV para o CVYV.

Nesta secdo, discutiremos os dados pertinentes as atividades 6 (tarefa 2) e 7.
Sublinhamos que seu conteido principal ndo envolveu a andlise de habilidades
matemdticas especificas, que devem ser adquiridas e promovidas ao decorrer da
Sequéncia Fedathi e, sim, tais atividades dizem respeito ao valor epistémico (DUVAL,
1991) manifestado nas explicagdes, argumentacdo e interpretacdo pessoal fornecidas
pelos alunos 29, 24, 7 e 21.

Assim, no que diz respeito a atividade 6 (ver p. 228), questionamos oS
estudantes a respeito de sua interpretacdo geométrica dos conceitos de limite, derivada e
integral. Recordemos de que, na andlise de livros, indicamos as deficiéncias da
exploragdo de registros grdficos no contexto do CUV, sobretudo para casos particulares
complicados. Assim, apresentamos os dados produzidos pelo aluno 29, ao indicar que

ndo consegue fazer os desenhos ou figuras relativas a tais conceitos. Observamos isto na

figura 177 quando ele acentua sua dificuldade pessoal.

Fothnecr  Jwlinads 5.:.{L~:;

Vl_“;u:,#n-ﬂ;: ‘h-‘l.lf,f,{:v ie : :
" ; e L ey | n e i
bruveda  porewod, 4 ntagiek . (2r N
[ ="H 0 g IJ .
(A0 k. Wwog v ez 6 desinde o
. g et fad g _on
Paam o 0.4y " DY, DAY s ' & 1§V WP A 40 ANDAA. g G ; : A
e S o, f .
Al s @ ALdukraidd  ping
( | i : . . AL G4 x ?‘."’."‘r’-\. - .-'T- .’:.'I_)' :/L_{"!m a &R FaA b
..1‘,!»*35%14& AP, Tt deole X /) \ A
i S B Tl R

]

S R T #
e OUAA WAL ;i’f' (2 “/'?.{.-Ll_n'vfj :
4 Fal 7 k . (
JB oAb PR Al O AS fe. J : =
= T it Madad g R - Sl
Cy 0 Quinwisd 8 Vv 7 soniia ple.
o
R ra o ;
F Y oay RULLERLY f-’i‘-x,'l-'. AR, lo ~4o, auahid © X o coudATalEL .
[y A W
)
! B {. LC‘.E H
i: |! f'.1')| 9 e A 0l " Al ~ )
CULL  LAULTE0UE  guat "-"{.J LOAL ppane
. e | 4 = ;«_- ..-?,r ,;:’_.'_. T ﬂg_,
B A S e L / e _ 2 AL Kl
o Rt J AL m, AL CLO UNFervvnbdyd,

Figura 177: O aluno 29 declarou a dificuldade pessoal em descrever por meio de desenhos ou
figuras os conceitos do Célculo.
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No que diz respeito a atividade 6, o aluno 24 ndo conseguiu fornecer uma
explicacdo pertinente ao CVV. Notamos em sua argumentacio que ele envolveu apenas
o registro em lingua natural e a explicacio do seguinte registro algébrico

Lim__ f(x)=L. Reparemos a inexisténcia de algum desenho ou figura explicativa dos

xX—a
conceitos requeridos que requer uma descri¢do em 3D.
Indicamos ainda que o processo de aproximacgdo de limite é explicado apenas
com o emprego das nocdes do CUV (aproximacdo pela esquerda e aproximagdo pela

direita), o que evidenciou uma significacdo restrita e/ou inexistente dos conceitos do

CVV. Observemos isso na figura 178.

Figura 178: O aluno 24 descreveu a nog¢do de limite com interpretagdes restritas ao CUV.

Mais adiante, o aluno 24 forneceu uma interpretacdo geométrica relativa ao
CUV para explicar a nogdo de derivada parcial. Notemos uma interpretacao restrita da
derivada parcial. Indicamos que o aluno 24 ndo forneceu nenhum desenho ou figura
explicativa do significado geométrico relacionado com esta no¢do. Por fim, na tentativa
de explicar o conceito de derivada parcial acrescentou a nogao de diferenciabilidade de
uma fung¢éo que, no caso do CVV, se caracteriza como uma nog¢fo mais forte e distinta
da ideia de derivabilidade, como indicado imediatamente.

O aluno 24 iniciou sua explicacdo com arrimo em uma interpretacdo inerente ao

CUYV, o que demonstrou a necessidade do emprego dos conhecimentos adquiridos.

304



Figura 179: O aluno 24 confundiu as nog¢des de derivada parcial com diferenciabilidade.

No préximo trecho, o aluno 24 (figura 179) conseguiu fornecer um desenho
explicativo para a noc¢do de integral. Registramos ao lado sua dificuldade em descrever

geometricamente a nocao de integral para o caso do CVV.

Figura 180: O aluno 24 descreveu as nog¢des de integral miiltipla no contexto do CUV e do
CVV.
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De modo satisfatério, o aluno 24 conseguiu relacionar a nocdo de integral
multipla com a no¢do de volume. Por outro lado, na figura 181, divisamos o fato de que

o aluno 7 admitiu sua incapacidade de interpretacdo dos conceitos por meio de um

desenho ou figura.
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Figura 181: O aluno 7 admitiu a incapacidade de descrever um desenho ou figura explicativa
das noc¢des principais do Calculo.

Indicamos nas andlises de livros as mudangas do CUV e do CVV. Um dos
aspectos que se sobressairam, diz respeito as nocdes topoldgicas. Por exemplo, na figura
o aluno 21 (figura 182) buscou descrever a nogdo de limite de uma fun¢do do tipo

z=f(x,y) e w= f(x,y,2). Aqui temos um dos raros casos em que o sujeito conseguiu

descrever tal forma elaborada de interpretacdo geométrica do conceito.
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Vale observar que, ao longo das fases da Sequéncia Fedathi damos énfase as

funcdes em duas varidveis reais que apresentam propriedades perceptivas acessiveis.
Basta indicar que o grifico da primeira se encontra no R®, enquanto o grifico da

segunda funcdo encontra-se no R* e, portanto, nio acessivel a visualizagdo.
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Figura 182: O aluno 21 foi excecdo, ao descrever as propriedades topoldgicas envolvidas na
nocdo de limite no CVV.
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Na mesma atividade, o aluno 21 (figura 183), ao ser questionado a respeito das

dificuldades da disciplina, respondeu o que exibimos na figura abaixo.
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Figura 183: O aluno 21 admitiu a dificuldade em desenhar gréficos e figuras que explicam ou
significam o comportamento da funcio.

Depoimentos desta natureza reforcam nossa argumentacdo relativa a €nfase na
exploragdo de registros grdficos em 3D exequiveis apenas com o uso do computador.
Sem tal recurso, as imagens mentais dos estudantes relativas ao CVV ndo evoluem,

como € o caso do aluno 8 (figura 184).
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Figura 184: O aluno 8 descreveu o comportamento geométrico dos conceitos apenas do CUV.

Na figura 185, mostramos a interpretacdo geométrica do aluno 15 com respeito
aos principais conceitos do Célculo. Mais uma vez, os registros que ele conseguiu
produzir sdo pertencentes ao CUV, o que indicou imagens mentais restritas ou ausentes

do CVV. Dados como este comprovam a Hipdtese de Trabalho Hip, (Cap. 2, p. 149).
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Figura 185: Desenhos e figuras produzidas pelo aluno 15, restritos ao CUV.

No decorrer do estudo, apontamos as dificuldades de se executar a construgio de
alguns registros grdficos em 3D, mesmo com o auxilio computacional. Por outro lado,
sem o apoio computacional, ndo se consegue a producdo destes registros e,
consequentmente, ndo se logra explorar no ensino a percepcdo e a visualizacdo dos
objetos conceituais do CUV e do CVV.

Reparamos que tais habilidades cognitivas foram sistematicamente exploradas,
sobretudo na tomada de posicdo, na maturagdo e na prova. Isso nao se mostrou, porém,
suficiente, pois constatamos que muitos alunos permanecem com concepgdes restritas
ao CUV. E o caso do aluno 17 (figura 186), que forneceu tanto desenhos explicativos
dos conceitos de limite, derivada e integral restritos ao CUV como também exemplos
particulares de registros algébricos restritos ao CUV.

Aqui, comprovamos a hipétese 4 de trabalho (p. 156), que diz respeito as
consequéncias de um ensino de CUV que prioriza o tratamento de registros, com a
auséncia da exploracio da conversdo de registros. Consequentemente, toda a atividade
argumentativa envolvendo a produgdo de intuicées afirmativas, conjecturais e

antecipatorias ficard comprometida.
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Figura 186: O aluno 17 forneceu registros algébricos e figuras restritas ao CUV.

No préximo trecho, evidenciamos a atividade argumentativa do aluno 23 (figura
187) exigida na fase de prova da SF. Logo no inicio, o aluno 23 indicou que “...existem
grandes diferencas entre o Célculo III comparado ao Calculo I...”. Nas linhas 3 e 4,

indicou de modo particular a andlise de limites, existéncia e andlise de graficos no CUV.
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Figura 187: O aluno 23 manifestou suas impressdes e concepgdes sobre a transi¢do interna do
CUV parao CVV.

(3

Por outro lado, indicou nas linhas 6 e 7 que “...as dificuldades continuam,
porém, em grau maior...”. Mais adiante explica que para encontra limites “...tem-se que
juntar o aprendido com os novos meios’. Notemos que o aluno 23 percebeu a
readaptacdo e exploracdo das ideias relacionadas com a nocdo de limites no CUV no
contexto do CVV. Fatos como este, no entanto, proporcionam a transi¢cdo interna do
CUYV para o CVV. Observemos a descricdo do objeto no quadro branco do aluno 23, na
figura 188.

Por fim, o aluno realizou a conversdo de registros, ao descrever, por meio de

uma figura, o comportamento de um registro grdfico em 3D, que observou no
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computador (atividade 4). Indicou a complexidade intrinseca do objeto de estudo do

CVV.

Figura 188: O aluno 23 forneceu um exemplo relativo a dificuldade pessoal ao elaborar uma
figura que descreve o comportamento de um registro grdfico em 3D.

Por fim, analisamos a atividade argumentativa do aluno 17 ao final dos estudos.
Notemos que o aluno declarou na linha 5 que “...outros fatos sdo observados, como a
parte visual € utilizada, antes de resolver questdes, assim como o ndmero de
varidveis...”. A indica¢@o do aluno 17 diz respeito a sistematica adotada por intermédio
da Sequéncia Fedathi, ao proporcionar que nossa mediacdo evite a algoritmizacio
precipitada e o emprego de instrumentos conceituais do CVV, desconsiderando o
conhecimento aprendido no CUV.

Alem disso, na fase de prova, registramos a producdo de sentengas
proposicionais, como consequéncia de uma mediacdo que estimulou a mobilizacdo de
um raciocinio com base em intuicdes conjecturais que fazem referéncia a classes de
objetos do CVV, em vez de objetos particulares e isolados, como as que registramos na
fase de tomada de posicdo e na de maturagdo.

Isto evidenciou a possibilidade de se refinar e sistematizar as ideias intuitivas

produzidas nas fases iniciais da Sequéncia Fedathi e, paulatinamente, conduzirmos o

estudante a compreensdo de argumentos formais.
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Figura 189: O aluno 29 manifestou suas impressdes e concepgdes sobre a transicdo interna do
CUV parao CVV.
Por fim, registramos mais uma vez nesta verbalizagdo transcrita, na figura 189,

do aluno 29, que a interpretacdo e a exigé€ncia da compreensdao da conversdo de
registros e, consequentemente, a interpretacdo geométrica dos conceitos do CVV,
propiciaram dificuldades e obsticulos ao entendimento, o que indicou, neste caso como
em outros discutidos, a hipétese de trabalho 3.

Atribuimos este fato a natureza intrinsecas do sistema de representacdo
semidtica do CVV, que dificulta/impede a conversdo de registros. Ademais,
salientamos a complexidade das constru¢des geométricas que descrevem muitos dos
conceitos do CVV, quando comparadas as constru¢des geométricas do CUV em 2D.

Dados como o que apontamos na figura 189 evidenciam que comprovamos nossa

Hipotese de trabalho Hip, (Cap. 2, p. 149).
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5.6 Analise final dos fatos observados nas entrevistas.

Concluiremos esta secdo indicando os dados mais importantes colhidos ao

decorrer do estudo com os oito alunos escolhidos de uma amostra total de oitenta

alunos. Assim, a partir dos dados salientados acima dos alunos 7, 21, 24 e 29, e dos

dados referentes aos alunos 8, 15, 17 e 23 (anexo II) que discutimos em anexo,

concluimos que na fase de tomada de posicdao da Sequéncia Fedathi:

>

Os alunos exploraram os elementos principais das atividades propostas por
intermédio da percepgdo e visualizagdo dos registros grdficos em 2D (Obyj, );

A atividade de produgdo de intuicdes afirmativas e intuicées conjecturais como
conseqiiéncia das relacdes identificadas pelos alunos entre os registros em lingua
natural, registro algébrico e registros grdficos em 2D;

A partir de uma atitude pessoal, os alunos participantes requisitaram a andlise
visual e a manipulac@o dos registros grdficos em 3D o que indicou um habito
adquirido durante a disciplina Calculo III, ministrada nos pressupostos da SF;

As restri¢des e limitacdes (CTC) dos registros grdficos em 2D provocaram a
produgdo de intuicdes conjecturais o que provocou uma reflexdo a respeito das
intuigcbes afirmativas.

Evolugdo de significados identificados no discurso dos alunos a respeito dos
conceitos mateméticos do CVV a partir de uma interpretacdo metaférica dos
registros grdficos em 2D, na auséncia do dominio das definicoes formais;

Nao houve o tratamento de registros algébricos o que evitou o processo de
algoritimizagdo, muitas vezes nocivo, que detetectamos na andlise de livros;

As nogdes de formacdo e conversdo de registros foram varidveis didaticas
exploradas na media¢d@o apoiada nos pressupostos da Sequéncia Fedathi;

Os conhecimentos do CUV provocaram o surgimento de intuicdes afirmativas

no contexto de aprendizagem do CVV o que fortalece a transicdo interna.

No que diz respeito as conclusdes sistematizadas na fase de maturagdo da SF,

destacamos:

>

>

Todas as atividades desenvolvidas tiveram como ponto de partida e percepgdo e
a visualizacdo dos registros grdficos em 2D e em 3D;

Os alunos requisitaram a andlise do comportamento dos registros grdficos em
3D e sua explora¢do do computador como apoio e a identificagdo das varidveis

mais importantes em cada atividade explorada na SF;
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» Identificamos a intensa producdo de “metaforas” no sentido de comunicar as
ideias envolvidas com os conceitos de curvas parametrizadas, limite,
continuidade, mdximos e minimos e integrais miiltiplas;

» Os alunos admitem ndo se recordar das definicdes formais e construiram um
significado para conceitos e propriedades a partir da visualizacdo dos registros

grdficos em 3D, o que evidenciou nossa Hipdtese de trabalho ( Hip, );

» A percepgdo e a visualizacdo dos registros grdficos em 3D provocam uma
atividade argumentativa com a producdo de intuicoes afirmativas;

» A percepcao e a visualizacdo dos registros grdficos provocam uma atividade
argumentativa com a producdo de categorias intuitivas que concorrem entre si e
determinam os elementos mobilizados para a resolugdo das atividades;

» O tratamento de registros algébricos do CUV no contexto das atividades do
CVYV facilitou o processo de transicdo interna;

» As nogdes de formacdo e conversdo de registros foram varidveis diddticas
exploradas na mediacdo apoiada na Sequéncia Fedathi;

» A conversdo de registros foi empregada e permitiu a explora¢ao das condigdes
“necessdrias” para a verificacdo das atividades propostas, caracteristica
negligenciada pelos livros didaticos consultados;

» Registramos a exploracio de registros algébricos do CUV que antecedeu o uso

precipitado especifico dos registros algébricos do CVV;

> A mediagdo diddtica enfatiza a conversdo entre os registros grdficos em 2D e
3D, relacionando-se com os registros algébricos, o que se mostrou deficiente

nos livros didaticos consultados.

No que diz respeito as conclusdes sistematizadas na fase de solugcdo da
Sequéncia Fedathi, destacamos:

» A nogdo de tratamento de registros foi uma varidvel diddtica explorada na
mediagdo apoiada na Sequéncia Fedathi,

» Os alunos manifestaram dificuldades em se recordar as condigdes formais do
emprego de teoremas e as definicoes formais por completo e mesmo
inexistentes, 0 que comprovou que suas estratégias sdo de natureza intuitiva;

» Os registros grdficos em 3D obtidos pelo suporte computacional agiram no

sentido de influenciar a producdo de intuicoes antecipatorias;
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>

As informagdes obtidas por intermédio da percepgdo e visualizacdo apoiaram as
estratégias tomadas na etapa de solugdo e escolha do tratamento dos registros
adequado;

O tratamento de registros algébricos foi evitado no estudo de muitas das
atividades uma vez que as informacdes foram obtidas a partir da percepcdo e da

visualizacdo dos registros grdficos em 3D;

O computador evitou o tratamento precipitado e fastidioso de registros

algébricos no contexto do CVV.

No que diz respeito as conclusdes sistematizadas na fase de prova da Sequéncia

Fedathi, destacamos:

>

Os alunos manifestam sérias dificuldades na compreensdo de demonstracoes
formais e admitem nao estuda-las;

Os registros grdficos em 3D proporcionaram a comparacdo entre os resultados
obtidos por intermédio do tratamento dos registros algébricos na fase anterior;
Os registros grdficos em 3D proporcionaram a producdo de intuicdes
conjecturais;

Os alunos manifestam a preferéncia pelo tratamento dos registros como uma
conseqiiéncia do aprendizado anterior no contexto do CVV;

Os alunos manifestam dificuldades na compreensdo do épsilon e delta, desde
sua aprendizagem inicial no CUV que se preserva conflituosa no contexto de
aprendizagem do CVV;

As intui¢des conjecturais produzidas nesta fase foram descritas por sentencas
proposicionais a respeito de classes de objetos, enquanto que as intuicoes
conjecturais registradas na fase de tomada de posicdo e fase de maturagdo da
Sequéncia Fedathi sdo produzidas a partir da interagdo com um objeto

particular;

No que diz respeito as concepgdes manifestadas pelos estudantes no contexto de

transi¢do interna do CUV para o CVV:

>

Os alunos observaram as mudancas conceituais do CUV para o CVV, como por
exemplo, a interpretacdo dos registros grdficos em 3D dos conceitos de limite,

derivada e integral;
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» Os alunos manifestam dificuldades na mudanga notacional entre o CUV para o
CVYV com referéncia aos autores de livros consultados;

» Os desenhos e graficos explicativos e que envolvem o significado atribuido e
construido ao decorrer da disciplina para as nogdes de CVV sdo restritas ao
plano e, portanto, retratam imagens mentais restritas ao CUV;

» As simplificagdes notacionais indicadas pelos livros didaticos de CVV
proporcionam dificuldades ao entendimento dos alunos relacionadas aos
conceitos de limite, derivada e integral,

» O surgimento de “metaforas” auxiliou de modo positivo na compreensiao e
aplicac@o dos conceitos do CVV, dado que, no decorrer das cinco atividades (p.
220), os alunos confirmam nao recordar com precisdo de todas as condicdes
formais envolvidas e que poucos buscam compreender as demonstracoes
formais;

» O raciocinio baseado no significado atribuido as “metaforas”, que registramos,
possibilitou aos alunos desenvolver um discurso descritivo/qualitativo das
situacdes, dos conceitos do CVV e das mudangas percebidas pelos mesmos do
CUV parao CVV;

» Os alunos manifestam uma verbalizagdo e descri¢do de figuras vinculadas
apenas ao CUV, o que evidenciou imagens mentais restritas dos objetos do
CVV. Isto comprova nossa hipétese de trabalho 1 (p. 156).

Para concluir esta sec¢do, sublinhamos ainda que:

(1) Verificamos nossa Hipdtese de trabalho Hip, na medida em que registramos
nos compéndios analisados a deficiéncia com respeito aos elementos de andlise de livros
(Cap. 4, p. 184). Assim, nossa media¢do didética atuou no sentido de superar tais
deficiéncias e proporcionou uma exploracio diferenciada no ensino dos conceitos o que
promove a transicao interna do CUV para o CVV.

(i1) Verificamos nossa Hipodtese de trabalho Hip, quando observamos os
entraves e incompreensdes diante do sistema complexo de representagdo e definicoes.

(i) Verificamos nos dados discutidos na se¢@o anterior, nossa Hipotese de
trabalho Hip, (p. 156), quando deparamos situagdes recorrentes em que os estudantes
participantes do estudo admitem o nio entendimento de determinadas atividades sem o
recurso a visualizac@o dos conceitos. Neste caso, a visualizacdo atuou de modo positivo

no sentido de impulsionar o entendimento.
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Passaremos ao ultimo capitulo de nossa tese. Nele forneceremos nossas ultimas
impressdes e indicaremos as possibilidades para o encaminhamento de futuras

pesquisas.
Capitulo 6: CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dltima parte do nosso trabalho, apartir de tudo que discutimos desde os
capitulos iniciais e em constraste com os dados que obtivemos e analisamos. Assim,
decidimos evidenciar, neste trecho final, trés elementos. O primeiro diz respeito a
natureza dos dados empiricos que, em nossa opinido, ndo podem ser intepretados a
partir de um universo separado e independente de uma mediacdo diditica. O segundo
elemento diz respeito a nossa perspectiva de interpretacdo da transi¢do interna do

Célculo que, em muito, depende das simbologias e do sistema de representacio

utilizado.

6.1 Sobre a Metodologia de Ensino e os limites de nosso estudo

N

No que diz respeito a exploragcdo de representagdes semioticas no ensino do
CVYV com o aparato computacional, as fases de ensino previstas na Sequéncia Fedathi
possibilitam a introducdo sistemédtica dos conceitos matemdticos, preservando a
exploragdo dos registros do CUV, o que evidenciamos serem negligenciados pelos
autores de livros didaticos que consultamos no capitulo 3. Este aspecto negativo

dificulta a transi¢cdo interna do CUV para o CVV que caracterizamos no capitulo 1.

Dedicamos uma parte do segundo capitulo a discussdo em torno da tentativa de
compreensdo da natureza do conhecimento obtido por meio da intuicdo e se ele nos
conduz a certeza ou a crenga relativa a algum conhecimento matemaético. Tal discussdo
nos proporcionou o entendimento a respeito da intuicdo matemdtica, o que permitiu

divisar o elo da ligagdo que a mesma possibilita com a crengca e com a certeza.

Além disso, assumimos a importincia de uma abordagem didatica dos conceitos
do CVV, por meio do uso da Sequéncia Fedathi baseada na crenga, caracterizada por
uma mediac@o que evita a evolucdo de intuicdes afirmativas indesejadas (anexo IV) e
que comprometem a aprendizagem, na medida em que fortalecem habilidades

algoritmicas de modo restritivo.

Numa perspectiva empirica, concretizamos abordagens referentes aos contetidos

escolhidos no inicio do trabalho por meio da veiculacdo de um discurso que evitou
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determinadas expressdes e jargdes da Matemdtica, que alimentam justamente uma

verdade absoluta e indiscutivel a respeito do saber matematico discutido em sala.

Deste modo, exploramos o cariter provisério, falivel e a verdade local dos
conteudos ensinados ao decorrer da aplicacdo da referida sequéncia de ensino do CVV.
O lado visivel deste posicionamento didiatico se mostrou evidente ante a atitude

participativa e questionadora dos alunos participantes do estudo ao decorrer das tarefas.

Outra questdo que merece ser retomada diz respeito as caracteristicas atribuidas
ao raciocinio intuitivo, principalmente, por filésofos. Parte dos autores consultados
aponta seu cardter ndo inferencial do conhecimento obtido por meio da intui¢do. E parte
indica a possibilidade do seu carater inferencial. Assim, ante o impasse e a falta de
consenso, assumimos o cariter dual do raciocinio intuitivo, que tanto pode se

manifestar de uma forma como de outra.

Deste modo, na fase de solugdo da SF, de modo concomitante a evolugdo de um

Regra
raciocinio logico e dedutivo, de natureza essencialmente inferencial (A — B), é

possivel a ocorréncia de intuicdes antecipatérias de natureza ndo inferencial, como

indicamos nas entrevistas com os alunos 8, 15, 17, 21, 23, 24, 27 e 29.

No que diz respeito as intuicdes conjecturais, os sujeitos ndo estdo conscientes e
aptos a fornecer uma justificativa técita para as suas declara¢cdes no ambito do CVV.
Parte delas foi consequéncia de uma atividade cognitiva determinada pela percepcdo e
pela visualizacdo. Assim, estas categorias intuitivas, que identificamos nas fases da
Sequéncia Fedathi, antecedem o emprego efetivo de uma estratégia (tratamento dos
registros) de resolucdo e sdo ndo inferenciais, sendo impulsionadas pela percepcdo e a

visualizagdo.

Por outro lado, apds a resolucdo das cinco atividades, espera-se que o estudante
tenha atingido um patamar de pensamento mais elevado e ulterior sistematizacdo das
ideias empregadas. Assim, nas fases finais da SF, estimulamos um raciocinio sobre
classes de objetos e ndo apenas sobre objetos particulares. Isto foi verificado nas

atividades 6 e 7.

Sublinhamos que o papel do computador foi decisivo no sentido de proporcionar
ao estudante a revisdo do seu raciocinio, a producdo de intuicdes conjecturais e a
revisdo de suas conjecturas que caracterizaram seu valor epistémico € ndo apenas

operatorio com relacdo aos conceitos do CVV.
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Além disso, por meio dos Conflitos Tedricos Computacionais — CTC,

provocamos e geramos situacdes de incerteza (ver quadro 1). No quadro 8,

apresentamos a sintese da sistematizacdo de nossas mediacdes ancoradas nos

pressupostos da Sequéncia Fedathi. Tal sistematizacdo proporciona o aperfeicoamento

do quadro 5 (p. 179).

Apontamos ainda que nas categorias elencadas na primeira coluna do lado

esquerdo, envolvem categorias relacionadas a acdo/mediagdo docente (atividades

relacionadas as representagoes, atividade do aluno) e outras se referem a atividade do

estudante (caracteristicas do raciocinio, estrutura do raciocinio).

Quadro 8: Elaboracdo e sistematizacdo das fases da Sequéncia Fedathi com base na

sistematizacao dos dados obtidos.

Fase 1 - Fase 2 - Fase 3- Fase 4 -
Tomada de Maturacdo Solucdo Prova
posicdo
Caracteristicas Intuicao Intuicao Intuicao Intuicao
do raciocinio afirmativa e conjectural, antecipatoria, conjectural,
conjectural, nao inferencial inferencial intuicao
nao inferencial afirmativa
Estrutura do Estrutura ndo Raciocinio R R
raciocinio linear incompleto na A__> /B ) A__> /B )
perspectiva Raciocinio Raciocinio
formal; regras incompletp na completq na
de inferéncias perspectiva perspectiva
ndo explicitas formal formal
Atividades Formacao e Conversio de Tratamento de | Tratamento e
relacionadas as conversdo de registros registros conversdo de
representacoes registros registros
Com respeito a Aquisicdo de | Identificagdo ou | Aquisicdo de Aquisicdo de
atividade crengas momento de crengas crengas
perceptiva e perceptuais a iluminagdo em perceptuais a perceptuais a
surgimento do . partir da que ocorre a . partir da . partir da
insight 1nterag§0 com escolha. da 1ntera({‘ﬁo com 1nteragﬁo com
0s objetos estratégia e propriedades propriedades
regra R que descritas por descritas por
proporciona sentencas proposicionais
maior proposicionais
sentimento de
certeza - insight
Quanto a Compreensdo Caréter Caréter Compreensao
natureza das da esséncia da operacional da operacional da da existéncia
definicées defini¢do definicado defini¢do da defini¢do
(mediacao
docente)
Quanto a Atividade Atividade Atividade Atividade
atividade do argumentativa argumentativa dedutiva argumentativa
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aluno e dedutiva

Quanto a Situacdo Situacdo Discussao do Compreensio
exploracao conflituosa com | conflituosa com modelo do CTC
didatica de CTC a presenca de a presenga de matematico € o
(mediacio CTC CTC modelo
docente) computacional

Quanto a transi¢do | Exploracdo das | Exploracdo das | Exploragdo das
interna do CUV ideias do CUV | ideias do CUV | ideias do CVV
parao CVV e do CVV
(mediacao docente)

Fonte: Pesquisa do autor.

Assim, com base no nosso experimento, apresentamos o quadro acima que
proporciona a sistematizacdo e a identificagdo das varidveis diddticas que podem ser
consideradas no contexto da aplicacdo da Sequéncia Fedathi, tanto no contexto do

ensino do CVV, como em outros conteados do locus académico.

Por outro lado, desde que a atividade matemadtica exige o acesso aos objetos
matemdticos por meio do uso de representacdes e simbologias, acrescentaremos ainda
alguns comentérios e indica¢des de determinadas limitagdes e potencialidades da Teoria

dos Registros de Representacdo Semiotica.

6. 2 Sobre a Teoria das Representacoes Semiodticas no ensino

do Calculo e a Transicdo Interna.

z

Crer, portanto, € desejar, isto é, ater-se a uma ideia, se decidir a
afirma-la, a escolher entre varias, fixa-la como definitiva, ndo apenas
pelo nosso pensamento atual, mas sempre e para todo outro
pensamento. (BROCHARD, 1884, p. 17, tradugdo nossa)

A perspectiva de Raymond Duval fornece proficuas implicagdes para o ensino
do CUV e do CVV. No caso particular do CVV, observamos frequentemente nas
produgdes escritas pelos estudantes incompreensdes recorrentes que, possivelmente,
apresentam sua histdria inicial desde os primeiros estudos no Calculo e no contexto
escolar.

Deste modo, a exploragdo didatica das nogdes de formacdo, tratamento e
coordenacdo pode atuar de modo decisivo no sentido de evitar, nas situagdes de ensino
envolvendo a mediagdo proposta pela Sequéncia Fedathi, a evolucdo de concepgdes
indesejadas relativas aos conceitos do CUV e do CVV, como, por exemplo, as

concepgdes registradas pela literatura relacionadas ao conceito de limite de fungdes.
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De modo geral, no ensino de CVV, o docente pode explorar condi¢des
necessdrias a nogdo de existéncia de limites, o que efetuamos neste estudo por

intermédio do emprego de softwares. Pode também relacionar as simbologias

lim_, f(x)=L; lim(x,y)_)(aqb) f(x,y)=L; lim _,, f(x,y)=L e

y—b

lim_, im[f, , (x,y)]=L. E em termos do CUV para o CVV, a nogdo de limite

interado poderia ser mais explorada em sala de aula, haja vista que nem sempre &
abordada pelos livros que consultamos e relacionada com a nocdo de derivada parcial.

Com respeito ainda a nogdo de limite, a formacdo de registros graficos em 3D é
determinante no sentido de proporcionar uma atividade argumentativa com base na
visualizagdo, na percepgdo de suas propriedades. Assim, no ensino de limite no CVV,
as propriedades topolégicas podem ser exploradas de modo mais significativo.

Evidenciamos também no nosso estudo que tarefas do tipo - (i) verificar o
3

X ~ _ .3 3 4
- =0; (ii) mostrar que a fun¢do f(x,y)=x"y—xy €

seguinte limite lim , .\ o —5—
X +y

1-x?—y?

Vid
diferenciavel; (iii) avaliar a integral f_ll L}l_—z y " dzdydx - reforcam o caréter de um

ensino baseado na certeza ou, melhor exprimindo, um ensino baseado na reproducdo do
receitudrio previamente definido pelo professor.
Como salientamos ao decorrer deste estudo, um ensino baseado na crenca exige

que reformulemos os tres itens passados para a seguinte forma: (i*) € possivel avaliar o

3
X

0,0
(x,y)=( )x2+y2

limite lim =?A imagem da fun¢do se aproxima de algum valor?; (ii¥*)

observamos no gréfico da superficie descrita por f(x,y)=x’y—xy’ um plano tangente
em um ponto (x,,Y,). Podemos assim concluir que a fun¢do € diferenciavel?; e (iii*) o

. . 1 pv1=x? l—xz—y2
valor numérico da integral _[ 1 _[ i), dzdydx corresponde a que no espago
—1J—=l-x

tridimensional?

Nestes casos, a formagdo de registros graficos em 3D proporcionada pelo
computador e a conversdo de representacdes semidticas nos possibilitou extrema
proficuidade no sentido de ensejar desequilibrios cognitivos, estimular a percepcdo e a
producdo de sentencas proposicionais que competem entre si.

Relativamente a exploracdo da identificacdo de propriedades importantes por

meio da visualizagdo, observamos ocorréncia de varios casos de situacdes e conceitos
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mateméticos que poderiam ser explorados desde o CUV no espaco R®, entretanto, em
virtude do timido uso de poucas figuras e registros grdficos em 3D, como os conceitos
de ponto critico, ponto de inflexdo, propriedades de mudanca de concavidade e
crescimento/decrescimento, ndo sdo explorados por um via intuitiva no contexto do
CVV, como evidenciamos na secao de andlise de livros de CVV.

No que diz respeito ao tratamento dos registros algébricos do CVV, sugerimos
que se evite a sua simplificacdo, tencionando acelerar os cdlculos que, apesar de

fastidiosos, sdo necessarios. Por exemplo, identificamos situacdes em que os alunos se

of of of

deparavam com as simbologias: —(0,0); — -
ox ox ox

(0, 0)} £.(0,0) ou

0,0), o3 [
y=0
Df (0,0).
Com suporte nos depoimentos dos alunos, observamos que a simplificagdo ou a

compressdo destas simbologias s@o fatores de incompreensdes e inseguranca. De fato,
: . : . of

registramos ao decorrer das aulas que o estudante analisa a simbologia 8—(0,0) e
X

observa dois algarismos zero, entretanto o primeiro zero nao significa o valor assumido
pela varidvel x e sim a sua aproximagao, enquanto designamos o mesmo algarismo para
dizer que y=0=cte.

A simplificacdo de nota¢des € marcante no tépico que analisamos, também

relacionado a comutatividade das derivadas mistas. Por exemplo, encontramos na

2
literatura consultada as simbologias: i ai(O, 0)|; o f 0,0); f,(0,0). Mais uma
ox| dy 0xdy :

vez observamos o mesmo algarismo (zero) representando dois processos matematicos

of

distintos, e na ocasido em que os alunos empregaram a formulacio ai{a— (0,0)},
XL oy

xX=cte
fizeram uso da trejetéria indicada por (x,y) — (x,0) — (0,0).
Outro exemplo observado nos dados escritos dos alunos diz respeito a

9
ox

. . : ad
comparag@o de registros algébricos do tipo f, (0,0) e L)_f (0,0) |. Notamos que os
y
alunos precisam realizar as conversdes necessdrias para compreender que se referem ao
mesmo objeto.
Tal processo de simplificacdo notacional identificada nos livros didaticos que

analisamos funciona de modo nocivo para os estudantes, apesar de que para o professor
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tais escolhas viabilizam maior rapidez e operacionalidade nos calculos fastidiosos do
CVV. Nossa mediac@o estimulou o uso dos registros de representacio do CUV e do
CVV, o que proporciona a transi¢do interna do CUV para o CVV, como indicam os

autores Alves e Borges Neto (2011) na figura abaixo.

Figura 190: Quadro da transigdo interna no Célculo, descrita por Alves e Borges Neto (2011a).

Com relacdo a ideia de integral muiiltipla, por exemplo, sublinhamos que
identificamos situacdes-problema nas quais € impossivel divisar os [limites de
integracdo em virtude das caracteristicas intrinsecas das superficies no R®. Tal
dificuldade pode ser superada por meio da percepcdo e da visualizacdo no espago
tridimensional.

No que diz respeito a opinido dos estudantes, observamos de modo frequente a
sensacdo estranha manifestada pelos estudantes ao lidar com notagdes que, apesar de se
relacionarem com os mesmos objetos do CVV, exigem tratamentos e regras operatorias
pouco explicadas e completamente distintas em relacdo as que eles conheceram no
CUV.

Buscamos realizar e obtivemos dados empiricos que apontam isto, no que diz
respeito a mediacdo didatica, ao longo das fases da Sequéncia Fedathi; sobretudo na
tomada de posicdo e na prova, o que estimulou a elaboracdo de imagens mentais
relacionadas aos conceitos abordados no CVV.

Observamos, por exemplo, alguns termos metaféricos empregados ao decorrer
das sete atividades que propusemos neste trabalho e ao decorrer da disciplina de Célculo

III e que evidenciou, no discurso dos oito sujeitos participantes nas entrevistas, um
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significado intuitivo dos conceitos do CVV, na auséncia do dominio das defini¢des
formais. Reparamos do lado direito do simbolo “=", seu significado formal dentro da

teoria.

Quadro 9: Descricdo das metéaforas elaboradas pelos alunos na resolu¢do das atividades e ao

longo da disciplina de Calculo II1.

Metafora Significa/sentido dentro da teoria formal do CVV.
empregada
Bico Local ou ponto onde ndo existe a declividade ou reta tangente a curva do
tipo a(1) = (x(2), (1)) -
Suave Vetor velocidade '(t) = (x'(¢), y'(¢)) #0.

Bico suave | Local onde ndo existe a diferenciabilidade de curvas parametrizadas.
Limitado Existe k€ R de modo que | f(x, y| <k.
Buraco, furo | Ponto onde a fungfo nio esta definida, todavia, existe o limite.
Cratera Ponto onde a fung¢do ndo esta definida e existe o limite.

Montanha, | Grsfico (x,y, f(x,y)e R? de superficie diferenciavel.
Tapete suave

Montanha, | Grsfico (x,y, f(x,y)e R? de superficie nao diferenciavel.
tapete com

arestas,
pontas
Bordas da | Pontos de fronteira da superficie descrita por z = f(x, y).
montanha
Lombadas na | Pontos de mdximo local na superficie descrita pelo grifico

montanha (x,y, f(x,y))€ R3.

Sombrada | projecio do grafico da fungdo z = f(x, y) no plano R?
montanha,
vista de cima

Fonte: Pesquisa do autor.

Possivelmente uma abordagem que valoriza o valor epistémico e nao apenas o
carater algoritmico e operatério dos enunciados, uma abordagem que dedique uma
atencdo especial a expedientes da natureza que apontamos no quadro 9,
reconhecidamente, despertam a percepcdo e estimulam a visualizacdo. Tal op¢ao pode
suavizar a transigdo interna do CUV para o CVV.

Por fim, apesar de ndo nos determos nas dificuldades especificas com respeito as
demonstracoes formais do CVV, observamos, a partir da andlise de livros didaticos e
das atividades seis e sete, que os alunos se restringem ao emprego/aplicacdo de

teoremas, uma vez que eles nio manifestam habitos de estudar demonstracdes formais

ancoradas nos fundamentos da Andlise no R", desde os estudos no CUV.
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No que diz respeito aos livros didaticos que os alunos tém acesso no IFCE ao
decorrer da disciplina Célculo III, observamos que os argumentos e ideias principais
empregados nas demonstracdes ndo reaparecem ou sdo exigidos na aplicacdo das
atividades, com o agravante de que parte das ideias discutidas por uma via intuitiva ou
restrita a casos particulares possuiam uma justificativa maior apenas quando
consultamos a Andlise no R", que ndo faz parte da grade de formagdo curricular do
licenciando em Matemédtica num contexto nacional.

Uma das consequéncias que observamos em sala de aula é a mera reproducio de
encadeamentos longos de raciocinio dedutivos envolvidos nas demonstracdes que
sustentam tanto a validade inquestionavel desvelada pelo enunciado do teorema, como
também fortalecem a crenca do docente a respeito daquilo que professa.

Notamos que o professor, mesmo sem necessariamente pensar a respeito dos
conteidos do Cilculo, carrega consigo a crengca a respeito da verdade sobre o
conhecimento, ao passo que o aluno pode pensar sobre, mas, ndao possuir ou adquirir
uma crenca particular acerca daquilo discutido pelo mestre, nem muito menos carregar
consigo o significado de determinadas proposicoes.

Outro elemento a merecer atencdo por parte dos professores, que foi um fator
gerador de dificuldades aos estudantes, foram as definicées formais empregadas
ordinariamente no CVV. Pudemos notar na observacao das atividades dos estudantes o
pouco recurso e o incipiente conhecimento das definicdes formais ao decorrer da
resolucdo das tarefas que apresentamos. Com o recurso computacional, conseguimos
fornecer uma significacdo intuitiva e menos algoritmica, que em geral € o aspecto
habitual recordado pelos estudantes no CUV.

Em relagdo a varios pontos destacados e comentados até aqui, a Teoria das
Representagcoes Semidticas possibilitou maneiras diferenciadas de evitar ou, pelo
menos, atenuar os efeitos de uma aprendizagem baseada no pensamento algoritmico.
Neste sentido, a exploragdo de atividades que envolveram a conversdo de registros de
representacdes semilticas proporcionou um ambiente adequado para o estimulo do
pensamento visual dos estudantes relativos aos conceitos discutidos, embora tenhamos
identificado a resisténcia e a preferéncia por determinados habitos originados durante os
estudos do CUV.

No proximo segmento, realcamos as vantagens especificas e os elementos
didéticos que seu uso nos proporcionou ao explorarmos em sala de aula a abordagem

proposta pela Sequéncia Fedathi com arrimo computacional. Concluimos esta secdo
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destacando que, com suporte no que foi discutido nesta parte, alcancamos o objetivo 1
desta tese, no Capitulo 3. (p. 149), que se refere na descri¢do das concepgdes dos
estudantes e seu modo privado de interpretar-significar os conceitos de limite, derivada

e integral.

6.3 Consideracoes sobre o uso do software Maple em sala de

aula.

Como destacamos ao longo de nossa investigacdo, identificamos determinadas
limitacdes do software. Efetuando uma andlise comparativa entre o Maple 10 e o Maple
12, observamos que versdes mais atualizadas do programa tendem a eliminar, pelo

menos em parte, a ocorréncia de Conflitos Teéricos Computacionais — CTC.

Tais imperfei¢cdes, todavia, podem produzir conhecimento, na medida em que
promovem a produgdo de intuicdes conjecturais e intuicbes antecipatorias nos
estudantes e rever as infuicdes afirmativas, sobretudo, nas fases finais da Sequéncia

Fedathi.

Por exemplo, recorrentemente, os estudantes, quando se deparavam com o

X

grafico da funcdo f(x,y)= (atividades 2), manifestavam intuicoes

X +y?
conjecturais, indicando que eles compreendiam seu grafico como limitado (no eixo Oz)

no intervalo [—4,4].

Se exploramos, entretanto, esta representacio de modo particular

X

S, x)=

— no ambiente computacional proporcionado pelo software Geogebra,

X+ x
possibilitamos a exploragdo do registro grdfico em 3D, por meio das fungdes zoom e
deslocamento do grdfico, o que permite compreender que o grafico (figura 191) ndo

pode ser limitado.
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Figura 191: Quadro comparativo entre o software Maple e Geogebra.

Grande parte dos CTC do CVV que conseguimos identificar decorreu das
atividades diretas e em sala de aula com os estudantes que participaram do estudo, uma
vez que, na literatura, encontramos descricdes restritas ao CUV. Deste modo, podemos
evidenciar, com o convivio e o discurso dos estudantes, suas impressdes individuais nos

momentos em que interagiam com situagcdes conflituosas.

Por fim, além das potencialidades intrinsecas do software Maple e limitacdes
que podemos superar com o apoio de outro software (sugerimos o Geogebra), sua
exploracdo em sala de aula serve para quebrar parte da rotina constante que o professor
desenvolve diante do quadro branco, escrevendo e demonstrando cadeias gigantescas de
inferéncias usuais no CVV, pois, perto do final, o estudante ndo se recorda mais de onde

se partiu e muito menos onde o professor tenciona chegar.

N

Em decorréncia da dificuldade relativa & pouca literatura a este respeito,
contamos com o auxilio e contribuicdo dos estudantes na identificacdo do que
intuitivamente lhes parecia estranho e produzia inseguranca, mas que, de fato,

representavam Conflitos Teoricos Computacionais no contexto do CVV.

Para concluir, observamos empiricamente a reacdo dos estudantes, ao
interagirem com os registros graficos em 3D, exibidos pelo computador, e quando
procuravam um melhor angulo de observagdo do objeto, com a intencdo de identificar
propriedades especificas de interesse em cada situagdo. Nestas circunstincias,
estimulamos a percep¢do e a visualizagdo. Tais capacidades cognitivas ndo sao

exploradas pelos livros didaticos que consultamos.
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Num contexto mais amplo, observamos que “...as tecnologias digitais colocaram
em efervescéncia a balanga tradicional entre os valores pragmadticos e epistémicos das
técnicas construidas na cultura do l4pis e papel” (ARTIGUE, 2010, p. 467), apesar de
que identificamos ocasides em que os estudantes preferem a seguranca decorrente do

emprego de algoritmos e teoremas.

Por fim, apesar da incipiéncia registrada na drea de investigacdo relativa ao
ensino e aprendizagem do CVV no Brasil, os resultados apontados neste trabalho e em
outros desenvolvidos no Exterior (MARTINEZ-PLANELL e GAISMAN, 2009, 2010;
RALHA; HIRST e VAZ, 2004; WU & YU, 2008) indicam maior aten¢do no que se

refere aos problemas de ensino/aprendizagem do CVV.

Na proxima e ultima secdo deste trabalho, discutiremos alguns aspectos que
viabilizam discussdes futuras do que registramos aqui como relevante e apontaremos

outros pontos que merecem maior vigilancia cientifica.

6.4 Conclusoes e questoes para pensar

O filésofo argentino Mario Bunge (BUNGE, 1996) indica dois elementos
essenciais observados nas Ciéncias e, de modo particular, na Matemaética. O primeiro se
refere a natureza intuitiva, fundada em crengas e impressdes tacitas de ideias primarias
que evoluem, nem sempre de modo consciente, quando realizamos a atividade
cientifica. O segundo elemento diz respeito aos condicionantes e paradigmas de cada
area do saber cientifico, no sentido de declarar que determinada crenga conduza de fato
a um conhecimento reconhecido com vélido aos olhos de uma determinada comunidade.

Por outro lado, na trajetdria descrita, o pesquisador e, de modo particular, o
matemadtico, enfrenta uma diversidade de barreiras, até a geracdo de um conhecimento
cientifico. E imperioso, entretanto, nio perdermos de vista o papel da faculdade
psiquica aqui chamada de percepcdo e do evento intelectual que interpretamos como
intuitivo, que desempenham papeis fundamentais, embora de pouca visibilidade nos
processos de ensino e de aprendizagem.

Deste modo, sublinhamos a importancia para que o professor compreenda que a
l6gica ndo elabora e explica completamente um raciocinio matemdtico. Muitas vezes,
na perspectiva do professor, se torna visivel a identificacdo das estratégias de seus
estudantes, e que estas se apoiam, predominantemente, em argumentos légicos, todavia,

nos interessamos, registramos e analisamos as formas de raciocinio demonstradas pelos
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alunos antes que suas respostas se harmonizam a determinada ordem requerida e
validada na Légica Cléssica e na Matematica.

Outro ponto pouco investigado até o momento, em estudos na drea de Educagio
Matematica, diz respeito a qualidade dos livros de CVV. Nao nos referimos
especificamente as qualidades ldgicas e matematicas que, como discutimos nos
capitulos passados, sdo fundamentadas em Andlise no R", e sim sobre qualidade dos
registros de representacdo semiotica que produzem o significado para o leitor.

De fato, quando discutimos o exemplo classico encontrado nos livros de CVV
que diz respeito ao registro grdfico da nocdo de derivada parcial. De modo semelhante
ao modo de abordagem dos outros conceitos do CVV, este tipo de registro é
mencionado com a inten¢do de produzir um significado para o referido conceito.

Um dos problemas que apontamos diz respeito a edificacdo deste conceito, que é
descrito para o leitor ou durante uma aula pelo professor, todavia, o préprio aluno ndo
elabora ou presencia o processo de elaboragdo/construcdo no sentido de evidenciar que
ele € possivel.

Com respeito a esta objecdo, concluimos que o ensino de CVV apoiado em
recursos computacionais proporciona esta descoberta, inclusive com a no¢ao semelhante
estudada no CUV. Destacamos ao longo do trabalho, os entraves e as dificuldades da
descricdo, por meio de desenhos no plano, de objetos que, pela prépria constituicao,
possuem trés dimensdes. Sugerimos como um exemplo de amostra das dificuldades
relacionadas com a formagdo de registros geométricos no plano a apreciagdo das aulas
de Anilise no R" disponiveis na interner’”, ministradas pelo matematico Elon Lages
Lima.

Outra questido ndo menos importante diz respeito a relevancia concedida pelos
autores de livros para as demonstragdes matemadticas formais. Mencionamos a
existéncia de varios trabalhos empiricos que evidenciam as deficiéncias na
aprendizagem destas demonstracdes no CUV. Note-se que, desde o Capitulo 2,
apontamos a ndo essencialidade do ensino de demonstracdes por meio da mediacio
proporcionada pela Sequéncia Fedathi.

De fato, com apoio em nossas observacdes que duraram um pouco mais de dois

anos em disciplinas de Calculo III, da Licenciatura do IFCE, registramos, de modo

33 http://video.impa.br/index.php?page=download
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recorrente, as dificuldades dos estudantes quando deparavam argumentos logico-
formais, de modo emblematico, relacionados ao € (épsilon) e ao & (delta).

No que diz respeito a discussdo epistemoldgica e filoséfica em torno do
conhecimento obtido por meio da intuicdo, reavemos e discutimos pontos de vista nem
sempre consensuais a respeito desta nocgdo ontolégica. Em todo caso, ndo
compreendemos a eficiéncia de um ensino de CVV que desconsidera os conhecimentos
mobilizados antes mesmo da efetiva solugdo e explicitacdo de argumentos 16gicos do
estudante. Para concluir, destacamos duas perspectivas importantes. A primeira refere-
se a atividade importante de vigilancia do professor com respeito ao discurso e ao modo
de agir do estudante.

De fato, com base em tudo o que foi discutido nesta tese, o leitor que exerce a
funcdo de docente, poderd interpretar de modo mais proficuo a seguinte frase, recorrente
nas argumentagdes dos estudantes, quando questionados sobre os motivos ou
justificativas para determinada escolha e/ou argumento explorado em uma situagdo-
problema: Ah, professor!....Foi por logica que eu respondi assim...

Esta sentenga pode caracterizar todo o esforco mental desenvolvido pelo
estudante na resolucdo de uma tarefa, e, recorrendo a Cruz (2000), podemos dizer que
seu significado revela o uso, enquanto na maioria das vezes inconsciente, de uma
metonimia, que neste caso se caracteriza pela substitui¢do do ‘abstrato’ pelo ‘concreto’.

Note-se: o que lhes parece ‘abstrato’, pouco identificavel e/ou explicado, é a
manifestacdo inicial ticita de um raciocinio intuitivo, na maioria dos casos de natureza
ndo inferencial, como caracterizamos no Capitulo 3. Entretanto, que o ‘concreto’ para
eles diz respeito ao significado, constituido desde as etapas de escolarizacio, referente
ao raciocinio 16gico-algoritmico.

No caso do ensino, o aspecto preocupante € que aquele argumento salientado do
aluno sintetiza um processo cognitivo de aprendizagem n@o acompanhado pelo
professor. Este fendmeno, como vimos ao longo do trabalho, € relacionado a intuicdo e
possui um forte componente de dependéncia da percepcdo do individuo. A segunda e
ultima perspectiva diz respeito ao ambito da pesquisa. De fato, desenvolvemos um
estudo com vistas a aplicacdo de uma sequéncia metodoldgica de ensino, nomeada de
Sequéncia Fedathi.

Nossa investigacdo apresentou determinadas fases caracteristicas da metodologia

de pesquisa chamada de Engenharia Diddtica. E com vistas aos trabalhos futuros que
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exploram a Sequéncia Fedathi, e que apresentem alguma semelhanca com o nosso,

destacamos as consideragdes interessantes de Artigue (2009, p. 10) quando sublinha:

Vista como pesquisa ou evolugdo da pratica, a Engenharia Didatica é
claramente uma pratica controlada pelo tipo de intervengdes, e esta
intervengdo é baseada numa teoria. Neste caso, a Teoria das Situagdes
Didaticas é profundamente afetada pela visdo deste design de
pesquisa. (tradugdo nossa)

Assim, de modo semelhante ao que é descrito pela literatura e pela prépria
Artigue (2009), esperamos que nosso trabalho contribua no sentido de detalhar,
sistematizar, identificar, pormenorizar e discutir elementos de pouca visibilidade no
contexto da pesquisa de ensino/aprendizagem, todavia, sdo de enorme importancia
também para o professor de Matemadtica. Além disso, defendemos o argumento de que o
uso da Sequéncia Fedathi na perspectiva de complementaridade com outras

fundamentagdes tedricas pode ser “afetada” positivamente.
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ANEXOS

Anexo I: Roteiro das entrevistas.

Aplicamos o seguinte roteiro de questdes adaptadas as situagdes-problema que

exibimos no Capitulo

a) Trechos do roteiro das entrevistas dos alunos com respeito a

nocao de curva parametrizada.

1) Vocé consegue identificar nos graficos retas tangente horizontais e verticais? Marque
nos desenhos?

ii) Vocé consegue relacionar estas condi¢des com as condi¢des estudadas no CUV?

iii) Vocé consegue indicar aonde teremos retas tangentes horizontais e verticais somente
pelo gréfico?

b) Trechos do roteiro das entrevistas dos alunos com respeito a

noc¢ao de limite e continuidade.

1) Pelo gréfico, podemos inferir que o limite existe ou ndo?

ii) Pelo gréifico, podemos inferir se a fungdo estd definida na origem?
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iii) Pelo gréafico, podemos inferir se a imagem da func¢éo € limitada ou ndo na origem?

c) Trechos do roteiro das entrevistas dos alunos com respeito a

noc¢ao de diferenciabilidade.

1) Pelo gréfico, podemos inferir se a fungdo é diferencidvel? Explique?
ii) Pelo grafico, podemos inferir se a fun¢do pode ser aproximada localmente por um

plano?

d) Trechos do roteiro das entrevistas dos alunos com respeito a

nog¢ao de pontos extremantes.

1) Pelo gréfico, podemos inferir que a fung@o apresenta um ponto de maximo local?

ii) Pelo gréfico, podemos inferir que a fungéo apresenta um ponto de minimo local?

iii) Pelo grafico, podemos inferir que a funcio apresenta um ponto que nem € maximo e
nem é minimo?

iv) Nada se pode afirmar a partir do comportamento do gréafico?

v) E possivel aplicar o teste da Hessiana fora da origem?

vi) Pelo comportamento do gréfico, identificamos pontos de inflexdo na fronteira desta
superficie? Com se comportam as derivadas da fun¢do na fronteira?

vii) Pelo comportamento do gréfico, identificamos pontos extremos na fronteira desta

superficie?

e) Trechos do roteiro das entrevistas dos alunos com respeito a

nocao de integral multipla.

i) A partir do grifico fornecido pelo computador, € possivel identificar visualmente os
limites integracao no plano?

ii) A partir do grafico fornecido pelo computador, € possivel identificar visualmente os
limites integracdo no eixo oz?

iii) Como vocé identificou estes limites de integracdo? Explique algebricamente?

iv) Como vocé identificou estes limites de integracdo? Explique baseando-se no grafico

exibido pelo computador.
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f) Trechos do roteiro das entrevistas dos alunos com respeito a

noc¢ao de transicdo interna do CUV para o CVV.

i) Em sua opinido, as ideias que vocé estudou no CUV foram estudadas e aplicadas
nesta disciplina (CVV)?

ii) Qual sua interpretacdo geométrica da nocdo de limite? Explique, descreva, use um
desenho.

iii) Qual sua interpretagdo geométrica da nocdo de derivada? Explique, descreva, use
um desenho.

iv) Qual sua interpretacdo geométrica da nocdo de integral? Explique, descreva, use um
desenho.

v) Vocé estuda demonstragdes no CVV? Acredita e as compreende bem?

vi) Comparar o que vocé estudou no CUV com o CVV.

Anexo II: Dados das entrevistas dos alunos

Nesta parte do trabalho exibimos o restante das entrevistas semi-estruturadas
obtidas a partir dos alunos 8, 15, 17 e 23, ao decorrer das fases de aplicacdo da
Sequéncia Fedathi. Reparamos que os trechos destacados em fonte vermelha sdo
referentes ao registro e identificacdo das categorias intuitivas desejadas ao decorrer de

cada fase da sequéncia de ensino.

I) Tomada de posicdo: relatos das entrevistas individuais e

analise de resultados.

Na fase de romada de posicdo da Sequéncia Fedathi, os alunos foram
estimulados a interpretar e descrever as propriedades extraidas a partir de registros
graficos em 2D exibidos no documento escrito. Na imagem abaixo, o aluno 8, apoiado
na percepg¢do das propriedades, buscou identificar a presencga de tangentes horizontais e

tangentes verticais. O aluno 8 nio recorreu ao tratamento de registros.
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De modo recorrente, os alunos manifestavam dificuldades na identificacdo
visual das retas tangentes horizontais e verticais, como registramos na imagem acima do
aluno 8. Por outro lado, por meio da mediagdo apoiada nos pressupostos da Sequéncia
Fedathi, evitamos o emprego precipitado dos registros semidticos de natureza algébrica
e a aplicacdo automatica de regras operacionais que escondem o significado geométrico.

Neste sentido, o aluno 15 forneceu o seguinte depoimento.
Ela passa duas vezes nesse ponto...qual a dificuldade na construcio do
gréfico....A dificuldade € tudo...na hora da construcdo....A tangente ai
da paralela ao eixo Ox mas ai quando # =—1 a tangente é paralela ao
eixo Ox. Ai ela vem por aqui e volta a subir...e cruza duas vezes no
ponto onde temos duas tangentes. Para mim € ruim visualizar como o

grafico tem que sair.....eu seu que vai ter que subir e tal mais colocar
no papel é dificil....

Note-se que o aluno 15 admite as dificuldades e restricobes em divisar as
propriedades geométricas de registros em 2D. Na fase de maturagdo, os alunos dispdem
do aparo computacional. No que segue o aluno 17 realizou a analise estritamente visual

do comportamento do gréfico presente na atividade 2.
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Na figura acima identificamos sua interpretacdo dinidmica do registro de
representacao grafico em 2D. No item subseqiiente, o aluno 17 investigou a presenca de

retas tangentes horizontais e verticais.

No que se refere a atividade 2, na imagem abaixo, o aluno 17 analisou o carater

limitado/ilimitado da imagem da funcio condicdo apenas necessdria para a

4y

existéncia de limites e pouco explorado pelos livros que consultamos.
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Na atividade, durante a fase de romada de posicdo da Sequéncia Fedathi, o
aluno 23 desenvolveu uma andlise visual dos registros graficos em 2D. Quando

questionado a respeito de suas conjecturas, o aluno acentuou que

Tem uma boa suavidade na origem, acho que existe. Porque quando se
aproxima da origem, ela tende a limites diferentes. Muita ondulacao
na origem....Acho que é continua, e fazendo as aproximagdes pela
origem, acho que é...

Registramos a sentenca proposicional “Tem uma boa suavidade na origem, acho
que existe.” que envolve uma expressdo metafdrica relacionado ao objeto matematico
que facilita a compreensdo, o significado e a troca de informagdo entre os proprios
estudantes. Reparamos que a partir destas conjecturas, o aluno 23 levantou conjecturas

no sentido de concluir a respeito da continuidade da fung@o na origem.

3

X . ..
—— » exibida na atividade 2, o

X +y

Com respeito ao comportamento da funcido

aluno 23 efetuou a andlise visual dos registros graficos em 2D, como vemos na figura

abaixo, na tomada de posi¢do da Sequéncia Fedathi.

360



Destacamos que na fase de tomada de posicdo, nao estimulamos o emprego de
registros algébricos que envolvem a algoritmizagdo imediata da tarefa e impede a
elaboracdo de sentencgas proposicionais a respeito do que foi demandado.

Comprovamos isto na figura abaixo, referente a atividade 4, na qual o aluno 8
desenvolveu uma atividade descritiva do comportamento da superficie descrita por
f(x,y)=x"y—xy’. Reparamos que os registros empregados envolvem apenas a lingua
natural e toda a atividade do mesmo foi apoiada na percepcao e visualizacdo do objeto
disponibilizado na folha de papel da atividade.

Na figura abaixo o aluno 23 identificou os pontos de maximo e pontos de
minimo local. Reparamos a dificuldade para a identificagdo, por meio de uma apreensio
imediata do registro grafico em 2D, do ponto de sela, na origem (0,0,0).

Note-se que sdo conceitos estudados no CUV e no contexto de ensino, sdao
mediados por meio da Sequéncia Fedathi, no contexto do R’, o que fortalece o
processo de transicdo interna do Célculo. Tal exploracdo destes conceitos mostrou-se

deficitaria nos livros didaticos consultados.
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O aspecto merecedor de ateng@o na situac@o descrita acima diz respeito ao uso e
exploracdo de conceitos do CUV no contexto de ensino do CVV, o que impulsiona o
processo de transicdo interna do Célculo, que apontamos e descrevemos no Capitulo 1.
No préximo segmento analisaremos os dados colhidos com os alunos 8, 15, 17 e 23

referentes a fase de maturagdo da Sequéncia Fedathi.
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II) Maturacdo: relatos das entrevistas individuais e analise de

resultados.

Como destacamos na secdo passada, na maturagdo, disponibilizamos para os
estudantes a oportunidade de analisar e comparar as propriedades dos registros grdficos
e registros algébricos fornecidos nas atividades. Assim, de modo sistematico,
disponibilizamos para cada sujeito, de modo individual, a continuidade das anélises dos
comportamentos dos registros semiéticos, todavia, agora em 3D.

Na fase de maturacdo da Sequéncia Fedathi, o aluno 8 recorreu aos registros
graficos em 2D e 3D fornecidos pelo computador no sentido de comparar/verificar as
intuicoes afirmativas e intui¢cdes conjecturais produzidas na fase de fomada de posigdo.
Na figura abaixo vemos o aluno 8 analisando no computador o grifico de curvas

parametrizadas.

s 108 i o v L ————
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No excerto abaixo, o aluno 8 manifestou a seguinte argumentacao

Eu to querendo construir o grafico da parametrizacio e isso aqui me
diz aonde as tangentes sdo paralelas aos eixos. Se eu puder zerar aqui
temos uma paralela ao eixo Ox e aqui se zerar € paralela ao eixo
Oy...por aqui temos uma indeterminacdo no quociente e temos um
angulo de 90°, sendo assim a reta € paralela ao eixo Oy. Acho que ndo
pode dar...pois ai quando eu for construir uma tangente, teremos uma
tangente paralela ao Ox e paralela ao Oy, no mesmo ponto....Quando
temos t =2 ta paralela ao eixo Oy.
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Sublinhamos a intuicio conjectural descrita pela seguinte sentenca proposicional
“Eu to querendo construir o grafico da parametrizacdo e isso aqui me diz aonde as

’

tangentes sdo paralelas aos eixos...”. Aqui, evidenciamos que O sujeito extraiu
informacdo a partir da percepcdo imediata e visualizacao dos registros graficos em 2D
envolvidos na atividade 1.

No caso do aluno 15, na figura abaixo, registramos suas observacdes e andlises
do comportamento das curvas parametrizadas em 3D geradas pelo computador.
Observamos no lado esquerdo, que, apds levantar algumas conjecturas, o mesmo

efetuou a producio de registros grdficos em 2D no quadro branco, mas sem realizar o

tratamento algébrico, com a aplicacdo de regras operatdrias formais do CVV.

l(HL L8
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No caso do aluno 17, ao averiguar o comportamento dos registros graficos em
3D exibidos na atividade 1, o aluno requereu examinar seu comportamento na tela do
computador. Na figura abaixo o aluno 17 buscou a partir da percepcdo imediata das
propriedades dos registros graficos em 3D gerado pelo computador, a existéncia de retas

tangentes horizontais e verticais.
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No que diz respeito a atividade 2, o aluno 8, ao analisar o comportamento do

3
gréifico da fungdo f(x,y)= % , declarou que
X" +y

Esta plano na origem...Se diminuir o intervalo ndo melhora?! Acho
que existe mas esta ondulagdo me preocupa. Deixa eu fazer tendendo
ao (0,0), pela aproximacdo. Vocé fica mexendo no gréfico. Se

analisar na reta a fun¢do seno, temos uma faixa de ondulacdo. Pela
3

figura parece com a funcio . Acho que existe....

x 4y’

No excerto acima, destacamos seu comentario, quando apontou que “Acho que
existe, mas esta ondulacdo me preocupa....”’. Neste trecho identificamos a producdo de
sentencgas proposicionais que encerram intuicoes conjecturais, formuladas com base na
apreensao imediata dos elementos pertinentes a situagdo, por intermédio da visualizacdo

do registro grafico em 3D.
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Apontamos ainda o trecho em que o aluno 8 menciona que “Pela figura parece

3

~ X
com a fun¢do ———
X +y

. Acho que existe....”. Isto evidencia que o mesmo se apoiou em

um conhecimento intuitivo, mobilizado pela percepcdo imediata dos registros graficos
envolvidos na atividade 2.

Em seguida, exibimos os registros graficos em 3D analisados por este aluno na

tela do computador.

Observamos que em varios casos em que entrevistamos os sujeitos participantes
dos estudos, registramos a producdo de intuigdes conjecturais condicionadas pela
visualizacdo e o comportamento do registro grafico em 3D. No caso da figura acima do
lado direito, muitos dos alunos afirmaram que a funcdo da atividade 1, possuia a

imagem limitada.
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Com respeito a atividade 4, o aluno 8 analisou o comportamento do registro
grafico em 3D, produzido pelo computador, na fase de maturagdo da Sequéncia Fedathi.
De modo sistematico, a mediacdo ancorada nos pressupostos de nossa sequéncia de
ensino, evitou o emprego precipitado dos registros de representacdo de natureza

algébrica que aceleram o processo de algoritmizagdo das situagcdes-problema.

Na figura acima o aluno 8, buscou compreender a localiza¢do, por meio da
visualizacio, de um ponto de sela da superficie descrita por f(x,y)=x’y—xy’.
Em outra situagdo, o mesmo aluno, indicou e explicou para seus colegas de sala,

a localizacdo dos pontos criticos e pontos de inflexdo, com a localizacdo no espaco R?,

situacdo negligenciada pelos livros didaticos consultados.
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Em outra situagdo, o aluno 15, requereu a visualizacdo do registro grafico em
3D, referente a atividade 4. Mais uma vez, de modo sistematico, no momento de
aplicacdo de nossa mediacdo diddtica, o sujeito explicou para seus colegas de sala, a
localizacdo dos pontos criticos e pontos de inflexdo, com a localiza¢do no espaco R’,
situacdo negligenciada pelos livros didaticos consultados.

Percebemos isto na figura abaixo.
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O aluno 15 estudou o comportamento da curva parametrizada na borda da

superficie exibida na atividade 4, na fase de maturagdo da Sequéncia Fedathi.

T S

T

Ap6s realizar a andlise, com arrimo na visualizacdo e percep¢do imediata das

propriedades do registro grafico em 3D, o aluno declarou

Nessa regido...dd uma descidinha...depois existe uma...um buraco
aqui...ndo da para encontrar de imediato este ponto ai...porque desse
lado o tapete parece reto...apenas olhando o tapete...olhando do outro
lado ndo d4 para ver..apenas vendo aqui...do outro lado é praticamente
reto..o tapete do outro lado é praticamente reto...é diferenciavel...do
outro lado d4 uma descida...quando a gente olha o eixo Ox...dd uma
descida..mas quando olha em relacdo ao eixo Oy...ele faz ao
contrdrio...

Nesta fase, registramos de modo sistemdtico, a introdugcdo e descri¢do
metaférica dos estudantes de varios conceitos introduzidos durante as aulas na
disciplina. De fato, ao explicar que “Nessa regido...dd uma descidinha...depois existe
uma....um buraco aqui...ndo da para encontrar de imediato este ponto ai...porque desse

b

lado o tapete parece reto...apenas olhando o tapete...”, observamos o emprego dos
termos “buraco” e “tapete” no sentido de re-significar o conceito formal de continuidade

e diferenciabilidade de fungdo num ponto.
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Ademais, o aluno 15 obteve informagdes e produziu sentengas proposicionais
com arrimo na percepgdo e visualizacdo imediata das propriedades observadas na tela
do computador. Registramos no excerto acima que “olhando do outro lado ndo da para

i}

ver..apenas vendo aqui...” o que confirma a extracio de informagdes a partir da
visualizagao.
Na figura abaixo, exibimos a imagem observada pelos alunos ao decorrer da

atividade 4 em sala de aula, na fase de maturacdo de Sequéncia Fedathi.

III) Solucdo: relatos das entrevistas individuais e analise de

resultados.

Nesta fase, os alunos empregaram o sistema de registros peculiar do CVV para a
verificacdo da aplicacdo da estratégia de resolucdo. De fato, na figura abaixo, o aluno 8,
empregou registros algébricos no sentido de analisar o comportamento e identificacdo
das retas tangentes horizontais e verticais.

Na figura abaixo observamos o tratamento dos registros algébricos levada a cabo
pelo aluno 8, na fase de solucdo de Sequéncia Fedathi. Apontamos que os dados
inferidos e a identificacdo das varidveis visuais funcionaram de modo pertinente no
sentido da escolha do registro de representacdo algébrica conveniente. Observamos sua

acdo na atividade 1.
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Em seguida, a partir dos dados produzidos pelo tratamento dos registros, o aluno
8 buscou a descricdo do comportamento geométrico da curva parametrizada em questao,
como divisamos na imagem abaixo.

Na imagem abaixo o aluno comparou os dados inferidos na tela do computador

com os resultados verificados a partir do tratamento dos registros de natureza algébrica.

O aluno 8 manifestou uma agdo discursiva ao buscar resolver o limite

4 3
. X'y .
Lim, 00, (m) na atividade 2. O mesmo esclareceu que
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Quando eu escolhi esta fracdo, apesar de serem ndmeros reais
quaisquer, eles ndo podem ser zero ao mesmo tempo, se ndo da zero
na fracdo. Como qualquer fracdo ndo pode assumir zero, para esta
frac@o existir, ndo pode assumir zero ao mesmo tempo. Ndo tem nada
a ver com o limite... Eu cancelei o p, mas ndo tenho certeza se posso

cortar.

Nos trechos destacados acima e registrados na fase de solucdo da Sequéncia
Fedathi, observamos a intuicdo antecipatoria relativa a afirmacdo “Eu cancelei o p,
mas ndo tenho certeza se posso cortar.”. Sua ilagdo reforca o fato de que sua estratégia
foi intuitiva.

Na resolugdo da atividade 4, o aluno 15 descreveu o tratamento dos registros
algébricos necessdrios para a resolucdo da tarefa. Destacamos as dificuldades
relacionadas ao tratamento que envolve a majoracdo de grandezas, como observamos na
figura abaixo. Nesta atividade o aluno manifestou incompreensdes relacionadas com a
complexa no¢do do método por épsilon e delta.

Sublinhamos que o aluno 15 buscou identificar elementos que majoram a

_ 30 . - .
expressao % no sentido de verificar que a mesma € pequena, para todo £ >0. Tal

X" +y

habilidade € explorada também no CUV.
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No tratamento dos registros algébricos para a resolucio do limite

4.3
X

. y ~ . - ,
Lim, , .0, (m) ,0 x+y >0 para ndo ter indeterminag¢ao, o aluno 17 afirmou

Eles ndo podem ser zero a0 mesmo tempo, o X € 0y, para ndo dar zero
esta fracdo. Nao tem nada a ver com limite... Porque o x ta tendendo
para zero, por isso a gente majorou para cd...e tem que cortar pois o X
e 0 y ndo vao para zero simultaneamente. Podia ir para zero... Todas
as possiveis e imagindveis...Ndo acredito no epsilon e delta.

No trecho destacado acima, o aluno 17 afirmou suas dificuldades e
desconfiancas relacionadas com o método de resolucdo de limites de fungdes. Por outro
lado, desde que exploramos, por intermédio da Sequéncia Fedathi, a exploracdo das
condicdes necessdrias, € nem sempre suficientes para a existéncia de um limite.

Na imagem abaixo, o aluno 17 efetuou, na fase de solugdo da SF, o tratamento
relacionado com a verificacdo de limites interados, conceito pouco explorado pelos
livros didéticos consultados neste estudo.

Pelo que evidenciamos na andlise de livros do CVV, desenvolvida neste estudo,
hd uma deficiéncia na exploragdo didatica de limites interados. Apoiados nos
pressupostos da Sequéncia Fedathi exploramos esta noc¢do que indica apenas condi¢des
necessdrias para sua existéncia. Observamos o tratamento dos registros dispensado pelo

aluno 23 na fase de solucdo da Sequéncia Fedathi.

Em outra situagio, o aluno 23 efetuou o tratamento dos registros algébricos do
CVYV, com respeito a atividade 4. Mais uma vez, o sujeito investigou a possibilidade de

majorar os termos envolvendo nimeros reais.
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Em seguida, o aluno 23, tentou aplicar a nogéo de limites interados no sentido
de verificar as condi¢des necessdrias para a existéncia do limite indicado na atividade 3,

na fase de solucdo da Sequéncia Fedathi.

Na fase de solucdo da Sequéncia Fedathi, com relacao a atividade 4, o aluno 8
desenvolveu o seguinte tratamento dos registros algébricos, como exibimos na imagem

abaixo.
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Na atividade 4, o aluno 8 efetuou o tratamento dos registros algébricos no
sentido de evidenciar e confrontar os dados obtidos por intermédio da visualiza¢do do

registros graficos em 3D, na fase de maturagcdo da Sequéncia Fedathi.
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Observamos que os alunos admitem nao recordar, por completo, das defini¢des

Jormais na fase de solugdo da Sequéncia Fedathi. Na imagem abaixo, reparamos que o
aluno 15, buscou identificar a existéncia de pontos criticos. Observamos o tratamento
dispensado pelo sujeito abaixo.

Sublinhamos que restrito ao tratamento de registros, o aluno 15, identificou
apenas a origem (0,0) como candidato ao ponto de aplicacdo e verificagdo do feste da
Hessiana, todavia, com os dados colhidos com arrimo na visualizagdo, na fase anterior,

o0 aluno conjecturou a aplicacio do referido teste em outros pontos.
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Nos livros de CVV consultados e analisados, registramos a pouca exploragio

dos registros de representacdo semidtica do CUV no contexto do CVV, todavia, na fase

de solucdo da Sequéncia Fedathi, estimulamos seu uso.

Na imagem abaixo o aluno 17 desenvolveu o tratamento de registros algébricos

no sentido de investigar a presenca de pontos criticos e pontos de inflexdo na fronteira

da superficie no R*.
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No proximo segmento, discutiremos os dados obtidos na fase de prova da
Sequéncia Fedathi. Nesta fase, colocamos em evidéncia os argumentos formais
envolvidos e, por meio da media¢do apoiada nos recursos computacionais, provocamos

a revisao das estratégias empregadas na fase de solugdo.

IV) Prova: relatos das entrevistas individuais e analise de

resultados.

Nesta fase de ensino, a mediagdo envolveu a formalizacdo e logicizacdo dos
argumentos empregados nas fases anteriores. Destacamos as dificuldades evidenciadas
nos alunos ao lidarem com a necessidade de inferéncias do tipo “Se...entdo....”,
envolvendo a aplicacdo e a ideia dos teoremas estudados no CVV.

Observamos também o depoimento dos alunos participantes dando conta do fato
de que ndo desenvolveram o habito de estudar as demonstracdes formais, desde os
estudos iniciais de CUV. Assim, colhemos as impressdes € a opinido a respeito do
formalismo em questdo a respeito dos principais conceitos estudados ao longo da
disciplina.

Neste sentido, ao ser questionado sobre as dificuldades na disciplina Céalculo III

e em relacdo especifica ao conceito de limite, o aluno 8 declarou que
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A maior dificuldade sdo as majora¢des. Do limite ainda to comegando
a entender.... Acredito mais ou menos em limites... No Célculo I a
gente aceita por que € a primeira idéia, mas aqui comecga a modificar

¥ y3
x4+ y )
cara eu colocaria que o limite existe. Nao colocaria, pois existe um
indeterminacio em baixo. Aparentemente existe [...]

tudo...Por exemplo...o limite Lim(x,_v)ﬂ(o,o)( ..... Essa dai de

Nos trechos destacados acima, destacamos uma sentenca proposicional
(“Acredito mais ou menos em limites...””) que caracteriza uma intuicdo conjectural
registrada na fase de prova. Reparamos que nesta fase, nossa mediacdo proporcionou a
revisdo das estratégias empregadas na fase anterior. Tal opcdo se caracterizou pela
exploracdo das condicdes necessdrias e ndo apenas suficientes para a verificacdo das
propriedades. Como conseqii€éncia deste posicionamento diddtico, evidenciamos esta

categoria de opinido.

O aluno 15, quando questionado sobre seus métodos de estudo do Calculo CUV

ou sobre o conceito de limite, usando épsilon e delta nos relatou que

Eu estudava... Acreditava naquilo, mais ndo compreendia... dava para
acreditar pelo que o professor provava em sala... Na verdade no
calculo 1 ndo foi muito bem explorado. Pelo menos na minha opinido.
No calculo 3 é muito explorado. Me fazem acreditar que isto €
verdadeiro.

No excerto acima, registramos as dificuldades recorrentes dos estudantes ao
lidarem com o formalismo envolvido com o conceito de limite. E ndo apenas em relagcao
a este conceito e,também, em relacdo aos conceitos de derivada e integral, obtivemos

dados que atestam as insegurancas e incompreensdes dos aprendentes.

Na fase de prova da SF, exploramos de modo sistemdtico, a revisdo e
generalizacdo dos argumentos empregados nas fases anteriores. Assim, no caso do
aluno 17, identificamos a comparagdo e revisdo de suas estratégias tomadas nas fases
iniciais da Sequéncia Fedathi. Na figura abaixo, o mesmo comparou o grafico
desenhado no quadro branco, obtidos por meio da aplicacio do modelo matemaético

formal com os registros gréficos indicados pelo computador.
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Mais adiante, ao ser questionado, o mesmo nos forneceu o extenso relato que

descrevemos no segmento

as dificuldades € pegar a equacdo e passar para os planos coordenados
X,y € z. Fazer o gréfico € complicado. E quando... deixe fazer na lousa.

Nio tenho costume de desenhos noR®. Anteriormente, quando
estudei Calculo III, ndo foi dessa forma. Aprendemos derivada de uma
forma bem simples, calculando mesmo. Sem usar limites. N3o vimos
interpretagdoes geométricas. Temos dificuldades nestes desenhos,
calcular declividades. Nds vimos teoremas, defini¢do, mas passamos
por cima...Mais a coisa pratica. Pouca coisa foi utilizada. Nao consigo
interpretar geometricamente ndo consigo. Pois o outro calculo foram
mais numeros, mais pratico. D4 para compreender algumas
demonstracdes, mas nio € muito explicada, € s6 passada do jeito que
ta no livro. Por exemplo, tem coisa aqui que a gente ndo sabe da onde
veio, porque...Outra dificuldade € a visdo geométrica....O hiperboldide
¢ eliptico...Ndo é uma elipse, como dou uma rotagdo e gera uma
elipse? Mas qual dessas rotacdes eu vou dar...

Alguns trechos acima merecem uma atencdo pormenorizada. De fato, ao
declarar que “Anteriormente, quando estudei Calculo III, ndo foi dessa forma.
Aprendemos derivada de uma forma bem simples, calculando mesmo. Sem usar limites.

’

Nao vimos interpretagdes geométricas...” o mesmo indicou ser a segunda vez que
cursava a disciplina de Célculo III e que a mudanca de abordagem e interpretacdo dos
conceitos estudados lhe parecia nitida. Observando o cariter geométrico explorado na

mediagdo apoiada nos pressupostos da Sequéncia Fedathi.

Ademais, ao comentar que ‘“Nao consigo interpretar geometricamente nao

’

consigo. Pois o0 outro calculo foram mais ndmeros, mais pritico....”, revelou as
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dificuldades em superar ao treinamento e habitos de aprendizagem nas disciplinas

passadas que permanecem no estilo tradicional no IFCE, sem o uso da tecnologia.

Por fim, em seu discurso, registramos a incompreensdes relativas a
aprendizagem das demonstracdes formais apresentadas pelos livros disponibilizados na
disciplina e disponiveis no IFCE, quando acentuou que “Da para compreender algumas

E3]

demonstragdes, mas nao é muito explicada, € s6 passada do jeito que ta no livro....”.

Acentuamos outros depoimento que mereceu atencdo € que corrobora com 0S
aspectos preocupantes indicados pelo aluno 17 nos pardgrafos hia pouco discutidos.

Neste sentido, o aluno 23, comentou que

A passagem através dessa linguagem € um pouco estranha para quem
comeca estudar um pouco de Calculo III. Onde, porém deve-se correr
atrds de alguns conceitos, onde o livro ultrapassa alguns detalhes
simples onde quem ndo conhece acaba ficando dificil....Podemos
avaliar o curso de Calculo III, como sendo mais ou menos
complicado. Neste temos algumas demonstracdes de teoremas que
exigem certa maturidade fundamental para compreendé-los. Temos
notagdes complicadas que atrapalham o curso....Minha primeira
dificuldade sdao os graficos. As demonstracdes e teoremas também
geram dificuldades....Contetido muito extenso. Pouco entendimento
das demonstracdes e teoremas....As demonstracdes e notacdes as
vezes confundem. O pouco tempo para fazer mais exercicios....Uma
das coisas que me deixou com dificuldade foram as notagdes. Achei
também o livro adotado dificil, pois omite muita coisa.

Mais uma vez, o aluno 23 acentou a diferencas e mudancas ocorridas no
processo de transicdo interna do CUV para o CVV. Neste caso, observamos isto ao
comentar que “A passagem através dessa linguagem é um pouco estranha para quem
comeca estudar um pouco de Calculo IIL....”. Neste excerto, mais uma vez, o aluno 23

aponta as barreiras relativas a aprendizagem das demonstra¢cdes formais.

Notamos ainda suas indicagcdes relacionadas ao tratamento das notacdes e
mudangas notacionais. De fato, ao ser questionado, indicou que “Minha primeira
dificuldade sdo os graficos. As demonstracdes e teoremas também geram
dificuldades....”. A mudanca de abordagem e interpretacdo dos conceitos estudados no

CVYV lhe pareceu diferenciada ao que o mesmo estudou nas disciplinas anteriores.

Um pouco mais adiante, o aluno 23, forneceu alguns exemplos em que
conseguia divisar com clareza a aplicacdo de teoremas do CVV que preservavam
bastante semelhanca com os teoremas estudados no CVV. Neste caso, o aluno 23

escreveu e explicou na lousa o que exibimos na figura abaixo.
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congerge
para zero

Na imagem acima, o aluno empregou o teorema Lim,, ., f(x,y) g(x,y).

limitada
Aqui temos um exemplo de um conhecimento mobilizado e apoiado em uma intuicéo
afirmativa, uma vez que, o mesmo admitiu desconhecer a demonstragdo formal deste

teorema.

Por outro lado, resultados desta natureza, fortalecem o processo de transicdo

interna do CUV para o CVV, que indicamos e descrevemos no capitulo 1.
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O diferencial explorado em nossa mediacdo, ancorada nos pressupostos da

Sequéncia Fedathi, proporcionou a revisdo das estratégias, inclusive, a producdo de
conjecturas, baseadas na visualizagdo, que geravam situagdes conflitavas com os
resultados formais obtidos por intermédio do tratamento dos registros algébricos na fase
anterior. Na imagem abaixo, vemos o aluno 23 comparando e analisando os resultados

obtidos na fase de solucdo da SF, com os seus resultados da fase de prova.

383



Nestas imagens os alunos 24 e 29 compararam e confrontaram os dados obtidos na fase
de solucdo da SF. Em muitos casos, a exploragdo de registros proporcionou a revisao

das estratégias e respostas.
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Os alunos participantes do estudo manifestaram, em vdrias ocasides, suas
impressoes referentes as mudancas do CUV para o CVV. De fato, no estudo do CUYV,
os alunos aprendem a relacdes entre f, f' e f". Neste caso, quando existe f', ou seja,
a fun¢do € diferencidvel, consequentemente, f € continua. De modo similar ocorre com
flef".

Todavia, no caso do CVV, quando f(x,y) é diferenciavel, sabemos que a

funcdo f(x,y) € continua, todavia, nada se sabe sobre a continuidade de g—f e g—f
X 'y
Por outro lado, a andlise no CVV, pode ser feita apenas em termos de
of o’ f
xy), —(x,y)e —(x,y).
fxy) ax( y) axax( y)

Questionamos aos alunos participantes as relagdes conceituais dessas derivadas,
relacionando seus conhecimentos do CUV e do CVV. Na figura abaixo o aluno 21
buscou relacionar e compreender as hipéteses do teorema de Clairut-Schawrz e os
conhecimentos anteriores do CUV.

No CUV, dizer que y = f(x) € derivdvel € o mesmo que declarar que a mesma é
diferencidvel. Enquanto que no contexto do CVV, quando declaramos que uma fungéo
do tipo z= f(x,y) é diferencidvel, como conseqii€ncia, serd derivdvel em relagdo as
varidveis X e y, ou seja, existem suas derivada parciais e que podem ou ndo ser
continuas, entretanto, ndo tem sentido dizer que z= f(x,y) € uma funcio derivdvel, a

menos que mencionemos a quais das varidveis consideramos.
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Na fase de prova da SF, o aluno 17 buscou compreender a definicdo formal de
imagem de uma funcdo ilimitada. Reparamos na figura abaixo sua andlise visual do

registro grafico em 3D formado a partir do computador.
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Na figura abaixo , o aluno 8 avalia o comportamento do registro grafico em 3D,

correspondente ao objeto derivadada parcial de 1* ordem, na fase de maturagéo da SF.

"

Depois, o aluno 8 investigou o comportamento das outras derivadas.
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Na fase de tomada de posi¢do, o aluno 8 comparou os registros graficos em 2D
exibidos nas atividades propostas ao decorrer do estudo. Na figura abaixo, o aluno 8

comparou os registros graficos em 2D com os registros algébricos.
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No que segue, destacamos no momento de aplicacdo das atividades. Neste

momento, o aluno 8 requisitou a inspecdo do comportamento dos registros grdficos na
tela do computador com o intuitivo de aperfeicoar e precisar a andlise dos dados

colhidos na fase anterior da SF.
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Anexo III: Ementa da disciplina de Calculo III
1 — Curvas parametrizadas no plano e no espaco R*.

1.1 Nogdo intuitiva de curvas parametrizadas no R* e no R’.

1.2 Continuidade e diferenciabilidade de curvas parametrizadas.
1.3 Construgao de graficos de curvas.

2 — Propriedades sobre o grafico de funcdes do tipo z= f(x,y) ou w= f(x,y,2).
2.1 Dominio, imagem e grafico.

3 — Propriedades sobre limites e continuidade de fungdes.

3.1 Limites por épsilon e delta.

3.2 Continuidade de fungdes.

4 — A nocdo de derivada parcial, derivada direcional e aplicacdes.
4.1 Construcao da derivada parcial e direcional;

4.2 Propriedades da derivada parcial e direcional, Regra da Cadeia.
4.3 Aplicagdes, teorema de Clairaut-Schawrz.

5 —Identificacdo de pontos extremantes de uma fungdo.

5.1 Interpreta¢do geométrica de pontos extremantes.

5.2 Condig¢des de existéncia de extremos da fungdo.

5.3 Teorema da Hessiana ou teste da 2* derivada.

5.4 Critério de identificacdo visual de pontos extremantes.

7 — A nocdo de integral Multipla.

7.1 Interpretacdo geométrica da integral dupla.

7.2 Interpretacdo geométrica da integral tripla.
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Anexo IV: Exemplos de intuicoes registradas nas fases da
Sequéncia Fedathi.

Natureza da
intuicao

Fase 1 — tomada de posicdo

Intuicao
afirmativa

Pelo grafico, como ndo existe ruptura ou salto a funcio € continua.

Intuicao
conjectural

D4 para ver que o grafico possui uma “cratera” ou “buraco” aqui.

Natureza da
intuicao

Fase 2 — maturacdo

Intuicao
afirmativa

Intuicao
conjectural

Mas tem esse buraco aqui no gréfico, ndo é continua... (aluno 7)

Intuicao
antecipatoria

Natureza da

Fase 3 — solugdo

intuicao
Intuicao E diferenciével, pois € uma fungdo polinomial....
afirmativa
Intuicao Como os limites laterais sdo iguais, podemos desconfiar que o limite
antecipatoria | existe...(aluno 7)

Assim...podemos suspeitar que Lim, ., 0,/ (x,y)=0...(aluno 21)

Natureza da

Fase 4 - prova

intuicdo

Intuicao ...que eu saiba...para aplicar o teste tem que estar no interior da
afirmativa | superficie...(aluno 29).

Intuicao “...geometricamente como um ponto de sela..mas analiticamente,
conjectural | pelos célculos...provei que ndo é...€ um ponto qualquer...quando se

aplica o teste da hessiana...logo...” (aluno 21).
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Anexo V: Caracterizaciao de alguns elementos da fransicdo

interna do CUYV para o CVV

(1) um sistema de representacio simbdlica mais complexa do que o outro:

(i1) as argumentacdes envolvidas na demonstracdo dos teoremas sdo mais complexas,
inclusive a natureza das defini¢ées formais envolvidas.

Podemos comparar as defini¢des formais de derivadas para fun¢do do tipo
y=f(x)ez=[f(xy).

(iii) a natureza geométrica diversa dos objetos envolvidos.

No CUV a integral pode ser interpretada como a drea de uma regidio no R?,
enquanto que no CVV, a integral miltipla pode ser interpretada como drea ou volume
no R’.

(iv) a mudanga da significagdo conceitual interpretada em um novo locus matemdtico.

No CUV a nogdo de ponto critico condiciona as possibilidade de que
f'(a)=0ou f'(a) ndo existe. No caso do CVV, investigar os pontos criticos exigem a

o Jf

condicdo relacionada com o gradiente Vf (x, y) =| —,=—
ox dy

jz(0,0).

(v) o surgimento de regras operatdrias particulares.

No CUV temos regras operatdrias de limites envolvendo indetermina¢des que se
exige a Regra de L "Hopital e no CVV ndo h4 regras semelhantes.
(vi) regras operatdrias validas num contexto e inapropriadas em outro.

Na condi¢do de se tomar f e calcular f' podemos obter os pontos criticos. N

contexto do CVV, a obten¢do dos pontos criticos € oriunda da investigacdo do gradiente
Vf.
(vii) teoremas do CUV sem interpretagdes semelhantes no CVV.

O Teorema de Bolzano no CUV sem interpretacdo semelhante no CVV, o
Teorema de Rolle e Lagrange sem interpretagdo semelhante no CVV, etc.
(viii) defini¢des formais que envolvem uma mudanga de significado.

No CUV, do ponto de vista geométrico, uma funcdo diferencidvel ou derivavel
pode ser aproximada localmente por uma reta. No CVV uma fun¢ao diferenciavel, do

ponto de vista geométrico, pode ser aproximada em um ponto por um plano tangente.
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(ix) generalizacdo de nocdes e definicoes formais.

A partir dos elementos acima, exibimos o quadro esquemadtico dos elementos

presentes no contexto da transicdo interna do CUV para o CVV.

Nocoes e conceitos

CUV

(03 'AY

Comentarios

Modelo ou formulagéo por £ € O

Sim

Sim

(Elemento de transicdo). Presente
tanto no CUV como no CVV,
todavia, as regras operatorias
condicionadas por sua definicdo
formal e as expressoes algébricas
tratadas sdo completamente
distintas.

Limites laterais
limx_m+ f(x) e limx_m, f(x)

Sim

Nao

(Elemento  de  ruptura). As
simbologias e o significado
geométrico no CUV perdem o
sentido no CVV.

Limites interados
lim _,[lim _, f(x)]]
e
lim _ [lim,_, f(x)]]

Nao

Sim

(Elemento de transi¢do). A
aplicagdo de regras operatdrias
envolvidas com este conceito
proporciona o tratamento de
fungdes em uma varidvel real,

semelhante ao caso do CUV.

Descontinuidade removivel

Sim

Nao

(Elemento de ruptura). Nao hd um
conceito semelhante, que indica a
generalizagcao desta ideia,
correspondente no CVV.

Derivabilidade

Sim

Nao

(Elemento de ruptura). Esta nocdo
formal possui sentido apenas no
contexto do CUV

Diferenciabilidade

Sim

Sim

(Elemento de transi¢do). Noc¢do
mais geral e admite sentido e
descri¢dao formal, tanto no CUV e
no CVV.

Derivada parcial

9 9
» (x,y) e 3 (x,y)

Nao

Sim

(Elemento de ruptura). Apesar de
ser um conceito restrito ao CVV, o
mesmo  conceito  poderia  ser
explorado, de modo intuitivo, no
CUV.

Derivadas de ordem superior

ek ek
_f (x, y) € f
0x0x dydy

(x,y)

Sim

Sim

(Elemento de ruptura). Por outro
lado, possuem significados
completamente distintos em cada
teoria de base. Os livros
consultados  apresentam  uma
diversidade de enunciados.

Comutatividade das derivadas

Nao

Sim

(Elemento de ruptura). Podem ser
descritas, em certos casos como
limites interados.

Uso de metaforas na
explicacao/significacao dos
conceitos

Sim

Nao

(Elemento de transi¢do). Nos livros
observamos a exploracdo de
metaforas apenas no contexto do
CUV. O wuso deste recurso
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pedagégico no CVV pode
intensificado com  arrimo
tecnologia.

ser
na

Fonte: Elaboracao propria.
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