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RESUMO

Este trabalhdiscuerelagdes entre ldetodologia dé&nsino Sequéncia Fedathi (SF) €eria

do Pensamento Matematico Avancado (PMB)scando a compreensdo de como a acdo
docente favorece o desenvolvimento do pensamento matematico discenteida qued
possibilita gaoreflexdo em sala de aul@om efeitg o objetivo principal foicompreender

como amediacao docent@apoiada n&F,influenciano desenvolvimento do PMA de alunos

de licenciatura em aulas de Algebra Linear. Caracteseonomo um sudo de natureza
quditativa, cujas questdes de pesquisa remeteram ao estudo de caso. A investigacdo de campo
dividiu-se em trés etapas: (a) observacido de uma disciplina de Algebra Linear; (b) realizacio
de um curso de extenséo; e (c) grupo de estudospadicipantes da &pa anterior. As duas
primeiras etapas trataram do ensino na Algebra Linear utilizando a SF e a terickitale

seu estudeono metodologia de ensino. Nos resultgddsntificouse, na mediacédo docente,

0 incentivo a mobilizacdo deariadosprocessos mentais, desencadeados mediante o uso de
perguntas, que propiciaram a mediagéo dialogada, bem como do ssimameGeogebra e

da maneira como as representacfes maieasaforam exploradas. Além disso, foram
explorados o tratamento @& conversdo dos registros de representacdo. Os processos de
generalizacdo e abstracdo foram notados conorndafase na acdo/mediacdo docesta,
especigl quando se incentivava 0s alunosksservar a estrutura matematica subjacente ao
contetdo. Além diss foram identificadagvidéncias de qua SF pode contribuir ndo apenas
para o desenvolvimento cognitivo dos estudantes,tarabémpara o desenvolvimento social,
afetivo e metacognitivaque contribuem significativamente para a predisposicdo do atno e
adquirir conhecimentos e pdr em pratica o raciocinio investigativacl@u-se que a SF pode
propiciar um ambiente favoravel ao desenvolvimento de processos de PMA de alunos de
licenciatua em Matematica nas aulas de Algebra Linear, uma vez que fasaiege discente

e orienta o professor quardananeirale interagir e realizar a media¢do do conteido em sala
de aula, de modo a respeitar o tempo de maturagéo do aluno, seu desenvobogretivo,
levandeo a enenderos conceitosle modo significatis, sem se limitaa memorizacdo de

regrase manipulacéo algoritmica.

PalavrasChave Sequéncia FedathiMediacdo Docente Algebra Linear Pensamento
Matematico Avancado



ABSTRACT

This paper discusses the relationship between the Fedathi Sequeneac¢8ing methodology

and the Advanced Mathematical Thinking (PMA) theory, aiming to understand how the
teaching action favors thdevelopment of student mathematical thinking, as it enables
reflectionaction in the classroom. class. In this contextntlaén objective was to understand

how the teacher mediation supported in SF, influences the development of the PMA of
undergraduatetedents in classes of Linear Algebra. It was characterized as a qualitative study
whose research questions referred toddee study. The field investigation was divided into
three stages: (a) observation of a Linear Algebra discipline; (b) completian extension
course; and (c) study group, with participants from the previous stage. The first two steps
addressed the tdaiag in Linear Algebra using the SF and the third dealt with its study as
teaching methodology. In the results it was identifiedhéteacher mediation, the incentive to

the mobilization of different mental processes, triggered by the use of quetstadriacilitated

the dialogical mediation, as well as the use of Geogebra software and the way mathematical
representations were eppkd. In addition, the processing and conversion of representation
records were explored. The processes of generalizatmalastraction were noted with more
emphasis on teacher action / mediation, especially when students were encouraged to observe
the mathematical structure underlying the content. In addition, evidence has been found that SF
can contribute not only to studks ‘cognitive development but also to social, affective and
metacognitive development, which significantly contribute to studeiitsigmess to acquire

new knowledge and put into practice the research reasoning. We conclude that SF can provide
a favoralle environment for the development of PMA processes for undergraduate students in
Mathematics in Linear Algebra classes, since ibfastudent action and guides the teacher as

to how to interact and mediate content in classroom, so as to respect dre'stocturation

time, their cognitive developmerieading him to understand concepts in a meaningful way,

without limiting himselfto rote memorization and algorithmic manipulation.

Key Words: Fedathi Sequenc&eaching MediationLinear AlgebraAdvaned Mathematical
Thinking.



RESUME

Cet article traite de | a relation entre | a
et la théorie de la pensée mathématique avancée (PMA), dans le but de comprendre comment

| 6acti on do6 e n deadévelopgemeninde la peaseeanathimeatdes éléves, dans

la mesure ou elle permetlaréflexianct i on en c¢cl asse. salle de cl
principal ®tait de comprendre comment | a mG
développement de la PMA des étudiantgpde e mi er cycl e dans | es cl
sbagissait doébune ®tude gqualitative dont | e:

cas. L'enquéte sur le terrain a été divisée en trois étapesb&driation d'une discipline de
l'algelre linéaire; (b) avoir terminé un cours supplémentaire; et (c) groupe d'étude, avec des
participants du stade précédent. Les deux premiéeres étapes ont été consacrées a I'enseignemer
de l'algébre linéaire a l'aide di@ SF et la troisieme a son étude ent tgue méthodologie
d'enseignement. Les résultats ont mis en évidence, dans la médiation des enseignhants,
l'incitation a la mobilisation de différents processus mentaux, déclenchée par I'utilisation de
questions, fatitant la médiation dialogique, ainsug l'utilisation du logiciel Geogebra et la
maniere dont les représentations mathématiques ont été explorées. En outre, le traitement et la
conversion des enregistrements de représentation ont été explorés. Lesuprades
généralisation et d'abstractiamt été notés en mettant davantage l'accent sur l'action / la
médiation des enseignants, en particulier lorsque les éléves étaient encouragés a observer la
structure mathématique sejasente au contenu. En outre,ailété prouvé que la FS peut
contribuer non seulement au développement cognitif des étudiants, mais également au
développement social, affectif et métacognitif, ce qui contribue de maniere significative a la
volonté des étudiants d'acquérir de nouvellesnamsances et de mettre en pratique les
connaissances acquises. raisonnement de recherche. Nous concluons que SF peut fournir un

environnement favorable au développement de processus PMA pour les étudiants de premier

cycle en mathématiques danslescladsésal g br e | i n ®ation des étudiants i |
et guide | 6enseignant dans | a mani re doéint
respecter l e temps de mat ur at i onamenant 4 6 ®|I
comprendre lesoncepts de maniere significative,sans e | i mi ter ~ |l a m®&mi

a la manipulation algorithmique.

Mots clés Séquence de FedathMédiation pédagogiqueAlgeébre linéaire Pensée
mathématique avanceée.
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1INTRODUCAO

Este estudada continuidade aseflexdes resultates & nossadissertacdo de
mestrado, intituladaA Sequéncia Fedathi no ensino da Algebra Linear: o caso da nogdo de
base de um espaco vetorigle identificou possiveis alavancas metam aulasde Algebra
Linear, elaboradas enediadasegindoa metodologiade ensindSequéncia Fedathjue tem
como foco a postura e mediacéo do professor em sala deisatalo a criacdo de um ambiente
de ensinanvestigativq favoravel aconstrucdo do conhecimenelo aluno

Na nossa perspectiv&@@NTENELE, 2013), @ utilizar a Sequéncia Fedathi no
ensino da Algebra Lineaw professorem vezde apenas expor os contetidos, dava oportunidade
de acdo aos discentes, estimulanda refletir sobre os conceitos, trabalhapos meiode
situacdes que os lessan a construcdo do conhecimenkstesresultados evocaram novas
reflexdessobreamediagaalo professor em sala de aalaeus reflexos no desenvolvimento do
pensamento matematicoo dalung uma vez que  problemas inerentes ao ensino e
aprendizagem de Aépra Linear se referemrincipalmenteas dificuldades que @studants
enfrentam para tentar compreender no¢fes abstratas, como espaco vetorial, subespacos, base
dimenséo.

A Algebra Linear desempenha importante papel no meio cientifitoazéo das
diversas possibilidades de aplicaces/anmdos setoredo conhecimentanclusiveno ambito
da propriaMatematica. Resumidamente, podemos dizer que se trata de uma ramificacdo da
Algebra que estuda os espacos vetoriais e suas transformacées lineards,dam vetores,
matrizes e formas quadraticas (LIMA, 2011). Seus dtoge definicbes tém carater abstrato
que, dentre outros fatores, contribui para o surgimemt® dificuldades no ensino e
aprendizagentssas fazem com quenuitas vezes professoenfatize as tarefas algoritmicas,
para fugir das incompreensdes conggg dos alunQPois gustamente nessa énfase que se da
na fnal goritmiza-«00, bem como no excesso de
ensino da Algebra Linear, conform@ontam Dorier (2000; 2008) e Rogalski (1991, 1994).
Nesse caso, ha ptas oportunidades de se trabalbgrensamento matematico do estudante,
uma vez que esteivencia um ensino marcado pela exposicdo de contgqudoele deve

reproduzir, tal qual foi exjgado pelo professor.

1 Segundo Dorieretal. (20003a fial ancd mdase referem ao uUsSO, NO ensi ni
SOBRE Matematica que podefevar os estudantes a refletir, conscientes ou ndo, tanto sof@prio
aprendizado na atividade mateioatquanto eerca dgropria natureza da Matematica.



15

Autores como Tall (1995), Dreyfus (2002) e Dughn (2002) defendeno
argumento deue o ensino baseado unicamente na exposi¢cdo de conteudo pouco favorece o
desenvolvimento cognitivo discente em sala de aula, uma veaaapenaseproduzir o que
Ihe foi passado, o aluno ndo adquire o habito de refletir sobre os conceitos trabalhados e seus
porqués matematicos. E necessario que o estydanthegaso ensino universitariqgpossa
ser estimulado a passar do pensamenttemmgtico eémentar ao pensamento matematico
avancado, melhorandassim seu modale lidar com os conceitos, definicoes e abstracdes.

Os referidos autores fazem parte do grupo internacionaPsisologia da
Matemética, denominadesychology Mathematics Hdation(PME), e desenvolvem estudos
referentes ao Pensamento Matematico Avancado (PMAIn o qual investigam o
desenvolvimento do pensamento matemafisodamentandse em aspectos psicoldgicos e
cognitivos,juntamente confatores didaticos.

Tall (1995 p.14) acentua que amaneiracomo aMatematica universitaria é
ensinada,obedecendoca s e q u ° n c i-teoreniagrevéeixempléo,«propicia poucas
oportunidades para o desenvolvimento do PMA. Para o astoretodosradicionais de ensino
fazem o opostalo que osmatematicos universitariaatencionam uma vez que a enorme
quantidade de conteido matematico a ser wistplanouniversitario faz com que seja dificil
para os alunos lidar comMéatematica formal em tempo limitado.

Sob talaspecto, a visdo do autor mmvora 0s pressupostos da Sequéncia Fedathi,
principalmente no que se ref@eciiticas ao ensino baseado unicamente em aulas expositivas,
que faz muitos estudantegptarem pelo recurso a memorizacdo, sem dewdidadocom a
compreensao dos significadogrinsecos aos conceitos, teoremas e provas estudados

A Sequéncia Fedathi pode auxiliar o professamediacaade aulas voltadas para
o entendimentaonceitual de maneira significatii@medida que seus pressupostos oaien
a acdo docente em sala aélg para possibilitar ao aluno exercitarraciocinio, mobilizar
conhecimentos preévios, agir em busca de solpgdiaas atividades e problemas propostos,
com base em situacdes que visseam ensino baseado na construcaeaahecimento.

Desse modo, copreendemqggjueum ensino que proporcione o desenvolvimento
do PMA discente peauxiliar a amenizar os problemas no ensino de Algebra Linear, uma vez
gue seu dominio pressupde habilidades que tornam o aluno mais apt@entides conceitos
e definicbes.Para tanto, € necessario que as atividades trabalhadas sejam planejadas

2 fidefinition-theoremproofi | | ustr ati ono.
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considerando os processos que envolvem o PMA, de modo a permitir ao aluno atuar como
sujeito de sua aprendizagem

A ideia de construcdo do conhecimematematico aqui adotada advélos
estudos de Jean Piaget (1973, 1980, 1990), que buscaram compreender a génese do
conhecimento, analisando a a¢éo do sujeito sobre objetos, desde a acacmens@iaté a
acao conceitualizada. O termo construcdo estécias®o ao desenvolvimento degeemas
mentais pelo aprendiz, cujas a¢Bes incorrem em sucessivas assimilagcbes, acomodacoes e
estados de equilibrios e desequilibrios, que o tornam cada vez mais apto a adslirir
conhecimentos.

N&o basta entretanto, que ©mpreendamos os fatores que plitam a
aprendizagenpoisé necesséaiivisdoatenasobre a acdo docente em sala de, aolae abordar
os conteudos matematicos. Desse modo, no que tange aos aspectosrdatatiotbgicosa
Sequéncia Fedathi pode ser um auxilio ao professor parsdagém de aulas que propiciem
situacdes que levem os alunos a construir seu conhecimeaszofka desta metodologia se
justifica, além dos fatores ja mencionados, tamlp&ho fato @ esta ter sido desenvolvidam
suporte enobservacdes do trabalho dat@matico profissional.

Pegjuisas recentetantono planointernacional (HERLINA, 2015; JOGANAH;
WILLIAMS, 2010), quanto nacional (MARINS, 2014; PRADO, 2012; GERETI, 2014,
BERTOLAZI, 2012), revelm que a preocupacaoom o desenvolvimento do pensamento
maematicocrescewnas ultimas décadas, sendo a busca por maneiras de de&émeoivsala
de aula um dos principais desafios aos matematicos e educadores matematicos na atualidade.

Herlina (2015) investigou a melhoria do pensamento matematico avancado em
estudantes que tiveram aujasr meioda Teoria APOS(Action, Processes, Objects, Schemas
e mediante aabordagem convencional. Segundo seus resultdumsve melhoria nas
habilidades dos alunos com ambas as abordagens, sendo maior com a teoria APQ&, porém
diferenca néo foi significativa. A autogponta a necessidade de investigacbes sobre como
contribuir para a melhoria da aprendizagem, principalmente no que se refere aos processos mais
dificeis para os alunos, tais como o desenvolvimento do pensamatgmatico criativo e a
prova matematicad auora nao abordao entantocomo seria a mediacao docente em sala de
aula.

Jooganah e Williams (2010) investigarartransicdo do pensamento matematico

elementar para de teoravancado nas perspectivas ctigai e sociocultural, destacando as

3 Teoria que descreve a construcéo de conceitdd @ammatica, desenvolvida por Ed Dubinslom suporte em
estudos sobre a abstragéo reflexiva de Jean Piaget.
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dificuldades que os alunos enfrentam ao pamsataMatematica escolar para a universitéria,
evidenciando que h& uma lacuna cognitiva entre os tipos de pensamento envolvidagteresulta
do despreparadlos alunos. O estudtestaca sicontradicfes entre os sistemas dsimo e as
atividades universitarias e enfatiza a necessidade de mudanca destas geatica$o que a
universidade possa melhor lidar com as dificuldades dos alunos.

No Brasil, Gereti (2014) investigou imibs de processos de Pensamento
Matematico Avagadq evidenciados por estudantes Matematica ao resolverem questdes
discursivas dcExame Nacional de Desempenho de EstudamiBBADE). Seus resultados
apontaram a necessidade de se investiganodocomo ppf essores podem |
provocar osde$MApnooaims. s

Marins (2014) também pesquisou evidéncias de processos de PMA em estudantes
de Matematica ao resolverem tarefas envolvendo o conteddo de transformacdes lineares.
Segundo os resultadospgd13 alunos participantes, apenas trés matafesn abstracdo. A
autora conclui que € preciso o professor prapioi desenvolvimento de atividades que
possibilitem a manifestacdo do PMA.

Bertolazi (2012) investigou os processos de PMA manifestados egistros
escritos de estudantes de licenciagemeMatematica ao lidar com tarefas envolvendo sistemas
de equacles lineares. Dos 17 participantes, apeseatingirama abstracdo matematica, ou
seja, foram capazes de sintetizar, formalizar e generpbrsamentos matematicos.

Prado (2012) investay a insercédo da calculadora sasacfes deprendizagem
propostas ao Ensino Fundamental Il, da rede publiéstimo de Sdo PayloosCadernos do
Professor a luz do PMA. A autora conclui que a calculadpode auxiliar o desenvolvimento
do PMA discenteoma possibilidade de representacéo e visualizacao, contribuindo para chegar
a abstracdo. Recomenda estudos sobre como desenvolver a generalizagdo, gudagé um
componentes do PMApossibilita queo aluino atina a abstracéo.

Esses estudosapontam a necessidade de se olhar para a pratica docente
universitaria, investigandde que modo professor pode atuar em sala de aula para favorecer
o desenvolvimento @ PMA de seus alunos. Gereti (2014), Marins (2044Prado (2012)
sugerem, respectivament@vestigacdes que orientem como o professor pode motivar 0s
processos de PMA discenfaopiciar atividades que possibilitem a manifestacdo do RMA
desenvolver generalizacdo para atingir a abstracao.

Essas onstatacdes sinalizam a importancia erecessidadée se olhar para os
aspectoslidaticos e pedagdégicomie guiam a pratica docente, para que esse desenvolvimento

se expressena acao reflexiva do estudante e r&#o décentralizado no professor como
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transnmissordo sabee fid on o 0 d o.Do montdde vistande apteralizagena, &0

do estudante sobre o conteldo e a coordenac&asdagbes que o levara a construir um
aprendizado mais rico em termos de significados, sobretudo se contar com um @m®sino q
estimule a reflexdo @descoberta

As lacunas mencionadas por Jooganah e Williams (2010) s&o indicios de que nem
sempre 0s alunos conseguirdo chegar ao dominio das ébsteprova matematicas, sem a
devida mediacao docente. Assim, € importante quefessor se conscientize de seu papel
ultrapasse @dominio e transmissdo do conteudo, pois acdes bem elaboras e refletidas podem
auxiliar os alunos a superar os problenigerentes transicdo do pensamento matematico
elementar para o pensamento m&tco avancado.

A Sequéncia Fedathi, por sua vez, foi trabalhemla aMatenaticado Ensino
Superior nas teses de: Barroso (2009), Souza (2010) e Alves (2011)desseatacoes de:
Fontenele (2013), Moreira (2014), Nasserala (2014), Bezerra (20153eiMé2015)sendo
que amaioria desas investigacdese deu com foco no ensino do Célculo Diferencial e Integral
cujo detalhamentest descrito no capitulo 2.

Somerte n6s FONTENELE 2013) investigmoso uso dessa metodologia no
ensino da Algebra Lineacujosresultados apontaraque a mediacédo docente baseada na SF
rompeucom os paradigmas tradicionais do ensinMdéematica, permitindo a valorizacéo da
acao discente em sala de aula, a medidaeqsejae instiga a curiosidade, a descoberta, a
reflexdo, o levantamento de hipoteses, as validacdes, advindas da acdo do proprio aluno, ndo
apenas imposta ou transmitiddgprofessor.

Assim, considerando o carater abstrato da Algebra Linsgroblemas do ensino
como transmissédem como, @xcesso deokmalismo e algoritmizacdcsompreendemos que
a superacao dessas dificuldades perpassa o trabalho docente em dalaAdaaueiracomo
acontece a mediacdo do professor pode ser determinante para aprimorar 0 pensamento
matematico do aluno, levandoa deenvolver os processos que levam ao PMA, cujo
desenvolvimento requer o habito da reflexdo sobre a experiéncia matematica.

Na Sequécia Fedathi, essa reflexdacedecom veeméncia na fase dalucéq
pois apods exibir suas estratégias de resolucdo, o alpwolerd compara com o0s
procedimentos adotados por seus colegas, de modo que terdo a oportunidade de refletir sobre
o egue oficc ofm z er a madptarmiradacsdugdy.aDesse modo, os debates e
discussdo que antecedem a fasepdava podemensegr reflexbes que se tornardo mais
aprofundadas, conforme o professor faz a formalizagdo dos conceitos matematicos trabalhados.
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J& ro ensino tradicional, segundo Dreyfus (2002, p. 25), geralmente, o professor
ndo espera que um aluno Matemética elementaapos resolver um problema, pare para
refletir e descrever como chegawsolucdo. Essa atitugdentretantog o que se espera de um
estudante dMatematica avancadaem particular, de futuros professoresittiucacéao Basica
pois, embora os processos EBA sejam mais focados nas abstracOes de definicdo e deducao,
muitos desses processos estaddatematica elementar.

Outro aspecta@ue corrobora os pressupostos da Sequéncia Fedathi, se refere as
criticas feitasa maneiracomo aMatematica énostradeem wla de aula: denodo polido e
acabad. Para Dreyfus, ese$ormato de apresentacédo afeta a aprendizagenesenvolvimento
dos procesos de PMA nos estudantes, pois desconsidera o daonthtematica ter sido
concebidanediantetentativa e erro, formulae8 intuitivas, estruturas parcialmente corretas
uso de desenhos para mostrar partes de uma estrutura matematica pensadaoAt@pde c
a esé modelode ensinppor valorizar o raciocinio do aluno, ou seja, 0 processo e hdo somente
0 produto.

Consideando esses fatores e a descricdo de Tall (1995) sobre o ensino da
Matematica superior, observamos convergéncias copnegsupostos da Sequéncia Fedathi,
no sentido de que esta possa contribuir com o desenvolvimento dpaeiikando a acao
docentecomvistas goropiciar o ensino voltado para a constru¢ao do conhecimento e valoriza
a acdo ativa do estudante em salaude. &#ortanto, nossa tesa éleque o ensino mediado na
perspectiva da Sequéncia Fedathi (SF) auxilia no desenvolvimento do Penddatentatico
Avancado de alunos de licenciatura eratematica.

Assim,anteas dificuldades inerentes ao ensino e apragein da Algebra Linear,
nosquestionaos como a §F podecontribuir parao desenvolvimento do PMA de alunos de
licenciatura em Mateméaticem aulas de Algebra Linear? Cosucede abordagem conceitual
em aula mediadas segundo a SF? Como os processos AgpBdem ser estimulados durante
as aulasE possivetontribuir para o desenvolvimento do PMA dos alunos?

Tais questionamentos remeteo objetivo geraldecompreender comoraediacéo
docente apoiada n&equéncia Fedathinfluencia no desenvolvimento do Pensamento
Matematico Avancado dalunosde licenciatura em Matematica em aulas de Algebra Linear.
Para isso, precsnos entender como §F propicia a construcéo conceitual éhgebralinear
identificar na mediacdo docente possiveisacdes com o desenvolvimento Bensamento
MatematiccAvancado; esaberos reflexos da mediacdo docente nas impressdes dos estudantes

de licenciaturaparticipantes da pesquisa.
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Assim, nestanvestigacaptratamogio ensino da Algebra Linear, especificamente,
dos conceitos abstratos, como espaco vetorial, base e dimensdo, dando énfase a construcgac
conceitual, que de cerd modq desconstr - i néicacteoemaprove c i a :
exemplo/aplicacdm, n a q u adsdogerdinzeste emsinadase Destaws,com efeitg a
maneira como o professor conduz o processo de ensino, observando suas implicacdes para o
desenvolvimento do PMAna perspectiva de que ensinamendizagem dewe ocorrerde
maneira dialégica, em quegbessor e alunos interagemcaanstrucaalo saber

Nesse sentido, este estudo se fundaouemrincipalmente, em Piaget (1995)
tratando da construcdo do conhecimento mateméatico, nas concepc@s(89b, 2002e
Dreyfus (2002) no que se refere ao Pensamento Matematico Avangesiequéncia Fedathi
na qualrecorremos &ousaet. al.(2013),Borges Neto (2017; 2018yontenele (2013), entre
outros.Metodologicamentes um ensaiade natureza quightiva, delineadacomo um estudo de
casg tendo como sujeitos, no primeiro momento, um professoildebra Linear e,
posteriormente, estudantes de licenciatura em Matematica.

Em resumo, no capitulo, 2iscorremos sobre a Sequéncia Fedatbscrevendo
saus niveis, principios e faseabordado suas implicacbes para ensino daMatematica
sobretudo no que se referenadiacdalocente em sala de aula, bem como suas contribuicées
para a construcdo do conhecimento matematico, tomando pa& baseepcado pigtiana que
a explica relacionando com o desenvolvimento de esquemas menptastituidos anedida
gue o aprendiz age sobre o méiem disso, trazemos as principais pesquisas que abordaram
a Sequéncia Fedathi no ensinauii@tematicano nivel superior.

No capitulo3, reportamenosao Pensamento Matematico Avancadescrito com
base em Tall (1995, 2002) e Dreyfus (2002) emrgagramos suas principais caracteristicas,
com énfase nos processos mentais que envolvem o PMA e suas conseqaéncasisine
aprendizagenda Matematica superior, bem como os relacionamos a Sequéncia Fedathi,
visandoa melhor compreender a interacéie suas fases e as possiveis implicacdes para o
desenvolvimento do PMA.

O capitulo4 foi dedicado ao ensino da Adpra Lineay trazendo os conceitos
introdutérios daTeoria dosEspagosVetoriais, como: espago vetorial, subespaco, base e
dimensao, descritos na perspectiva dos processos de generalizacdo e abstracdo. Desse modc
evidenciamosde maneira especifica as i@as que se edielecem entre 0s conceitos,
definicbes e propriedadesyja compreenséao requer a mobilizacdo destes processos por parte
do aprendiz.
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No capitulo5, descrevemos tipo de pesquisa, no caso, qualitatigey quenos
dispomosdo estudo de caso (M, 2010). En seguidaindicamos os instrumentos e
procedimentos metodoldgicos, dividio a pesquisa de campo em trés etdpabservacao,
aplicacdo e verifiogho das impressfedos sujeitos. Também descrevemos como se deu a
andlise dos dados, cujo foco fadentificar na Sequéncia Fedathi relagbes com o
desenvolvimento dos processos de Pensamento Matematico Avancgado.

No capitulo6, trazemos a descri¢cao dos resultados da primeira etapa da pesquisa de
campo, que se deu mediante observacdes realizadas em aulas de lAgeiranas quais o
docente utilizava a Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino.

No capitulo7, apantamos @ resultados da realizagédo do curso de extensao e grupo
de estudos, em que, no primemoalisamos os didlogos que acontecerem durante asshses
do contetido e a maneira como se aalordagem das representacdes matematicas, que Sao o
ponto de partidagra realizacdo da atividade matemética. Além disso, expomos os resultados
da coleta de dados sobre as impressdes dos discentes em relegdéneis Fedathparg ao
final, realizar a triangulacdo dos dados e discutir os resultados.

Por fim, ro capitulo 8, delineamos as consideracée finais que sintetizam os
principais achadgsapontando se os objetivos foram alcancados, quais as contrédigbe
estudo, as limitacOes aindg procedendo &ugestdes para pesquisas futuras, fazendo um
fechamento das idesaliscutidas.
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2 A SEQUENCIA FEDATHI

Nestecapitulg discorremos sobre a Sequéncia Fedathgrdando as fases e a
mediacdo dcentecom base em Sousa et al. (2013), Sousa (2015), Fontenele, B0igHs
Neto £016,2017, 2018)entre outrosgescrevendoess niveis,fases e principios. Em segujda
abordamos a construcao do conhecimento matematico com base na teoria dedRigefE
explica esse procespor meiodaabstracao reflexanante Em todo atexto, relacionamos tais
teorias aos pressupostos teomwetodologicos da SFporquanto estas auxiliaram na

elaboracao das aulas ministradas na pesquisa de campo.

2.1 O ensim da Mateméatica por meio da Sequéncia Fedathi

A Sequéncia Fedathi é uma proposta metodolégica de ensino concebida na
Universidade Federal do Ceara (UFE€)m apoio enpesquisas desenvolvidas no Laboratorio
de Pesquisa Multimeios (MM), lideradas pelo Piaf. Herminio Borges Neto. A cada ano
contribu com variadasareas de ensino, auxiliando professores a agir como mediadores do
processo de ensino e aprendizagem. Em Setuah (2013) e em Borges Neto (2012018
encontrase uma coletanea com os prinépeesultados de pesquisas ja realizaglasais
esclarecimentos de seus principiosncepcdes e pressupostos.

A proposta d Sequéncia Fedathi visa oportunizar a acdo do estudante em sala de
aula mediante a exploracdo de situacbes de ensino desafiaderg®sgam desencadear
discussoes, descobertagfexdesqueenveredam parmadelineamento do saber dato. Para
tanto, uma aula dslatematica, ao ser elaborada segundo seus pressupostos, abordara quatro
momentod tomada de posi¢cdo, maturacdo, soluggarovai que poderdo aparecer U@
vez, ou variassonforme o planejamento ou necessidade verificada dgantevéncia Essas
fases visanatornar o ambiente da aula propicio para que as a¢fes discentes sejam direcionadas
a construcdo do conhecimentbsa deida mediacdo do professor.

Para Borges Neto (2016, p. 18)Sequéncia Fedathi

[...] € uma proposta de ensino, talvez uma metodologia, com funda@metaaico-
metodobgica baseada na propostaito-dedutivaconstrutiva, acrescida de uma
postura enfoqee, de um comportamento, de uma atitude por parte do professor,

perante seus estudantes, que respeite e tente reprodugodo rde trabalho de um
matendtico (conhecido como 'la méthode").

Assim, as fases da Sequéncia Fedathi viaagne o aluno wencie a atividade

matematica pela acdo e descoberta, de modagt@emada de posicd@ professopropdeo
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desafio ao aluno, seja uma pergunta, um problema ou atividade desafiaduetuNgao os
alunos devem se debrucar sobre o problentab®rarestratégias para resoll@ Nasolucaq
os estudantesxprimempara o professor e para a turma a resolucao do problema. Poafim
prova que é a faseana qualo professor valida as respostas, mteado € formalizado
matematicamente, sendo também o mdmee esclarecimento de possiveis duvidas.
Atualmente, além das fases, a Sequéncia FedatBtudada na perspectiva da
inclusdo de niveis e principiosdos como essenciais a sua compreensao e desenvolvimento
pratico em sala de aula. Sousa (20@f)ankza o desenvolvimento da Sequéncia Fedathi,

conforme ilustra @uadrol.

Quadrol - Desenvolvimento da Sequéncia Fedathi com niveis e etapas.
SEQUENCIA FEDATHI
1° nivel: Preparacio — Organizacao didatica do professor, com analise do ambiente,

analise tedrica e elaboragao do plano de aula.

2° nivel: Vivéncia — | 1" etapa: Tomada de posi¢ao — introdugio da aula, com o acordo
Desenvolvimento/ didatico e a apresentagdo do problema.

execugdo do plano/ | 2 etapa: Maturagdo — resolugdo do problema pelos alunos, com a
sessdo didatica na | mediacio do professor.
sala de aula. 3" etapa: Solugdo — socializagao dos resultados encontrados pelos

alunos.

4" etapa: Prova — formalizagio/generalizagdo do modelo

matematico a ser ensinado, conduzida pelo professor.

3° nivel: Analise — Avaliagdo da aula pelo professor.
Fonte: Sousa (2015, p. 41)

Segundo o autor, o primeiro nivel, denomingul@paracde compreende a
organizacdoe o planejamento daessio didatica Assim, o professor faraa andlise do
ambiente apropriandese de informacgfes sobre a realidade onde a aula serad ministrada, no
sentido de organizar material necesséario a sua realizaefélise teodrica que a seu turnp
trata da organizacdo do conteudo que seré trabalhadasiderando o conhecimento do
professor e o delineamento glateaw, relacionado ao conhecimento prévio dos estudantes
Além dissg o professor deve elaborar os objeti e demais elementda sesséo didatica

No segundo nivel, denominadivéncig é que acontecerata praticaas quatro

fasesda Segéncia Fedathi, cuidadosamente planejadas no nivel anterior. J4 o terceiro nivel

4 Sessdo didaticagexpressaasad na Sequéncia Fedathi para designar a aula. déssshesm Soares (2018).
5> Mais detalhes em Bezerra018 e no capitulo 7, que descreve os resultados deste estudo
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compreende analise que consiste na avatdo da sessao didatica pptofessorem que séo
verificadosos aspectos positivos e negativos, bem como se os objetivos foram alcancados, de
modo a buscar o aperfeicoamento e a resolucédo de possiveis problemas na execuc¢éo do que fo
planejado.

Convém essaltar que as fases da Segig€ Fedathindo ocorrem demaneira
estatica e exigem a adogéo de wtitudedocente reflexiva,eao mesmo tempgrovocadora,
no sentido de suscitar no estudante as davidas e desequilibrios necessarios a compseensao d
prodemas propostos em sala de aauhssim, a abordagem adequada dessas fases traz
mudancas, tanto no que se refere as atitudes do professoragdmtduno, de modo que este
devera ser um participante ativo durante toda a aula, seja resolvendo as atididadéndo
as solucdes enntradas ou verificando a formalizacdo do contetudo realizada pelo professor.

Conforme destaca Borges Neto (2016) na Sequéncia Fedagieciso que o
professor adote um comportamento, uma atipetante seus alungsara qugossa mediar as
acoes discentes voltadas ao fazer matematico. Megsty amediacae entendidao sentido
de Vigotsk (2007, que a compreende como sendaracesso pelo qual a acdo do sujeito sobre
0 objeto € mediada por um determinado elemento,atimuea relacdo deixa de ser direta e
passa a ser mediada por esse elemdmigo, o desenvolvimento das fungbes mentais
superiores, tais como o0 pensamento, guilagem e o comportamento, ndo € diretas sim,
mediaa, para que haja a conversao dasg@ds sociais em fun¢cdes mentais.

Nesse sentido, a aprendizagescolar ou académica requar mediacaodo
professomparaauxiliar o aprendiz a transformacado saberadquiricb pelas relacdes sociais,
em umconhecimentanternalizadoe cientificamente ac®. Essa transformacéo perpassa a
interacdo com o mundo, com o outro, de modo que a maneira como se da essa interacdo pass:
a ser importanted medida que traz implicacdes para a qualidade do aprendizado.

Consoante ensinafirz e Skovsmose (2010) aprewlizado adquirido pelo aluno
recebe influéncia da qualidade dos dialogos estabelecidos em sala de aula, sendo, portanto, o
professor o respongdl por mediar sua evolugcéo. Pasautores

Aprender € uma experiéncia pessoal, mas ela ocorre em contexis repietos de
relacdes interpessoais. E, por conseguinte, a aprendizagem depende da qualidade do

contato nas relagfes interpessoais queaeifesta durante a comunicacdo entre 0s
participantes(lbidem p. 12)

A Sequéncia Fedathi se diferencia dogetos tradicionais de ensino, pois exige
do professor umatitudeflexivel e aberta ao diadlogo, corroborando as ideias de Freire (2017),

aodefende o ponto de vista dgue o diadlogo deve se fundar no amor (respai@humildade
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e na fé as pessoasnumarelacdo horizontal, capaz de proporcionar aos participantes a
confianca necesséria para expor suas reflexdes.

A mediacapentretantopode ser concebida além do dialogo. Pinheiro (2017, p. 66)
ao discorrer sobre mediacdo docente para o ensino de dtoEenatematicossainah que
A [ .mediagdo é intersubjetividade, € dialogo, mas também é encontro, € percepc¢ao do outro
na sua diferenca, na completude de ideias do quem sou em completude do outro, que seja
encont 0 O .

Nas sessfes didaticas vivenciada&sten investigacdoa comunicacdo se deu
baseada na valorizagdo do pensamento e fala dos discentes, em vez de se apoiar num
comportament@ostura docente que remetesse a imposicdo ou ao autoritafirapitulo
7, descrevemos trechos dos principais djako

Outro aspecto importante é qua Sequéncia Fedatlda mediacaamplica que a
acao docente deve favorecer a imersdo do aluno a préatica do pesquisador que desenvolve o
conteudo que se pretende ensinar (SANTANA, 20D&sse modo, endo esa mediacdo
realizada pelo professor, convém ressaltar o que se espera da acdie doceada fase da

Sequéncia Fedathtonforme ilustra quadro2.

Quadro2 - Acéo docentesegundo a Sequéncia Fedathi.

Acdo Docente Esperada emada Fase dé&Sequéncia Fedathi
Tomapl a de Maturacéo Solugéo Prova
Posicao
flApresentar |1 Deixar os alunos pensarg f Chamar os alunos pa| 1 Formalizar  0s
uma sobre 0 problema/atividag apresentarem sug resultados
situacao proposto; respostas; matematicamente
desafiadora| | observar o desempenho d  fazer questionamentos T fazer
que estejg alunos (postura méo no bolso] que susciten| ~ generalizagdes;
no nivel dos § se questionado responder co| discussdes com | 1 expor as
alunos. perguntas que estimulem turma; definicoes
curiosidade e o instint{{ apontar e discutir o{ formais CIJ
investigativo do aluno; possiveis erros d teoremase
1 ndo fornecer a resposta proredg modo a favorecer | f esclarecer
{ intervir quando necessario, c§  aprendizagenmg davidas.
o aluno ndo consiga avancar. | I compara os resultados
apresentados.

Fonte: Adaptado de Fontenele (2013).

Segundo oguadro2, na mediacdo do ensin@ professorpodera fazer uso de
algumas estratégias que possam auldligonsiderando as duvidas e avanc¢os dos alunos. Tais
estratégias €80 uso da pergunta e do contraexempkacordo com Sousa (201&)pergunta
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constitui a esséncia da acdo mediadora, de modm professor precisa investir em seu uso
como instrumento de mediacgéo didatica.

Souza (2010) enfatiza importancia da pergunna fase dematuracag cujos
guestionamentopodem ser feitos pelos alunos ou pelo professor, sendo essenciais para
desencadeaeflexdes, hipoteses e formulacdes, quando buscam a solu¢do de um problema. A
Figura 1 traz os tipos de questionamerfws po@m aparecer na SF

Figural: Tipos dequestionamento emelacao aituacadeproblema.

Situacio
Problema

QUESTIONAMENTOS

- JI Perguntas Esclarecedoras l_

. I Perguntas Estimmladoras |-

— s | >

I Pergnnias Cmientadoras I

w 0 Z2 o e
P
AIRE
§
¥

HowwunmO P

Fonte: Souza (2010, p. 89)

Sousa (2005) observou a viabilidade de aplicacdo da Sequéncia Fedalhia
pergunta como estratégia de mediacdo pedagogica, neoqgtdtowque
[...] € importante que ele [professor] pense, dial#e hipoteses elaboradas, sobre
quais perguntas deve fazer como forma de investimento ou reinvestimento, como
meio de suscitar nos alunos o habito de formular hip6teses, buscar solucdes, fazer a

prova, ever o problema para confirmar ou negar a respostangada. (SOUSA,
2005, p. 54)

A pergunta, sob essgtica, pode ser entendida como um recurso que podera ser
usado para estimular reflex6es nos alunos acerca do contetdo edtiéddddser, o entant,
usada em momentos oportunos que possam de faemadeear raciocinios e reflexdes
pertinentes. O autor se preocupespecificamentecom as perguntas feitas pelo professor em

sala de aula, de modo que, mais tarde, em sua tese de doutorado (SOURANA0I%6U 0
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assunto denaneia mais aprofundada, mpal verificou que seu uso torna o ambiente da aula
mais investigativo e que a formulacdo das perguntas depende do conhecimento didatico e
matematico do professor, bem como de suas concepc¢des solsiam eaprendizagenta
Matematica.

O uso do contraexeplo também € considerado recurso importante durante a
mediacdo do ensino, uma vez que pode desencadear reflexdes sobre o contetdo trabalhado
Sousa (2015) infere que a pergunta pode ser feif@rmao de um contraexemplo, sendo
criada quando o aluno ei®iuma resposta ou questionamento, no qual o proleespresenta
uma situacao contraria ao exemplo, que ira detaf@dargumentar, a defender seu ponto de
vista ou a solugéo que encontrou. Segumdator

A pergunta investigativa difere do contraexplo quanto a sua intencéo. A pergunta

tem o propdsito de fazer com que o aluno investigue sobre o problema apresentado,
na busca de solugdo; o contraexemplo é apresentado ou proposto com o objetivo de
levar o aluno a refletir, para que ele reveja suacéa, sua afirmacéo, negue ou
confirme o resultado encontrado ou a afirmagéo que apresentara. (SOUSA, 2015,
p.47)

No ensino da Algebra Linear, por exemplo, uma maneira de verificar se o0s
estudantes compreenderam a no¢do de subespaco € apithssntargafico que passa pela
origem, mas que nao é subespaco vetoriapineiro momento, poderdo responder que sim,
entretantoapds revegmmental e/ou algebricamente as propriedades dospadies, chegaréo
a concluir que o fato de conter o vetor nulo n&oféiciente para se ter um subespaco vetorial.
Assim, com um contraexemplé possivel instigar o raciocinio dos estudarfeeendo rever

constantemente as propriedades dos conceitosaésisid

2.2 A construcéo de conceitos e a Sequéncia Fedathi

A ideia de construcdo do conhecimento matematico aqui adotada advém dos
estudos de Jean Piaget (1973, 3)990s quais o autor buscaompreender a génese do
conhecimento humano, analisando a acdo do sujeito sobre objetos, desde a ac¢de sensorio
motora até a acade ordemconceitualizada. Ovocabulo construgdo esta associado ao
desenvolvimento de esquemas mentais, resultantes de sasessimilacdes, acomodacdes e
estados de equilibrios e desequilibrios, que toroaprendizcada vez mais apto a adquirir
mais canhecimentos. Segundo Bittencourt (1996), Piaget concebe o conhecimento matematico
como sendo dialético, em que consideraar@sso de conhecer como resultante de negacéo,

superacao e ultrapassagem, que implicam rupturas.
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Kamii (2012 destaca que Piagetstinguiu trés tipos de conhecimento: o fisico, o
l6gico-matemético e o social. Destes, somente 0 segundo ndo ptrdeseitido, pois envolve
a coordenacdo de relacdes entre objetos. O conhecimento fisico se refere aos objetos da
realidade externa, enqua osocialse reportas convencdes criadas pelas pessoas, possuindo
Anatureza ampl. @B26¢ Beaguwo ceauttra t r 8r i a o
Podese afirmar que ha consenso a respeito da soma de 2+3, mas nem o0 nUmero nem
a adi-«0 est«o fl § arh serem rgnsmitidns pelasnpdssoass o C i

Podese ensinar as criancas a darem a resposta correta para 2+3, mas n&siseta po
ensinafl hes diretamente as r el abidenep27)yue subj

Desse modo, as relacfes entre objétpse constuem a esséncia do conhecimento
l6gico-matemético. Além disso, tanto o conhecimento fisico quanto o social pre@sam d
quadro légicematematico (de classificagdes, correspondéncias, ordenacao etc.), uma vez que
fi...] todo conhecimento do objeto, deatpuer natureza que seja € sempre assimilacdo a
esquemas e estes esquemas contém uma organizacao légica ou mapenéataia,elementar
qgue .§RAGET) 1973, p.378).

Santos (2007) observou que Sequéncia Fedatla assimilacdo tende a ocorrer
na fase dematuracdg quando o aluno bus@mpreender os dados/variaveis do problema
interpretandens segundo seus esquees. A acomodacao podexdontecenasolucaq caso na
maturacao tenha ocorrido a modificacdo ou criacdo de um novo esquema para dao conta
contetdo abordado. Por fim, na faseptava quando o professor apresenta formalmente o
contetdo para a turma, podera ocorrer a adaptacao, resultante da assimilacdo e acomodacac
vivenciadasio decursala aula.

Somente a assimilacdo aacomodacaoentetanto,por si s&, nao explicam a
construcdo d conhecimento mateméatico ou como se da seu progresso na mente. Para Piaget
(1973;1995) o conhecimento l|ogiomatematico precisa ser construido por abstracéo
reflexionanteMedianteesse conceit@ possivetompreender como o sujeito consegue chegar
a nows aprendizagens e construir novos conceitos. Segundo o autor, o surgimento dos
conceitos, essenciais para 0 n0sso pensar, s6 € possivel mediante tomadas de consciéncia qu
sucedem uma abstracao reflexionagte por sua vezderiva da coordenacéo dades. Piaget
a descreve do seguinte modo:

[...] elatransp&e a um plano superior 0 que colhe no patamar precedente (por exemplo,

ao conceituar uma acao); e designaremos esta transferéncia ou esta projegdo com

t er mo Arefl exi onamentarodela [deve .ndcessarienmentes e g u
reconstruir sobre o novo plano B o que foi colhido do plano de partida A, ou pér em
relagdo os elementos extraidos de A com os ja situados em B; esta reorganizagéo,

exigida pelo pocesso de abstracdo reflexionante, sera debigna p o r Airefl e
(1995, p. 6)
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A ocorréncia da abstracao reflexionante dependera das assimilac6es e acomodacdes
que o aluno realiza a medida que se debruca a estudar determinado assunto. Desse modo, ¢
professor devera criar um ambiente no qual o alpossa operar de maneira ativa sobre 0s
objetos matematicos, para assim ter maiores oportunidades de estabelecer as relagbes
necessarias. Presumimos que a Sequéncia Fedathi, por seu carater investigativ@rpade
as acOes do professor no sentido dea@anediar a construcdo de tais relacbes de maneira
significativa.

Esta mediacao, por sua vez, precisa ter sempre como premissa a a¢ao do aluno sobre
0 objeto de conhecimento, pois somente ele, mediante detaméo destas acOgodera
realizar os reflexinamentos e reflexdes caracteristicos da abstracao reflexionante, construindo,
assim, uma visao coerente do que esta a manipular. Becker (2012) esclarece que

Para conseguir éxito nessa construcéo, o supitoque se apropriar de suas acoes;
primeiramete de seus esquemas, depois, das coordenac¢des de seus esquemas ou

coordenacéo de suas a¢les; mais adiante, dos subsistemas de esquemas, assimilando
0s uns aos outros. (p. 37)

A Sequéncia Fedathi, ao proparapresentacdo de um problema ou desafio na
tomala de posicao, favorece a acao discente a apr@eride seus esquemas, utilizaxodgara
reconhecer na situacao proposta o que lhe é familiar, para, na maturacdo, coordenar suas acgoe:
amedida que vai exptando a situacéo, assimilardoAo haver deseijibrios e acomodacao
as chances de ocorrer a abstracao reff@tteaumentam, no entanto, ndo convém estimar uma
fase exata em que esta abstradg\e acontecepois, hdo necessariamente, se dara enséma
aula, mas a medida que o aluno tenha cowmstruelacées suficientes para fazer o
reflexionamento a um patamsuperior.

Para Becker (2012), a transformacédo de forma em conteudo € algo que néo se
ensina. Ou o estudante faz esse reflexionamento e traasfoas estruturger viada reflexdo
ou ela ndo ocorre. Na Algebra Linear, por exemplo, para compreender o concejtagte es
vetorial, 0 aluno precisa operar com a adi¢cao e multiplicacédo escalar, relaciareandtores
e outros conjuntos. Quando &enar consciéncia da operacionalidade de tais conjpudsra
fazer o reflexionamento a um nivel superior, no qual redletobre estas operacoes,
generalizand@s e integrandas em uma nova estrutura. Com isso, passara a ter uma visédo
geral do que sajn os espacos vetoriais, pois houve a abstracdo ceféexe resultandaona

criacado de esquemas que comportam 0s espalsisecomo objetos.
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Convém ressaltar que essa abstracdo, apesar de estar intimamente asso@da
do aluno, necessita da afg@ediacaalo professor, no sentido de formalizar cientificamente o
conteudo trabalhado em sala de aula (que na SF deveaamefase dprova) e gué-lo na
superacéo de erros que fazem pastagiendzagem E esse tipo de abstracio que transforma
0 quesabemos em novo objeto de pensamento e que nos conduz a generalizagdo do saber, send
que conhecer esse processo pode ajoigeofessor a entender como se da a aprendizagem de
novos conceitggpelosalunos e, com isso, melhor lidar com suas dificuldades

Por conseguinte enquanto a abstracdo reflexante explica a construcado de
esquemas de assimilacdo, ou seja, estruturas necessé&i@ssicdo do conhecimento
matematico pal pessoaa Sequéncia Fedathi pode proporcionar um ambiente favoravel a essa
construcdo, orientando como o professor ira mediar esse probesse. modo, 0 que estd em
jogo nega pesquisa € como realizar esta mediacdo, favorecendo o desenvolvimento do

pensamento matematico dos discentes.

2.3 As pesquisas sobre a Sequéncia Fedatio ensino superior

Visando a conhecer como a Sequéncia Fedathtrabalhada no ensino da
Matematica de nivel superior, realizamos um levantameasodidsertacdes e teses que
enfocam contetudos ddatematica univeriria e que utilizaram a SF como metadph. Ao
fazer a revisao de literatura, encontrapaé 2015, cinco dissertacdes e trés teses, conforme

ilustra o quadr@.

Quadro3: Teses e idsertacfes que utilizaram a SF em disciplimedematicas densino

superior.
Autor/ Ano Titulo Obijetivo Geral
Um modelo de ensino dd Proporum modelo para a introdugao em
conceitos de CéICUIO para 0S Cury de aula dO enSinO dOS Conce‘imve de
Barroso | de engenharia fundamentado ( CD!, resgatando as ideias que contribuif
1|  (2009) |uma epistemologia histérica | Para a formacdo destes conceitos, g
Tese baseado na metodologia (COmMO uma forma de motivacdo paraew
engenharialidatica: validagao pg aprendizado, quanto para fazer elos e
meio do conceito de integr conheimentos antigos e novos dos alung
Apllca(;o_es da Sequen_ma Feda Analisar influéncias da Sequéndredathi
Souza (2010) no ensino e aprendizagem : )
2 oo / cometria mediado 4 no ensino e aprendizagem da Geome
'?ecnologias digitais PY com o softwar€€abriGéomeétre.
Aplicacoes da Sequéncia Fedd pescreveridentificar  as categorias  dd
5| Alves (2011)| Na promogao. das categorias | r5ciocinio intuitivo ao longo dos niveis
Tese (?gr'g;”\‘}‘;ri'g\%'gvo no Calculo ¢ sequencia Fedathi.
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Fontenele
4 (2013)
Dissertacéo

A Sequéncia Fedathi no ensino
algebra linear: o caso da nogéo
base de um espaco vetorial

Verificar se 0 uso da Sequéncia Fedathi,
aulas sbre o conceito de base, proporcig
recursos passiveis de se tornarem Alavd
Meta para os alunos.

Moreira
5 (2014)
Dissertacao

Andlise da viséo do professtutor
sobre a adequabilidade do mate
didatico de matematica a luz

Sequéncia Fedathi: o caso d
licenciatura em Matematica ¢
IFCE.

Analisar a visdo do professtrtor obre a
adequacdo do material didatico

matematica na modalidade semipresen
de ensino superior.

Nasserala
6 (2014)
Dissertacao

Elaboracdo e descricdo d¢
situagbes didaticas com amparo
Sequéncia Fedathi: o caso
integral impropria.

Descrever suacgfes didaticas com auxilio
softwareGeoGebra, amparado na Sequér
Fedathi sobre Integrais Impréprias c(
énfase na visualizacdo

Bezerra
7 (2015)
Dissertacao

Proposta de abordagem para
técnicas de integracdo usanda
software Geogebra.

Estrutura e propor situacdes de ensi
relativa as Técnicas de Integrag
explorando os padrbées grafigeométricos
relacionados com as funcgdes integranel
suas primitivas, utilizando o softwa
Geogebra.

Macedo
8 (2015)
Dissertacao

Manifestacdo geométrica d
formas indeterminadas de funcd
situacdes didaticas apoiadas
tecnologia.

Apresentar uma proposta de ensino par
formas indeterminadas e Regra
LOH*spital por mei
estruturadas com base na Sequéncia Fe
e a exploragédo software Geogebra.

Fonte: Pesquisa dire(2016)

A tese de Barroso (2009) propde um modelo de abordagem de ensino dos conceitos
de Calculo Diferencial e Integral (CDI) no qual utilizou a SF na fase de experimentacédo da
Engenharia Didatica. A autortaborou e conduziu algumas sessdes didaticas sobreeittm
de integral utilizando a SF, em que p6de constatar as vantagens de sua utilizagdo no ensino,
principalmente no que se reféreeflexdo sobre a préatica docentaraotivacédo a participacao
ativados alunos em sala de aula.

Souza (2010) investigou asntribuicdes da SF e das tecnologias digitais para o
ensino e aprendizagem de Geometria na Licenciatura em Matematica. O estudo trouxe
contribuices significativas para o desenvolvimento da propijea8® descrever dmaneira
aprofundada suas fases, desindo a relagcdo professuncsaber, os tipos de
questionamentoselativos a situagaeproblema que podem surgir na fase de maturacgéo, a
relacéo bilateral entre professor e alunos durante a disaiss@tise das solucdes, bem como
suas relagdes com asno tradicional.

Alves (2011) buscou descreVidentificar as categorias do raciocinio intuitivo
decursodas fases da SF, tendo como foco o ensino do Célculo a Varias Variaveis (CVV),

especificarente, curvas parametrizadas, continuidade, derivag@oen®s de fungao e
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integrais multiplas. Nos resultados e conclus@eswutor destaca que foram resgatados e
discutidos pontos de vista nem sempre consensuais a respeito do conhecimento obtido por meio
da intuicdo e considera que a eficiéncia de um endmoCVV deve considerar 0s
conhecimentos mobilizados pelos alunos antes mesmo da efetiva solucéo e explicitagcdo de
argumentacédo ldgica, apontando assim, vantagens na exploracéo de tecnologias e ensino
CVV apoiada nos pressupostos da SF, que segundmiorampeu com as rotinas didaticas
rigorosas e cansativas que seguem a sequéncia lidefiniciAeteoremaexempleexercicio
definicéo..

Em sua dissertacéo, Fontenele (2013) analisou aulas dbrAlginear elaboradas
e conduzidas a luz da SF, busgandentificar na mediagédo do professor possiveis alavancas
meta DORIERet al, 2000) utilizadas na construcdo da nocéo de base de um espaco vetorial.
A autora também abordou abstracdo reflexionantede Jean Piaget, commueio parade
compreender 0s processos cognitivos inerenteastrucao do conhecimento matematico e sua
relacdo com a postura e mediacao do professor que utiliza a SF.

Nasserala (2014) trabalhou com a 8flizandoa na fase de @erimentacédo da
Engenharia Did&ta, como suporte para a elaboracéo e conducéo de sessfes didaticas sobre o
contetdo de integrais impréprias, com usasdftwareGeogebra, enfatizando a visualizagéao.

O autor descreveu suas fases, constatou seu papel antpona estruturacdo das sessodes
didaticas e no desenvolvimento de uma concepc¢ao construtivista por parte do professor, tendo
como culminancia de seu trabalho a criacdo délegsobre calculo e a producédo de video

aulas utilizando a SF.

Moreira (2014)recorreua SF como suporte paraviestigar a visdo do professor
tutor sobre a adequabilidade do material didaticddéeméatica produzido para a disciplina
Célculo | em um curso de Licenciatura em Matemd&idastancia. A autora constatou que a
SF pode ajdar naelaboracéale material diatico deMatematica&amedida que orienta o aluno
aestabelecen proprio conhecimento e o faca ter uma aprendizagem matematica significativa.
Neste trabalho, observamos contribuicéo para o desenvolvimento da proprian@b, spiaa
vertente da elaborag&e aulas para a elaboracdo de material didatico, a ser utilizado por
estudantes, no qual podera provocar mudangaatitadesio professor.

Bezerra (2015) teve como objetivo estruturar e propor situacdes de ensimesrelati
astécnicas ddntegracao, xplorando os padrdes grafiggomeétricos relacionados com as
funcdes integrandas e suas primitivas, utilizando para issdtwareGeogebra. As sessdes
didaticas foram elaboradas seguindo as fases da SF. A metodologsgdsaeseguiu duas

fases iniciss da Engenharia Didatica (Analises Preliminares e AnaliBeiori). A autora
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descreveu as fases da SF, tendo como culminancia de seu trabalho a criacdudogeeum
producao deideoaulas.

Macedo (2015) apresentou umapmsta de ensino para as formadeterminadas
e Regra de LOH!spital por mei o de sequ°nci
Fedathi e a exploracdo dsoftware Geogebra. Utilizou a Engenharia Didatica como
metodologia de pesquisa. Nos resultagdsle constatar que o ensinstiecontetdaoguando
associado a SF, de modo a possibilitar ao aluno a constru¢cdo do seu conhecimento, pode
expressamelhorias. Foi criado unlog com a descricdo da proposta de ensino.

Nesses trabalhgsobservamos que nemim se propds investigar possivetlacdes
entre a Sequéncia Fedathi e o desenvolvimento do PMA. Além disstioria deu atencéo ao
ensino do Calculo Diferencial e Integral, de modo m@mnente nosa dissertacao
(FONTENELE 2013)tratou do ensino da Altyea Linear cujaandlise dos resultados destacou
caracteristicas datitudedocente adotadadurante anediacdo do ensino decao de base de

um espaco vetorial. Foram elas:

a) cuidado em proporcionar situa-»es (Qque
conteudo abordax

b) paci°ncia e bom senso para esperar/re
¢) gerenciamento de quando prosseguir e quando reorganizar as estratégias de ensino
conforme a necessidade;

d) estimulo ao aprendizado por descobertas;

e) mobilizag&o d reflexBes sobre os assuntos abordados;

f) n«o fornecimento do Apasso a passood p
g) valorizacdo das solucdes apresentadas pelos dlapoeveitamento das solu¢des
certas/erradas/incompletas paragseguir fazermos pensar;

h) énfase na participacéo e reflex&o do aluno;

i) foco no ensino para a construcdo do conhecimento. (FONTENELE, 2013, p.70)

Essas caracteristicas remetamecessidade de se verifieaimplicacbesdessa
mediacaalidaticaao desenvolvimentdo pensamento matematico dos estudaptasjue,ao
propiciar a promocgéo da acgéo/reflexdo do aluno em sala de atitadadocente rompe com
os paradigmas tradicionais do ensindvltematicaNessa perspectivapmpreendemos que
o ersino da Algebra Linear podera ser melhoradlomedida que pudeproporciorar o
desenvolvimento do PMAIma vez que seu dominio pressupde habilidademouamo aluno
mais apto a lidar com os conceitos e definigdes.

No préximo capitulp abordamos o Pensento Matematico Avancagdo
descrevendo suas principais caracteristicas, com éntaserocessos de representacao,

generalizacdo, sintese e abstracéo, fazexldgdes com as fases da Sequéncia Fedathi ao fim
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da explicacdo de cada subtdpico. Além dissdatmos do ensino da Algebra Lineam foco
nas nogoesle espaco vetorial, subespaco, base e dimenséao
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3 0 PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Este capitulo reportase @ Pensamento Matematico AvancadBMA) na
perspectiva de Tia(1995, 2002) e de Dreyfus (2002), de modo que as ideias deste ultimo séo
delineadas com maior énfageor ser a perspectiva tedrica quegentoua andlise dos resultados
da pesquisa. Os processpie envolvem o desenvolvimento do PMA sdo descritoseguda
relacionados, teoricamente, a Sequéncia Fedaghndoa melhor compreender a interagd®

suas fases e possiveis implicacdes para o desenvolvimento dos processos de PMA discente.

3.10 que € o Pensamento Matemético Avancado

A compreesaodo Pensamento Matematico Avancado (PMA) requer que se olhe
para a atividade matematica e suas implicepéea o desenvolvimentmgnitivo do aprendiz.

Com suporte enestudos como os de Jean Piaget sobre como se da o desenvolvimento da
inteligéncia e como sehega a novos conhecimentasyitasteorias surgiram para tentar
explicar os processos envolvidosamenpreensdo ddlatemética avancada.

Tall (1995; 2002), Dreyfus (2002), Dubinsky (2002) sdo exemplos de autores que
recorrentemente concededestaque aos ®glos sobre o tema, cujas principais ideias se
encontram no livroAdvanced Mathematical Thinkingue traz uma coletdnea de artigos
explicaivos das principais caracteristicas e importancia de seu desenvolvimento no ensino de
Mateméatica superior. Em Domiog (2003) encontramos breve definicdo paaadiccao
Pensamento Matematico Avancadiescrito combase nas concepco@esta obra, que
utilizaremos para introduzir seu significado:

Pensamento Mateméatico Avancadofocase essencialmente nas abstracdes de
definicdes e deducdes. Tem por base os processos de representacdo e abstracdo,

processos este que, no nivel de ensino estudado, tém um maior grau de complexidade.
(DOMINGOS, 2003, p. 79)

Para Tall (2002) sdo aatividades de deducbes e as definicdes &Bngue
possibilitam a construcdo de entidades abstdatd@MA, e para se chegar a essa construcao, é
necessario passar por um ciclo completo idizizom a acado sobre um problema matemético
que exige investig@p, passa pela formulagcéo criativa de cdojas ¢ por fim, chega ao
estdio final de refinamento e prova. Desse modo, 0 autor considera que a principal distingdo
entre aMatematica elementar e a avancadaegisténcianasegundada deducaa partir de
definicbes, enquantoma primeiraos objebs sdo descritos com base na experiéncia do objeto.

Nas palavras do autor
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E essencial distinguir entre matematica elementar, (incluindo a geometria) onde os
objetos sddescritose matematica avancada onde os objetosisfinidos Em ambos

0s casos a lguagem é usada para formular as propriedades dos objetos, mas em
matematicaelementar a descricdo é construida da experiéncia do objeto, em
matematica avancada, as propriedades do objeto sdo construidas a partir da definicao
T uma inversdo que causa gramdéificuldades de acomodacdo para novatos em
pensamento matematico avanca@@LL, 1995, p. 7 traducdo nossf)

As grandes dificuldades que os alunos enfrentam ao lidar cMatematica
avancada tenestreita relacd@om o fato de os métodos de ensinoam falharem ao
apresentama Matematica avancada aos alunos, uma veaiqeeapresentacao légica pode
nao ser apropriada para o desenvolvimento cognitivo da aprendizagem. Para que ocorra o
desenvolvimento do PMA¢ preciso que haja uma mudanc¢a nodestéognitivo do aprendiz,
propiciada por um ensinguetrabalhe danodo equiibrado os aspectos de percepcao visual
dos conteudos3eometria) e os aspectos liga@gowsanipulacéo proceptual, levando a deducédo
e definicdo formal dos objeto§TALL, 1995, p.12).

Tall (1995) analisou os fatores cognitivos que implicam o crescintegtotivo do
PMA, partindo da hipotese de que esse crescimardae desdéi per cep- »es deo
sobred objetos matem8ticos. Consi deonentesgqu e
de entrada (percepc¢do), atividade interna (pensamento) e(@gédd, concebendassim, a
atividade matematica como percepcao de objetos, reflexdo e acdo sok¥ereleant® autor,

a evolucdo cognitiva se déom o apoio emdois desenvolvimens em paraleld um
visuoespacigl que se torna verbal e remet@rovasistematica (entGeometria),enquantco
outro usa simbolos deodoflexivel como processos e conceitos (&ritmética eAlgebra). O
uso de tudo isso leva a inspirar 0 pensamento matentéiitivg baseado na defini¢cdo formal
de objetos e na prova sisteina. A Figura2 ilustra a visdo do autor sobre o desenvolvimento

do PMA desdeuma perspectiva cognitivista.

81t is essential to distinguish between elementaathematics, (including geometryhere objects argescribed

and advanced mathematics where objectslafieed In both cases language is used to formulate the properties
of objects, but in elementar mathematics the description is constructed froneeep®f the object, indvanced
mathematics, the properties of the object are constructed from the defintioeversal which causes great
difficulties of accommodation for novices in advanced mathematical thinking.
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Figura2 - O desenvolvimento do pensamento maternéivancado

oulras inspiragées
L ] Pensamento criafive
intuigdio visual-espacial e de pesquisa "percepedo simbdlica”
Conhecimento
PENSAMENTO Formal
MATEMATICO L - . ontras
AVANCADO Andlise Algebra | 7 e
(formal) (formal) formais
i Conjunto - definicdo tedrica ¢ prova formal i
L . , !
Demonstragio ! !
Euclideana Calculo Algebra Avangada
(verbal) {procettos gz limts) pr;o-czeitos padrio)
(baseada no ichnico) (iebnicoproceptual) +
Geometria Algebrica _i.lgebra
PENSAMENTO re— / (icbnico/proceptual) (proceitos padrio)
MATEMATICO Ciobmical 4 4
ELEMENTAR - \ Medida Aritmética
b Trigonometria [ |(proceitos operacionais)
(iconico/proceptual) 7
Percepgdes Agdes
de objetos zobre objetos
t Interacio T
com o meio
(motor)

Fonte: Adaptado de Tall (1995, p. 12)

Nafigura 2, observamos que o pensamento matematico elementar se inicia com a
interacdo com o meimo qual a pessogercebe os objetos e age sobre ebesim, as
percepcdes desenvolvem a compreensmn@trica, e as aco@socedema apreensao das
operacdes associalaAritmética eAlgebra. Conforme a compreenséo e a acio sobre estes
objetos evoluem, chegse a niveis mais avancados que envolvem as demonstracdes
euclidianas, calculo e algebra avancanga passagem ao pensamento matematico avancado
se da com dormalizacdo desses conceitos (definicdo formal e pramajminando no
desenvolvimento do pensamento criativo e de pesquisa.

Para Tall (1995)¢é importante que o professor trabalhe em sala tke aa
perspectiva de promovencapsulacbesque séo as traformacdes de um processo num
conceito. Est termo seelacionaaideia deproceitg onde um objeto € ao mesmo tempo um
processo e um conceito, que fara parteaiweito imagera conceitodefinicAode cadgpessoa
O conceito imagem se referedalas asmagens, propriedades e processos associados a um
conceito,enquantoo conceito definicdaliz respeito as palavras usadas para especificar este
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conceito.E importante destacaero conceito imagengue € evocado quando o estudante
precisa lida conesconceibs,de modo que conceito definicdo tende a permanecer inativo ou

mesmo esquecido. Segundo Tabgg

Quando os alunos encontram um conceito antigo em um novo contexto, é o conceito
imagem, co todas as suposicfes implicitas abstraidasodiextos anteriores, que
responde atarefa. Se aimagem é construida sobre experiéncias que entram em conflito
com a definicdo formal, isso pode levar a respostas que estdo em desacordo com a
teoria formal (TALL, 1988, p.3 traducéo nossa

Nesse sertio, 0 ensin@assentadoa transmissao de definichesm pouca énfase
na discussao sobre 0s conceitos, corre o ris@mdstituirimagens conceituais limitadague
poderdo entrar em conflito com a definigaomal, caso o conceito imagem néo tenha sido
formado de modo coerentau sejainsuficiente para dar conta da compreensdo do conceito
definicao.

Dreyfus (2002), por sua vez, aborda o PMA sob a perspectiva dos processos que
acontecem na mente, e que s&seaciais ao desenvolvimentta pessgatais cano a
representacédo, a sintese, a generalizacdo e a abstracdo, embora estes ndo sejam exclusivos ¢
Matematica avancada e acontegcatambém nos niveis deMatematica elementar.
Compreender tais processos conomstituintes do PMA pode ajudap mntendimentalas
interagdes que ocorrem durante seu desenvolvimento.

ParaDreyfus (2002) o que distingue o pensamento matematico elementar, do
avancado, € a complexidadgecomo esta é tratada, sendo que o poder dosgsws € permitir
gerenciar tal coplexidade, em especial, na abstracédo e representacdo, em que se pode passar
de um nivel a outro. Assim, o PMA consiste de uma grande variedade de intelag0es
componentes do processo, que incilém da representacadsualizacdo e generalizacao,
outras habilidades como classificar, conjecturar, induzir, analisar, sintetizar, abstrair ou
formalizari sendamportante que o professor M&tematica esteja consciente destes processos
para compreender algumas das difiagdes que os alungs/enciam.

Mostramosa seguir 0s principais processos descritos por Dreyfus (2002) que sdo
referenciais neste trabalho. Iniciamos falando do papel das representacbes na atividade
matematica, reforcando a explanagdo com um pouco tatege Duval (2009) acerca das

representacdes semiodticas, que complementam o posicionamento de Dreyfus.

”When students meet an old concepainew context, it is hconcept image, with all theplicit assumptions
abstracted from earlier contexts, that responds to the task. If the isnlbagdt on experiences that conflict with
the formal definition, this can lead to responsésch are avariance with the formaheory.
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3.2 Osprocessa de PMA
3.2.1.A representacdo

A representacdo eiMatematica esta diretamente associada a utilizacéo de signos,
simbolos, numeros, timse frases, que desempenham funcao essencial para que haja atividade
mat em8tica signififcphé esseacjal jadneis condudda osqgabjetos fi
matematicos, como os numeros, as funcgbes, as retas, etc, com suas representacoes, [...] porqu
ummesmo dj et o matem8tico pode ser dado atrav:
(DUVAL, 2009, p. 14).

Assim, exercer atividade matematiequer o dominio de tais representacdes além
do conhecimento de seus significados, sendo necessario estabelebesretee o conceito,
significados e suas representacfes (que podem ser varias), ultrapaassingoa funcdo de
comunicacao de ideias e economia de tratamento, uma vez que influencia a atividade cognitiva

e 0s processos de compreensio. Segundo Di@g0g,p. 30, traducio noss$a)

[...] deve haver algum significado associado com uma nog¢éo antes do simbolo para
aquela nocao poder ser de alguma utilidade. Porém, no discurso educacional de
professores de matematica, isso € frequentemente negligencta@mdd ao
fentmeno do As2mbol o empurradoo.

Se analisarmos este fenbmeno solpticéd de Duval (2009)veremos que pode
estar associado ao fato de &a t e m8 t [L..keatimar gue Be passa espontaneamente da
forma do representante ao conteudo reprasdntp034)( e isso trazeonsequéncias negativas
ao aprendizado discente, que tem que lidar com excesso de simbotisjaasternalizacéo
requer tempo para acontecer.

Ciente de que o papel das representacfes semiotiddatematica € estreitamente
relacionado aos processos de compreensdo, Duval (2009) analisou sua especificidade na
atividade mateméatic@bservando suas implicagfes nos processos cognitivos. Parddié
apreenséo conceitual de um objeto ou pro¢essn que haja a apreenséo ouwpg@o de uma
representacdo semidtica inerente ao objeto/conceito estudado.

Dreyfus (2002) classifica as representagfes em simbolicas e mentais, incluindo a
visualizacdo e anodelagem. Aepresentacdo simbdlicaumprea primeira vista um papel de
comunicaéo e economia de tratamento, sendo que sua auséncia impossibilitaria a realizacao

de uma atividade significativa, que requer formas materiais para sua exp@ssstauem

8 There must bsome meaning associated with a notion before a symbol for that notion can possibbnie of
use; in the educational discourse of teaching mathematics, this is too often oveldaaleg to the well known
phenomenon ohfi nigsoy.mb ol pus
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representacdes externas associadas a sigltiicaatematicos. Ja espresentacdementais

sdo internas, também associadas a conceitos, porém mais dificeis de analisar e identificar, uma
vez que diferem de pessoa para pedReteremsea imagens mentais, que nos levam a olhar

para avisualizacaoque, segundo ele, € um processo pelal@s representacées mentais podem

vir a existir. O autor fornece um exemplo da Algebra Linear, que ilustiatdsrepresentacdes

mentais do conceito de espaco vetorial, incluindo a visualizacao:

[.]Quandopense m espa-o0 Vvet or itag (antes eom opothgsda A v e
mente), e eu posso ser capaz de pensar em termos destas setas quando lido com bases,
transformacgdes, etc. Outros podem evoeaplas de nimeros ou simbolos abstratos

que satisfazem os axiomg®REYFUS, 2002, p. 31, traducéo sa¥.

Outro processo que Dreyfus (2002) aponta como importamepresentacao, é a
modelagem, que se refere a encontrar uma representacdo matematica para objetos ou processa
naomatematicosde modo qué...] issosignifica construir uma estrutura reatatica ou teoria
que incorpore caracteristicas essenciais do objeto, sistema ou processo a ser descrito. Esta
estrutura ou teoria, 0 modelo, pode ser usado para estudar o comportamento do objeto ou
processoque estisel 0 model ado. o0 (p. 34)

Além disso, Deyfus (2002) eenta que

Para ser bersucedido em matematica é desejavel ter uma rica representacdo mental
dos conceitos. Uma representacao é rica se contém muitos aspectos ligados daquele
conceito. Uma representacdgobre se tem muito poucos elemsrgae permitem
flexibilidade na resolu¢do de um problema. Tal inflexibilidade nés frequentemente
observamos em nossos estudantes: a menor mudanga na estrutura de um problema,

até mesmo em sua formulacdo, pode blodaegmpletamente. (p. 32raducao
noss)°.

Entretanto, apesar da importancia de se ter muitas representacdes de um conceito,
sua existéncigoor si ndo é suficiente para que o aluno tenha tal flexibilidade ao resolver um
problema. E preciso mudar de uma representacdo para outra, sempreujte far mais
eficiente para a pr-xima etapa que [s]Jeo quer
sucess na resolucdo depende do fato de as varias representacdes estarem corretamente e
fortemente ligadas ( p Ad3niencionar as mudancas de regraacdeso autor corrobora

as ideias de Duval (20Q9Que as refere como conversdes de regisiMaspratica,muitos

When | think of a vector space, I may fiseed arrows
of these arrows when dealing with bases, transformations etc. Others mayéuples of numbers or abstract
symbols whictsatisfy the axioms.

10To be successful in mathematics, it is desirable to have rich mental representatammspfs. A representation

is rich if it contains many linked aspects of that conceptepgtesentation is poor if it has too fevemlents to

allow for flexibility in problem solving Such inflexibility we often observe in our students: The slightest change

in the structure o& problem, or even in its formulation, may completely block them
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estudantes traballhmsomente com uma representacdo, o que pode propiciar o bloqueio
mencionado na cita¢deita a pouco

De acordo com Dval (2009) € essencial para uma boa compreenséo dos conceitos
matematicos a formacao de representaqi@s legistro semiético particular, para exprimir
uma representacdo mental ou evocar um objeto real (formacao), bem como transformar uma
representacéem outra num mesmo registro (tratamento) e, por fim, converter a representagcao
transformanda em uma represettao de outro registro (converséo). A atividade de conversao
€ a atividade cognitiva mais dificil de adquirir para a maioria dos alunos, seada qu
dificuldade reside na discriminacdo das unidades significantes proprias a cada registro. Assim,
seria ingéno crer que apenas introduzindo exercicios de conversao seria suficiente para criar
as condicdes favoraveis a uma coordenacéo dos registrquelgerdacdo dos alunos.

Segundo Dreyfus (20023 representacao é essencial para chesjastracao, sendo
gque a aprendizagem precig@mssar por quatro etapasaracterizadas pela maneira como o
sujeito lida com adistintasrepresentagde¥.ejamos

1) Uso de uma Unica representagao

2) Uso de mais de uma representacdo em paralelo

3) Realizacdo das possiveis ligacdes entre representacdes em jparalelo
4) Integragdo das possiveis representacdes, alteraaramaneira flexivel.

Para Dreyfus (2002)epresentar e abstrair sdo processos complementares em
direcdes opostas, poenquato um conceito é abstraido de vérias de suas representacfes, uma
representacdo é sempre representacdo de um conceito abstrato. Sendpassive] explorar
as complemearidadesentre abstracédo e representacdo e entre representacdes matematicas e
mentas. Inicialmente o sujeitg ao utilizar somente uma representagdodera focar sua
atencdo na representacéo em si e deixar de lado o conceito abstrato. E necessafiegae co
maisde uma representacdo de um objeto matematico em paralelo, para qesaagqentrar
ao terceiroest@io ao seestabelecer ligagdes entre representacdes

Segundo Dreyfus (2002, 89; traducdo nossy [..filigacGes fortes permitem que
os estudantes mudem de representacdes, 0 que 0s torna conscientes do suinjeerate e,
portanto, ® provs8vel gue influencidomagosi't

integracdo entre agmriadagepresentacdes, uma sintese que abrange as selagédigacdes

11 Strong links allow students to switch repeatations, wich in turn makes them aware of the underlyéngcept
and is thus likely to positively influence abstraction.
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e propriedades comuns, que permanecem para formar oto@bstrato, a0 mesmo tempo em
gue outros aspectos da representacao ficam em segundo plano.

Essas quatro etapas retacionam cona teoria de Duval (20093le modo que o
tratamentose refere Pprimeira e segunda etapga que o aluno lidér comumaou mas
representaies em paraleJanas ainda nédo estabeleceu ligagbes entre Agasonversdoese
inserem nderceirae quarteetapa, uma vez que nelas o aprendiz terd capacidadeeatarap
alternar dstintasrepresentacdes de um conceito matematico comgeeelo suas ligacoes.

A figura 3 ilustra 0 uso derepresentacdes em paralelo quede auxiliar na

compreenséo e aprendizagem de conceitos abstratos da Algebra Linear

Figura3: Resolucdo lado a lado de uma quest&o sobrechases espacos’RP; e M.

SOLUGAO: Mais uma vez, vamos trabalhar os trés exemplos lado a lado para destacar as similaridades entre
eles. Em certo sentido, eles s@o todos o0 mesmo exemplo, mas devemos trabalhar até a Se¢do 6.6 para tornar
essa idéia precisa.
a) Como (b) Como (c) Como
a 1 07 a + bx = b2 + ax’ {a b}_a{l O]+b[ 0 l]
b 0 1 = a(l + x°) + b{x - 2¥) -b a 01 -1 0
=q +b
-b 0 =1
a 1 . 0
temos que Wy = ger(u, v), onde temos que W, = ger(u(x) v(x)) onde  temos que W; = ger(U, V), onde
1 0] ux) =1+ 2 M 0] [0 1)
| = V =
0 1 . Y [u £] S [—1 OJ
=lel 2 Y= e vix) = x = x*
1 L 0 J
Tendo em vista que, clara- Tendo em vista que, claramen- Tendo em vista que, clara-
mente, o conjunto {u, v} € linear-  te, o conjunto {u(x), W(x)} € lincar-  mente, o conjunto {U, V} € li-
mente independente, ele também ¢  mente independente, ele também  nearmente independente, ele tam-
uma base para W. ¢ uma base para W. bém € uma base para W3. ¢

Fonte: Poole (2011, p. 405)

Na representacdo, ja impliaina atividade matematica, cada fase da Sequéncia
Fedathi desempenha papel relevante para queno possa vir a aperfeicoar o dominio e uso
consciente das slintasrepresentacdes de um conceito. auracao o aluno podera fazer
uso de seus conhecimestpréevios,aperfeicoando sua maneira de lidam os simbolos e
expressfes matematicas refersme conteudo a ser trabalhado, de modo que sera determinante
para isso a escolha da atividade ou problema a ser apresenttmoada de posiGaoE
importanteque o professor tenha consciéncia do papel das representacdes e dificuldades que os

alunos podenenfrentar para compreentt® sobretudo erlgebralinear.
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Na fase desolucdq o aluno podera comparar so@aneirade representar um
conteldo matemético com modo comoos colegas e o professor representam, ao serem
discutidas coletivamente as respostasteatégias formuladas por eles na fasmdtiracao
Assim, podera observar asssemelhantespresentacdes de um concefidaer aautocorecao,
caso necesirio, bem como esclarecer dividas sobre tais representacdes. E interessante que o
discurso docee enfatize os significados dos simbolos, principalmente as a¢fes de tratamento
e conversdo mencionadésvando os alunos a refletir solaias

Na fase derova, o professor podera melhor trabalhar com a formalizagéo e o rigor
matematico, pois tera patd de ideias ja trabalhadas, maturadas pelos alunos, que tiveram
oportunidades de trabalhar com manipulacées algoritmicas e estabelecer relacéitsais,
facilitandq assim a compreensdo dos significados, que aos poucos estad sendo construido.
Assim, o formalismo sera introduzigdale modo menos abrutdo que seria se o professor
simplesmente explicitasse todo o conteddo na lousa, sem umadppeaéic mais ativa e

reflexiva dos estudantes durante a aula.

3.2.2A Generalizacao

Dreyfus (2002 p. 39 decodificaa generalizacdo conTy...] o ato de derivar ou
induzir de particulares, identificar pontos em comum, para expandir dominicsiakde.
MataPer ei ra e Pont e ( 20 1[3] afirrpacoesOgeraisasobreelhsaes deo n a
objetoed femmagl ar u ma.] nfoeénmis dolquedaaer «nocerfo tipo de
conjetura de natureza ger aalizar.é redlipar & transitdo gde c o r
casos particulares para o geral.

Essatransicdo de casos particulares para o gerquer, todavia, processos
cognitivos que, de acordo com Harel e Tall (1991), dependem do conhecimento atual do sujeito,
ou seja, de como @uno compreende determinado assunto. Deste fato, os autores classificam
a generalizacdo em trés tipos: expansivapmstrutiva e disjuntiva. Vejamos o0 seguinte

exemplo:

Os estudantes A, B e C sabem como resolver equagdes lineares em uma variavel.
Contud, suponha que o estudante A, tem uma compreensdo relacional do processo

de resolucdo: compreende que ao adicionanultiplicar cada lado da expresséo por

uma constante ndo nula, o conjunto solucdo ndo muda. Enquanto isso, os estudantes

B e C tem apenasma compreensdo instrumental, em que realizam manipula¢des na
equa-«o0o (fAfazer coi sas edaumlado e simercsdo ados
outroo, Amudar o sinal o). Todos generali
duas vari 8vei s, arxgparaubterurmaneduacadiliagarirasdlvivel em
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y, entdo substitui o valor encontrado para y de volta nas equagdeshper uma
e qua- «0o HAREL;JALK, @..38; fraducdo nosh

Nesse caso, o estudante A desenvolve a generalizacdo expanBigadéspuntiva.
A primeira ocorre quando o sujeito expande um esquema para compreender um objeto de
estudo, sem haverecessidade de reconstloi Nesse exemplo, o estudante A expandiu e
enrigueceu seus esquemas para resolver equacoes, pois consegdar eniglizar as relacdes
entre os termos da equacdao e o significado da igualdade.

A generalizacdo disjuntiva ocerguando 0 sujeito, ao necessitar de novo esquema
de assimilacdo, o constréi desconectado dos esquemas disponiveis. Com isso, passa a
compeender o objeto sob nova perspectiva, porém isoladamente, sem estabelecer relacdes
significativas com conceitos quéel sdo familiares. Os alunos B e C, por exemplo,
simplesmente adicionaram novos fatos a sua lista de coisas para fazer (eliminarext,yesplv
de modo desconexo, ou seja, entenderam os procedimentos, sem atentar para o significado da
igualdade (esqueandisponivel). Assim, a generalizacdo sucedeu apenas com a criacdo de um
esquema para as informacdes instrucionais sobre o que fazes temrmos da equacao.

J& a generalizacdo reconstrutiva requer a reconstrucdo de um esquema, a fim de
ampliar seu conjun de aplicabilidades. Por exemplo, as generalizagbes de soma vetorial e
multiplos escalares de R2 para R3 pdtam seus aspectos algébs sédo, segundo Harel e Tall
(1991), provavelmente, uma generalizacdo expansiva para a maioria dos alunos. Os aspect
geomeétricos, entretanto, que modificam as ideias sobre duas e trés dimensdes para um conceita
mental de espaco de n dimensoes, provaeete, requ&m uma generalizacao reconstrutiva
gue poucos conseguem.

Destes tipos de generalizacfes, temos que déagtpansiva quanto a reconstrutiva
sdo mais apropriadas para o desenvolvimento cognitivo, entretanto, a expansiva é
cognitivamente maisitil do que a reconstrutiva, embora haja momentos em que a reconstrutiva
seja mais apropriada. Ja a disjuntiva poderduuir para falhas dos estudantes, pois, apesar de

parecer um caso de generalizagéo 4secedido (ao permitir que o aluno lide com maior

12 For instance, students A, B and C may all know how to solve linear equations in one variable. However, suppose
that Student A haa relationalunderstanding (in the sense of Skemp [1976]) of the solution process: (s)he
understands that when adding an expression to each side, or multiplying byzai@mopconstant, the solution set

does not change. Meanwhile students B and C haleamninstrumatal understanding, simply carrying out
manipulations on the equation ("do the same thing to both sides," "getettmes on one side and the numbers on

the other," "change side and change signs," "collect together like terms") They adligertbe method to solving

linear equations in two variables, by "eliminatxtp obtain a solvable linear equationyirthen sibstituting the

value found fory back into the equations to obtain an equationcfor
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nYamer o de exempl os), 0S Objetos matem8ti co:
fazer 0, s e meseremn etxlacidasaehgdestsignificativas com outros saberes do
aprendiz. Por exemplo, o movimento reverso do caso da resolucadedeasisnxn para a
solucéo de equac0es lineares em uma variavel é visto ndo como uma particularidade, mas uma
mudanca pa um esquema disjunto.

A generalizacdo também semais bemdesenvolvid, dependendo da escolha das
atividades e problemas a serem trhbdbs em sala. Nesse caso, 0 objetivo delineado no
planejamento da aula devera ser muito bem pensado pelo doesntelo a proporcionar aos
alunos situagcdes de aprendizagem nas quais possam identificar pontos em comum, reunindo
tais pontos numa so ideimmais ampla, derivada de casos particulares. Mais umaavez
maturacao € a fase da SF que propiciara esse momenfled@aeurante a aula, sendo muito
importante que o docente ndo dé repostas, pistas Obvias que facam com que o aluno perca a

motivacao paa refletir sobre o conceito a ser generalizado.

3.2.3A Sintese

A sintese pode ser entendida como a combinacéo ties mare formam um todo,
em queperanteum contetdo, composto dariadosconceitos e propriedades, a medida que o
aluno vai compreendendo cada parte, cada conceito e suas manipulagdes, ira ao fim do processc
poder unir cada parte, visualizando o todo &rdjgindo as partes. O problema é guaitas
vezes 0 ensincacontece d maneirgbastante fragmentadianpossibilitando ao aluno ter uma
visdo mais ampla,@o mesmo tempeondensada do conteudo trabalhado.

Dreyfus (2002)traz o seguinte exemplo, ddgebralLinear, que ajuda a melhor

compreender esse processo:

[...] em algbra linear o estudante geralmente aprende um bom ndmero de fatos
isolados sobre ortogonalizacdo de vetores, diagonalizacdo de matrizes,
transformacfes de bases, solucéo de sistenepudedes lineares, etc. Mais tarde no
processo de aprendizagem, todsses fatos previamente néo relacionados se fundem
em uma Unica imagem, dentro da qual eles sdo abrangidos-eeiatéonados. Este
processo de emergir em uma Unica imagem é a sif@REYFUS, 2002, p.35
traducdo noss&)

O autor tambéns a | i e n t[.a] imagera foramadéa pela sintese € irreversivel,
sendo que para o professor € muito dificil se colocar no lugar do aluno que ainda nao atingiu

essa sintese ( p Em & de aal no entantops professoresmuitas vezesexplicam

13[ é in linear algebra, students adly learn quite a number of isolated facts about orthogonalizafieectors,
diagonalization of matrices, transformation of sssolution of systemef linear equations, etc. Later in the
learning process, all these previously unrelated tampefully merge into a single picture, within which they are
all comprised and interrelate@his process of merging into a single pictig@ synthesis.
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detdhes em pormenor, os estudantes fazem os exercicios, mas pouco ou nenhuma atividade é
direcionada a levar o aluno a sintetizastidiios aspectos de um conceito, menos ainda
diversificadosconceit® dentro de um dominio ou mesrariadosdominios.

Convém ressaltar queuando o professoabordaum contetudoapontandoas
conexdes relagdes, apesar de estar de certo modo sintetizando o assunto, o fato de ter sido
feito pelo professor transite ao etudante que isso € o que os matematicos veem, e ndo tem
qualquer relevancia direta para os problemas que o aluno tem para resolver. A sintese esta
mente do professor, mgsara os alung®la épor demaisarente.

Na SF, a medida que o profegstmaballa os conteddos com a turma, permitindo
Ihes agir, pensar sobre as atividades e problemas propostos, e for avancando com os temas
trabalhados, espes® que o aluno tenha construido os esquemas necessarios para acomodacao
dos conceitos, manipulagde sigriicados, de modo que possa ser capaz de visualizar as partes
unindeas num todo, chegandassim ao processo de sintese. A escolha das atividades sera
determinante para que os alunos a concebam, bem como as acfes realizadas na fase de
maturacaosolucéce provaA mediacdo do professno cursade todas as fases tera importante
papel, pois é imprescindivel que o aluno tenha consciéncia do que seja sintetizar e de como esse

processo reflete sua aprendizagem.

3.2.4A Abstracéo

No capitulo2, trouxemos a airacéo reflexionante de Jean Piaget para explicar a
construcdo do conhecimento mateméatico sob ponto de vista cogmélgoionandeo a
Sequéncia FedathiParao autor a abstracdo pode ser empirica ou refleante sendo que a
primeira @volve a extrago de caracteristicas diretamente dos objetiodas acdes sobre 0s
objetos Enquanto,na segunda, as caracteristicas sdo extraidas ndo dos objetos, mas da
coordenacdo das acdes que o sujeito realiza sobre os objetos. E por meio da abstracéo
reflexionanteque se da o avancgoe dhovosconheciments, portanto,é necessario que o
estudante alcance esse tipo de abstracao.

Dreyfus (2002festaca o papel da abstracéo na atividade matematica e salienta que
alcancar a capacidade de abstrair podeoserincipal obgtivo da educagdo matemética
avancada, uma vez que se os estudantes desenvolvem a habilidade consciente de fazer abstracé
de situacbes matematicas, eles terdo alcancado um nivel de pensamento matematico avancada

Segundo o autor
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Na transido do espacoetorial concreto R® para a no¢cdo de um espaco vetorial
abstrato, as relacBes entre os vetores se tornam o foco de atencdo, enquanto seu uso
especifico como triplas de nameros é descartada. Afim de fazer essa transigdo, é
preciso estar apto@nceberoolgit o fivet or 0 puramente em t
com outros objetos diferentes ou similares (vetores ou escalares), e aceitar que o
proprio objeto ndo é mais especificado por quaisquer propriedades intrinsecas.
Considerando somente estasa¢éles, permitse tirar conclusdes a partir deles que

serdo geralmente validas, independentemente das propriedades intrinsecas dos
vetores. Dessa forma, muito do poder da matematica deriva da abstracdg. (p. 36
traducéo noss)

Assim, é umprocesso que estd intimameakesociado a generalizacdo e sintese,
porém exige demandas cognitivas maiores. Enquanto a generglgagiimenteenvolve uma
expansao na estrutura de conhecimento, a abstracdo é suscetivel a envolver uma reconstrucac
mental Na transicdo, digamos, do8meros reais para 0os complexos, conseguimos generalizar
por nao insistir mais em ordem, mas continuamos trabalhando com objetos representados
explicitamente usando nimeros que podem ser adicionados e multiplicados de uma manei
familiar.

A abstracdo ém processo que depende do isolamento de propriedades adequadas
e relacles, requerendassim, a habilidade de desviar a atencdo dos proprios objetos para se
concentrar na estrutura dessas propriedades e relacdes. A estrsgara g destaque, sendo
objeto de atencdo do estudante, que devera saber distinguir o que € irrelevante no contexto a
gue se destina, de modo que os detalhes sem importancia sejam omitidos, reduzindo a
complexidade da situacao. Por exemplo, o aluno i§adw a se concentrar nasagdes que
existem entre nimeros de modo a ser capaz de captar 0 que um campo é, em vez dos proprios
nameros, e similarmente, para outras nocfes, tais como: funcdo, grupo e espaco vetorial.
(DREYFUS, 2002, p. 37)

Harel e Tall £991) classificam a abstrac@&m formal e genérica. Na abstracéo
f o r nfa]lse abgirai a forma de um novo conceito através da selecéo de propriedades gerais
de uma ou mais situa-»es espec?2ficasbo. (p.
raramente experimenta este preee em sala de aula, pois, geralmente, as definicdes formais
Ihe sdo exibidas prontas e as propriedades sao cuidadosamente selecionadas. A definicéo,
todavia, € mais do que o nome do conceito e a declaracdo de um pequeno dgimero

propriedades e axiomasl R[...]f@ a selecdo de propriedades gerais adequadas para a

4 In the transition from the concrete vector space 3 to the notion of an abstract vector space, théigations
between the vectors become the focus of attention, whereas their specific realization as triples of numbers is
dropped.Inordr t o make this transition, one needs to be a
of its relationships tother similar or different objects (vectors or scalars), and accept that the object itself is not
further specified by any intrinsfgroperties. Considering only these relationships, enables one to draw conclusions
from them which will be generally validpndependently of the specific intrinsic properties of the vectors. In this
manner, much of the power of mathematics derfr@s absraction.
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constru-«o dedutiva do conceito abstratoo.
limitado a mera exposicédo da definicdo. E preciso que o aluno tentaocoom a estrutura
matemata que o define.

Por outro lado, a abstracdo genérica ocorre com origem na exploracdo de um ou
mais exemplos especificos que fazem parte de um conjunto mais amplo de exemplos que
envolvem um conceito abstrato. Requer a géimag@o e € consideracuma nodalidade
Afsuaveo de a,dmddideaguewa sendo teabathada,pode levar o aluno a abstracao
formal, pois a reconstrucdo mental necessaria se torna menos tensa para o estudante.

Em resumo, essa maneira de abstrag...]ieleva a consciénciaognitiva do
estudante a um nivel no qual conceitos gerais podem ser entendidos e abstraidos, pelo menos
i mplicitamente, a partir de exemplos gen®r.i
de abstracdo genérica podeidar o professor a introdizum novo conteuddaseado a
selecdo de exemplos que os alunos deverdo manipular e dele abstrair suas caracteristicas
principais, obtendo uma no¢&o mais intuitiva do conceito que posteriormente sera formalizado.

E um tantocomplexo relacionar as fasde uma metodologia de ensino, que se
preocupa com as interacdes profesdancsaber, aos processos de abstracdo que sdo o
resultado de uma ampla variedade de fatores que podem influenciar sua ocorréncia na mente
do aprendizPelos estudos ja realizadoslescritos neste trabalho, temm@moideal que o
aluno possa agir, pensar em sala de aula. Assim, consideramos gueog8ssibilitar essa
acao e orientar a mediacdo do professor, possa contribuir para desencadear npoopécitos

ao dominio das hdiades de representar, generalizar e sintetizar que ledatitracao.
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4 ALGEBRA LINEAR E ENSINO

Nede capitulo discorremos sobre conceitos elementares da Algebra Lidear
ponto de vista dos problemas que permeiam o ensino dessa discitirbasaos estudos de
Dorier (2000 2008 e Rogalski (1991; 1994Além disso, consideramos pertinente aboedar
construca do conceito de espacgo vetoyigdlacionandep aos processos de generalizacao e
abstracapdescrevendo suas definicbes e coradepse dr sua apreensao pelo estudante. Do
mesmo modo, tratamos da descricdo dos conceitos de subespaco, geradores, kasé® dim
considerando suas definicdes e propriedades e a maneira como 0 ensino poderia se dar, tendc
em vist levar o aluno a constir os conceitos. Fundamentamos em autores como Tall
(2002), Harel e Tall (19938 Trigueros e Oktac¢ (2005¢ntre outros

4.1 Problemas no ensino da Algebra Linear

A Algebra Linear desempenha importante papel no meio cientificoazéadas
diversaspossibilidades de aplicacbes emstilitasareas do conhecimento, inclusive dentro da
propria Matematica. Resumidamente, podendizer que se trata de uma ramificacdo da
Algebra que estuda os espacos vetoriais e suas transformacées lineares, lidandoresm ve
matrizes e formas quadraticas (LIMA, 2011). Seus conceitos e definicdes tém carater abstrato
que, dentre outros fatorespntribui para o surgimentoad dificuldades no ensino e
aprendizagenmNa nossa dissertacdo de mestrdeONTENELE 2013) fizemos um resumo
dos principais entraves no ensino da Algebra Linear, elaborado com base nos estudos de Dorier
(2000), ilustrad no quadrat.

Quadro4: Resumo das principais dificuldades no ensino/aprendizagem da Algebra Linear.

Situa¢des Didéticas que
Dificuldades dosEstudantes Reflexdo Epistemoldgica Possivelmente Colaboram com
o Agravamento do Quadro

1 Dificuldades ao lidar com 1 Obstéaculo do formalismo;|  Maior énfase as atividades
exercicios muito formais; 9 Carater unificador, algoritmicas em detriment
9 Impossibilidade de representar|  simplificador e a parteconceitual;
as novas nogoes; generalizador. 1 Auséncia de problemas
1 N&o conseguem relacionara | § Outros obstaculos para introduzir as nogoes
Algebra Linear aos epistemoldgicos; elementares.
conhecimentos que ja possuen| § Obstaalos didaticos; 1 Atividades nas quais o
de matematica. professor nao justifica o
propésito de sua
realizacao.

Fonte:Fontenele (2013, p. 14)
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A dificuldade que os alunos enfrentam para compreender as nocoetasaludra
Algebra Linear faz com quenuitas vezeso professor enfatize as tarefas algoritmicas, para
fugir das incompreensdes conceituais dos aluBssa énfasdada ai al gor i t mi z a - «
como o excesso de formalisnoaracterizanos principais entrave® ensino dessa disciplina,
conforme apontam estudos de Dorier (2000; 2008) e Rogalski (1991, 4984 dedicaram
a compreender os problemas especificoemsino e aprendizagem da Algebra Linear no
contexto francés, cujo cenario de dificuldades n&erelimuito do que acontece em outros
paises, inclusive no Brasil.
Segundo Dorier (2008, p. 33)
A algoritmizacéo €, entdo, um meio de negociar a reduc&miftito, permitindo
diminuir o aspecto de novidade (e evitar, a0 mesmo tempo, a dificuldadstecahc

Os professores se ligam, via algoritmo, a um quadro conhecido: a resolucdo de
sistemas de equagdes lineares, no caso dos espacos veloadisgdmossal’.

Como possivel consequéncia desse ensino focado nas manipulacdes algoritmicas,
tem-se acontradi¢io no ensino da Algebra Linear, ,gegyundo o referido autag algo que
nao consegue aceitar:
[...] muitos estudantes revelam podsrcontrar a forma reduzida de um operador
linear, mas guardam incompreensdes profundas sobre as noc¢fes, tas soma
(direta) de subespacos, ou a nocdo de geradores ou mesmo de independéncia linear,

apesar de serem conceitos chave nos fundamentatedas técnicas de reducao de
endomorfismos.lbidem p. 33 traduc&o nossH)

Nesse caso, ha indicios de ggses alunos conseguem encontrar a solu¢do de modo
meramente mecanico, via algoritmo, sem necessariamente compreender seu sentido e
significadodentro da teoria de espaco vetorl@pesar das consequéncias negativas desses
problemas de natureza didaticaga aprendizagem discente, aingacéentantogssa a postura
habitual de professores Weatematica de nivel superior, que geralmente segoesuas aulas,

o padrao: definicdo, teorema, demonstracao, exercicio... Convém destgesanto, o fato de
gue essa reproducao tem seus riscos, conforme apontam Hiebert e Carpenter (1992)

[...] o risco de formar imagens muito restritas de conceitgaigygarece ser
particularmente manifesto em dominios como Aritmética, Célculo, Algebra Linear,

15 | 'algorithmisation est alors un moyen de négocier a la baisse le conflit en permettant de diminuer l'aspect de
nouveauté (et d'éviter du méme coup la difficulté conceptuelle). Les enseignants se rattachent, via l'algorithme, a
un cadreconnu: la résolution de systémes d'équations linéaires dans le cas des espaces vectoriels.

161...] nombreux étudiants s'avérent poinvoouver la forme réduite d'un opérateur linéaire, mais gardent des
incompréhensions profondes sur des notieties que la somme (directe) de sespaces, voire la notion de
générateurs ou méme d'indépendance linéaire, qui sont pourtant des cdésajatales fondements théoriques

des techniques de réduction des endomorphismes.
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Estatisticas [.]. Em tais dominios, manipulacdes de algoritmos, procedimentos,
tendem a atrair a aten-«o dos wegnentedant es
alguns aspectos de um conceito, aquilo que é digerivel e pertinente no contexto do
fAic8l cul o0 resarvagos mmentead estpdante. Em casos mais graves uma
maior énfase na instrugdo de procedimentos pode impedir o estudante de desenvolver

a construcdo do conceito que ele s6 experimentou por manipulaépes. NISS,

1998, p.15Y.

Dreyfus (2002) tamb@ salienta que ensinaassim tem a desvantagem da
inflexibilidade em termos de adaptabilidade dos estudant@sr® consequéncia, os alunos
aprendem procedimentos padronizados, mas

[...] eles ndo térknowhowque permiteos usar seu conhecimento de forfeaivel
para resolver problemas de tipo desconhecido para eles. [...] Ines tem sido ensinado
os produtos da atividade de dezenas de matematicssia forma final, mas eles nao

adquireminsight sobre os processos que levaram 0s matematicos a criar estes
produtos. (DREYFUS, 2002, p.28aduc&o nossH)

Nesse aspecto, verificamos semelhancas com o que dekemigePolya, que
enfatizano artigopDez mandamentos para professogse 0 ensino délatematica nas escolas
precisa de professores que tenHamwhow, isto €, atitudes mentais, destreza, habikdeth
lidar com informacgfes e udas para um dado propdsito. Para o autor, tais atitudes sdo mais
importantes emMatemética do que a mera posse de informacdo, sendo, portanto,
imprescindivel que os professs 0 adquiram para poder auxiliar a desenvobisrdtitudes
em seus alunoSegundo questionamentos do autay entanto,

[...] e o professor, ele préprio? HA em seu curriculo alguma oportunidade de trabalho
independente em Matematica, de adquikn@w-howque se espera que ele transmita

a seus alunos? A resposta € ndo. Tanto quanto eu saiba, ndo ha Universidade que dé
ao professor oportunidade decente de desenvolverksewhow, sua prépria
habilidade em Mateméa&t. (POLYA, 1987, p. 9)

Nesse casdicaevidente a importancia de se aperfeicoar o pensamento matematico
dos futuros professores ddatematica da Educacdo Basica, pelies € que terdo a
responsabilidade de estimular o desenvolvimento de tais habilidades em seus aiguastqo
mesmo ge no nivel basico nem todos os processos de PMA sejam trabalhados, é

imprescindivel que o habito de pensar matematicamente seja desenvolvido desde 0s niveis

171 é Trhe danger of forming torestricted images of general concepts seems to be particularly manifest in
domainsi such as arithmetic, calculus, linear algebra, statiftiés] I'n such domains, al got
i procedure§ t end to attract theomaism @ar tt oofcretau cce mt s6éc oan
instances (and aspects) of a general concept that are digestible by and relevant inxhe conté t he o6cal ¢
preserved in student s 6-emphasiglis instruction on pruceds may €&rs eventa n 0 Vv
students from developing further understanding of the concepts they experience through manipulations only.

18 ¢ fhey lackthe knowhow that allows them to use their knowledge in a flexible manner to solve problems of

a type unknown tehem.[ € they have been taught the productshef activity of scores of mathematicians in

their final form, but they have not gained insighto the processes that have led mathematicians to create these
products.
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b§8§sicos de ensino. A a-«o0o de fApensaro em s
Fedathy, detal modo que® importante averiguar as possiveis relagdes entre a mediagcédo docente

e 0 desenvolvimento do pensamento matematico discente, sobretudo, de alunos de licenciatura.

4.2 Generalizagéo e abstragédoa construcao do conceito de espagetorial

A generalizacdo e a abstrac&aespressanmprescindiveis para a compreensao da
Teoria dosEspacosVetoriais, aqui exploradas nos conceitosedgiaco vetorial, subespacos,
base e dimenséo. A definicdo elgpaco vetorialpor exemploparte de ma gerralizagéo do
conceito de vetor, extirado suas principais propriedades (adicdo e multiplicagéo por esealar)

transformado-as em axiomasonforme encontrama® definicdo d€oole (2011

Fiqura4 - Definicao de espaco vetorial

Definicdo. SejaV um conjunto no qual duas operagfes, chamadasio e multiplicagdo por
escalar estao definidas. See v estdo enV, a soma del e v é denotada pan + v, e sec € um
escalar, anultiplo escaladev porc € denotado pav. Se 0s axiomas a seguir sao verdadeiros
todou, vew emV e para todos os escalaee d, entdoV € chamadaespaco vetoriak seus
elementos sdo chamadastores

1l.u+vestaenV. Fechado sob adicao
2ut+tv=v+u Comutatividade
B.Uu+tv)+w=u+(v+w) Associatividade

4. Existe um element@emV, chamadwetor nulg tal queu + 0 = u

5. Para cada emV, existe um elementw emV tal queu + (-u) = 0.

6.cv esta enV. Fechado sob multiplicacéo escalar
7.c(v+w)=cv+cw Distributividade
8.c+dyv=cv+av Distributividade

9. c(du) = (cdu

10. u=u

Fonte: Poole (2011, p. 388)

Pela definicdexpressaia figura 3, temos que mn espaco vetorigd um conjunto
quetraz em sua estrutura a adicdo e a multiplicpgi@scalare queobedece a@ezaxiomas.
Logo, qualquer conjunto de objetos que satisfizer estes axiomas podera ser chamado de espaco
vetorial enquantoseus elementos seréo vetoigstase todavia,de um conceito abstrato que
precisa ser bastante discutido em sala de aulg,geoisr apresentado aos alunos de imediato,
por meio da definicdo, podera ndo ser assimilado, uma vez que compratadecao requer

olhar atento sobre a estura que a define. Segundo Trigueros e Oktag (2005)

No momento do processo de construcdo do esquema de espaco vetorial, 0 sujeito
trabalha sobre uma colecao de espacos vetoriais particulares. Cada cas@a@specifi
ajuda o sujeito a dar conta das diferentes propriedades que a estrutura possui, que
corresponda interiorizacdo das a¢fes de verificagdo em processos. Depois o0 sujeito



53

pode encapsular estes processos em um objeto e se dar conta da existéncia de uma
estutura geral. O sujeito pode perceber entdo as propriedades invariantes de um
espago particular pa construir um novo objeto chamado espaco vetopal67,

traducéo noss§.

A descricdo das autoras remetémgportancia de um ensino no quad alunos
venham aer contato convariosespacos vetorigipara queao agir sobre eleppssam observar
sua estrutura e perceber a operacionalidade da adicdo e multiplicacdo por lessalda
construcdo do conceito de espaco vetobalsse modo, a ideia de vetmmo um segmento
orientado (que possui médulo, direcasentido), precisa ser ampliadie sortea abranger
outros objetos matematicodduitas vezes no entanto,isso se torna um obstaculo a
aprendizagem, pois é dificil para o aluno conceber uma matna funcdo ou um polinémio
Ccomo um vetor.

Além disso, coforme operam com o0s axioma®s estudantes precisam
compreendr o conteudo de um ponto de vista que privilegie o carater unificadorreesmo

tempq generalizador e simplificador d&oria do€spacosVetoriais conforme explica Dorier

[...] 0 sucesso da axiomatizacdo [do conceito de espaco vetorial] ndo provém da
possibilidade de solucionar problemas matematicos néo resolvidos, mas do seu poder
de generalizacdo e unificacdo e, consequentemaatsimplificacdo na busca de
métodos para resolvproblemas matematicos. Como consequéncia, esta abordagem
marcou um novo nivel de abstracdo, o conceito de espaco vetorial sendo uma
abstracdo de objetos abstratos como vetores geométropag polindnios, séries

ou fungdes. (DORIER, 1995, p. 176,dugd0 nossd).

Ao operar comdiversasrepresentacfes de espacos vetor@isstudantgodera
realizar una generalizacéo reconstrutiva (HAREL; TALL, 1991) que ocorre quando o aluno
reorganiza a ideia quenha desses conjuntos (fungdes, matrizes, polio$ratc) num novo
esquema, reconstruido paesponder por ess@va perspectiva: a de que estes conjuntos,
munidos das operac¢des de soma e multiplicacdo escalar, sédo unificd@osiaaloEspacos

Vetoriais. Tall (2002)oferecedetalhes desse processo:

¥Lors du processus de laconstrucibn s ch me doéespace vectoriel, le suj
vectoriels particuliers. Chaque cas spécifique aide le sujetrénsire compte des différentes propriétés que la
structure poss de, ce qui tiomsae verdicaioo engrocessus.&Ensnite @ sujeb r i s

peut encapsuler ces processus en un re@énéele. Ledujetperit r e n o
alors sbapercevoir des propri ®t ®s iumv aaroiuavretl e so bd et g
appeler espace vectoriel.

20 Therefore, it can be suggested that the success of axiomatization did not come fposstiidity of reaching

a solution to unsolved mathematical problems, but from its power of generalization and unification and,
consequently, simplification in the geh for methods for solving problems in mathematics. As a consequence,

this approach méed a new level in abstraction, the concept of vector space being an abstraction of already abstract
objects like geometrical vectorstumples, polynomials, series functions.
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Por exemplo, nés generalizamos a solucdo de equacbes lineares em duas e trés
dimens@es para dimensdes e abstraimos a partir deste contexto, a nogdo de um
espaco vetorial. Ao faz@ dois objetos mentaisiuito diferentes séo produzidos: a
generalizacddR" e a abstracdo, um espaco vetoMasobre um campd-. [...] A
generalizacadr" simplesmente estende a cadeia de ideiaR'gmraR2 paraR3 e

assim por diante [...] A abstraci@ um objeto mental muitdiferente, que é definido

por uma lista de axiomas. Enquanto o primeiro envolve simplesmente uma extensao
de processos conhecidos, este Ultimo exige uma reorganizacdo mental macica.
(TALL, 2002, p.11, traducido nosdp

Conseguirgeneralizare abstrairé, portanto, desafio a aprendizagenjo ensino
precisa acontecer de modo a criar situagbes que levem o0s estudantes a mes#estar
processos e ndo apenas se limitpridlegiar as manipulacdes algoritmicas do conteudm. N
desenolvimentodega pesquig, ministramosa aula sobre espacos vetorjais modo que os
proprios estudantes identificassem os axiomas e operassem com eles, evitandxpptoms

como uma lista a senemorizala.

4.3 A construcao dosconceitos de sbespaco, base e dimensao

Outro conceito importante € o dribespaco vetoriaescrito porLima (2011)
como um subconjunto de um espaco vetorial, ,qeéativamenteas operacdes de soma e
multiplicacdo por escala® ainda um espaco vetaki ou seja, um subespaco herda as
propriedads dos espacos vetoriais. Em Boldrini et al. (1980), encontramos a seguinte definicdo

descrita na figurd.

Figura5 - Definicdo de subespaco vetorial

Definicdo: Dado um espaco vetoriglum subconjuntdV, ndo vazio, serad usubespaco vetorial
deV se:

i) Para quaisqueu, v ¥ Wtivermosu + v W.

1)) Para quaisqueaf R, uf Wtivermosauy W.

Fonte:Boldrini et al. (1980, p.106)

Como lecionanBoldrini et al. (1980)as condi¢cdes da definicdo garanteme os
vetores que operam ewl continuam em\, para verificar se dado conjunto € um subespaco,

basta que se verifiqu@ e (i), ndosendonecessario verificar todos os axiomas de espacgo

21 For instance, wgeneralizethe solution of linear equations in two andetiadimensions to dimensions and we
abstractfrom this context the notion of a vector space. In doing so two very different mental objects are produced:
thegeneralizdéion nand theabstractiona vector space V over a field [...] The generalization simply extends

the chain ofdeas from 1 to 2 to 3, and so pn] The abstractiolV is a very different mental object, which is
definedby a list of axioms. Whilst thnformer simply involves aextensiorof familiar processes, the latter requires

a massie mentakeorganization.
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vetorial, pois sdo validos evhque conténW, por causa da condicavf W, o vetor nulo deve,
obrigatoriamente, grtencer ao subespaco (caso em gue0); todo espaco vetorial V possui
pelo menos dois subespacos, chamados subespacos triviais, que sdo o subespaco nulo formadk
pelo vetor nulo {0} e o préprio espaco vetonal

Com essagluas ultimasnformacgfesé possivel construir subespacos. Na sessdo
didatica3, exploramos a construgéo de subespacos ddilRfando osoftwareGeogebra. Com
isso, abordamos as representacdes algébrica e grafica das combinacde<x|sda@epacos
de R2comoa maneirade explora o comportamento dos vetores no gréfico, visualizando as
retas que passam pela origem.

Ao trabalhar com subespagosm conceito importante, que pode levar a
dificuldades por parte dos estudantes, € o de sulmegpaado no qual, dado um subconjunto
A de um espago vetorial V, o conjunto de todas as combinagdes lineares dos vetores de A resulta
num subespaco de V gerado por A. Formalmeata, figura 5temosa definicdo de subespaco

gerado.

Figura6 - Definicdo de subespaco gerado

Seja X um subconjunto do espaco vetorial EsuBespaco vetorial dE gerado porX €, por
definicdo, o conjunto de todas as combinacdes lineares

Uvi+ MHF . oV + U

de vetoress, ...,vmf X.

Fonte: Lima (®11, p. 12, grifo do autar)

Na perspectiva déima (2011) quando o conjunto de todas as combinacdes
lineares dos vetores de X coincidem com o proprio espaco vetorial-B¢ djge X € um
conjunto de gedores de E. Compreender esta nocao requer a aégptla esquema de espaco
vetorial. Nesse caso, é preciso que haja a generalizacéo expansiva, que podera ocorrer a medids
que o aluno for colocado em situagdes nas quais ira, nao apenifasar conjuntg geradores,
algebricamente, matgambémyealizar ombinacgdes lineares veéoftware por exemplo, e ver
COmo 0s vetores se comportam graficamente.

Na ses&o didatica5, os alunos utilizaram o Ggebra para combinar vetores e
descrever o que estaaeontecendoos quadros algébrico e geométrico, de modgpyulessem
perceber a ideia de fAgeraro um subespea- o,
gerado por um conjunto B de vetores. Assim, tiveram oportunidadpetar com distintas

representdies eestabelecer relacdes entre os objetos estudades eeafinicbesPara isso, a
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postura docente denominada Sequéncia Fedatlomoma&aono bolso(SANTANA, 2018),
na qual o professor intervém o minimo possivel, foi essencial por deixar os altordade
para realizar a atividade.

Além disso, outro con@® importante é o de independéncia linear, &a um
conjunto de vetores, nenhum deles puder ser escrito como combinacéo linear do outro, entdo o
conjunto é linearmente independente ou LI. Do @ity caso exista ao menos um que pode
ser escrito como cobinacao linear dos demais, entdo o conjunto € linearmente dependente ou

LD. Formalmente, temos a seguinte definigéstrada na figurd.

Figura7 - Definicdo de independéncia linear

Definicao:SeS={v1, Vs, ..., \} € um conjunto n&wazio de vetores, entdo a equacao vetorial
kivi+ kava+ ...+ kv, =0

tem pelo menos uma solugéo, a saber,
ki=0,k=0,.. k=0

Se esta € a Unica solucdo, entdo o conjBrécchamaddinearmente independenteSe existem
outras solucdes, ent&® um conjuntdinearmente dependente

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 169)

Desse modo, para determinar se um conjuniet®es {\M, vz, ..., v} € LI em um
espaco vetorial V, devemos verificar se a equagaotkkovz + ... + kv, = 0 possui ou nédo a
solucéo trivial Além disso, segundo Lay (2018 essencial trabalhar com o menor conjunto

possivel de vetores geradoresndo que este tegue ser linearmente independente.

Como um subespaco geralmente contém uma infinidade de vetores, alguns dos
problemas envolvendo subespacos podem ser tratados de uma melhor forma através
de um pequeno conjunto finito de vetores gamm o subespago. uo menor for

o conjunto, melhor. Pode ser mostrado que o menor conjunto gerador tem que ser
linearmente independente. (LAY, 2011, p. 156)

Assim, dos conceitos de conjunto gerador e independéncia thegamos base
de um espacwoetorial, que podensconsiderar como conjunto gerador minimo ou conjunto

independente maximo. Conforme explica Strang (2009)

O ponto crucial € que uma base é conjunto independente maxinBle ndo pode

ser ampliado sem perder a independéncia. Adsambém untonjuntode geradores
minima Ele ndo pode ser diminuido e continuar gerando o espaco. (STRANG, 2009,
p. 98 grifo nosso)
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E importante que o professor crie situagdes nas quais os estudantes possam perceber
tais caracteristicas de uma basesps$o 0 ajudara a lilgear um conceito imagemo qual
poderéseapoiar quando apresentado a definicdo formal de base, que requer um bom dominio

dos conceitos de conjunto gerador e independéncia linear.

Na sessao didatica & conceito de base foi construiclam base erexempos que
eram discutidos com a participacdo ativa dos estudantes, cujas perguntasofertasip
professora pesquisadofaos remetiam a elaborar o conceito imagem da nocdo de base
conforme iam dialogamsobre o tema. Assim, se aproximavandegnicdoformal de basge
ilustradana figura8.

Figura8 - Definicao de base

21 Uma base para V é uma sequéncia de vetores que possui duas propriedades.conco-
mitantes: '
1. Osvetores sio linearmente independentes (ndo hd vetores demals).

2. Eles geram o espaco V  (ndo faltam vetores).

Fonte: Strang (2009, p. 95).

Também é importante explorar a representacdo geométrica dos conceitos de
independéncia linear, conjunto gerador e base, eomuoeio de proporcionar a visualizagao e
a construcao de imagens mentais que ajudardo na abstracdo destes conceitos. Por exemplo,
numa abordagem geométriéapossivel ilustrao fato da base de um espagtorial ndo ser
Gnica. A figura9, a seguirtraz um gréico com trés vetores no plano xy, do gagbossivel

observar a dependéncia entre os trés, o conjunto geradorséirgashases formadas por eles.
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Figura9 - Representacdo geométrica de conjuntos geradores e bases

Exemplo 8 O plano xy na Figura 2.4 é apenas R2. O vetor v,, por si mesmo, é linearmente in-
dependente, mas néo gera R2. Os trés vetores v,, v,, v, certamente geram R?, mas néo s#o inde-
pendentes. Dois vetores quaisquer entre eles, digamos v, e v,, possuem ambas as propriedades
—eles geram e sdo independentes. Portanto, eles formam uma base. Observe novamente que um
espago vetorial ndo tem, de fato, uma base exclusiva.

P4

Figura 2.4 Conjunto de geradores {v,, v,, v,}. Bases {v|, v,}; {v, v;} € {v,, v;}.

Fonte: Stang (2009, p. 96).

Além disso, todas as bases de um espaco vetorradimensao finita sempre terdo
0 mesmo numero de vetores. Isso rendedefinicdo do conceito de dimensao, ilustrada na

figura 10.

FiguralO- Definicdo chdimerséo

A dimensdode um espaco vetorial de dimenséao fiMté definida como o nimero de vetores
uma base d¥ e denotada por difaf. Além disso, definimos o espaco vetorial nulo como te
dimenséo zero.

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 179)

Pela déinicdo, temos, por exemplo, que a diRi] =n, ou seja, a base canbnica tem
nvetores. Se dinip) =n + 1, entdo a base candnica tern 1 vetores e quando a dikhgn) =
mn, a base candnicatemxnv et or es. Segundo [..Radmersaaend 11,
espa-o0o vetori al ® o0 , seeanhecemdéd mimensdo e i iespacd o ,
vetorial V, obtemos muitas informacgdes sobre V, e isso pode diminuir o trabalho ao lidar com
certos tipos de calculos. Assim, o autor propd¢éearemadescrito nafigura 11, cuja

demonstra¢ao nao iremos abordar
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Figurall- Teorema baseado na dimensédo de um espaco vetorial

Teorema 7: Sejs um espaco vetorial com divh=n. Ent&o:

a. Qualquer conjunto linearmente independent® eantém no maxima vetores.

b. Qualquer conjunto gador deV contém no minima vetores.

c. Qualquer conjunto linearmente independent&/ecom exatamente vetores, € uma base par:
V.

d. Qualgquer cganto gerador d&, com exatamentevetores, é uma base pafa

e. Qualquer conjunto linearmente ipdadente erY pode ser estendido para uma base @ara

f. Qualquer conjunto gerador ¥epode ser reduzido a uma base para

Fonte: Poole (201%p. 411)

Analisando dormulacéodestes conceitos numa perspectiva piagetiana, temos que
a construcdo do esquema de espaco vetorial passa pela assimilacdo de conoeltesifios
dos alunos (vetores, matrizes, conjuntos etc.), cuja unificped® alicdo e multiplicacéo
escalay desencadearos conflitos cognitivos (desequilibrios) necesséarios a ocorréncia da
acomodacéao, ou seja, a modificacdo de esquemas mentais@apaita dar conta do conceito
de espaco vetorial. A medida que o aluno reflete sobre essas opepagiims fazer o
reflexionamento a um patamar superior do conceito de espaco vetorial. Este reflexionamento,
seguido por uma tomada de consciéncia do olgspaco vetorialepresenta a ocorréncia de
uma abstracdo, qugegundo Tall (2002ke da& mediante a generalizacao retatiga.

Os demais conceitpsomo subespaco, base e dimensao, serdo construidos pela
expansdo dos esquemas de espaco vetpelalaluno. Nesse caso, ndo requer uma abstracao
profunda quanto a do espaco vetorial. Para que ocorra a compreensao desiéss enc
expansdo dos esquemas de assimilacdo de espaco vetorial, estes precisam ser explorado:
fortemente em suas representag@esseja, € necessara familiaridade com a manipulagéo
das operacdes de adicdo e multiplicacdo escalar, as combinac¢dess liveaificacdo de
axiomas de espaco vetorial, conjunto gerador, base etc., de modo a relacionar os significados
algébricos e geonrétos as propriedades, teoremas e definicdes. Enfim, o aluno precisa dispor
de ferramentas que o tornem apto a generalizdosgair as caracteristicas e funcdes destes
conceitos nd eoria dosEspagosV/etoriais. Infelizmente, em muitas salas de aula siziplina
Algebra Lineayestes contetidos séo abordados nsi@aila expositiva.

O préximo capitulo descreve os procedimsmteetodoldgicgsndicando o tipo de

pesquisa, a metodologia adotada e detalhes de como se deu cada etapa da inwstigacao

campg incluindo os instrumentos de coleta de dados e as categorias de analise.
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5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICO S

Nede capitulo cuidamos da descricdo da metodologia de pesquisa e dos
procedimentos metodoldgicos que foram a base dos experimentos de campo faesdke a
coleta dos dados até a analise e interpretagste dodos os procedimentos foram delineados
em consaancia com os objetivos da investigacdo, de modo que cada um pudesse ser apreciado
e vislumbradano decorrer deadaetapa éde estudoEmbasamenos em Bogdan e Biklen
(1994), Yin (2010) e Ponte (2006).

5.1 Concepcgéao e desenvolvimento da pesquisa de camp

O principal objetivo desa investigacao faompreendecomo a mediacdo docente
apoiadana Sequéncia Fedatpiode influenciar o desenvolvime doPensamentdlatematico
Avancado de alunos de licenciatura em Matematica em aulas de Algebra Pareasso, foi
preciso analisar a pratica de ensino, considerando as multiplas relacées que se estabelecem en
sala de aula e buscando evidenciar, messntexto, informagdes quespondessem aos
guestionamentodo estudo

Nesse sentiddratamos de uma pesquisa qualitagtiy@e atendeu as caracteristicas
definidaspor Bogdan e Biklen (1994yma vezque:o ambiente natural fdonte direta dos
dados(sala de aulg)descevemosnsfendmenos no contexto em que acontecehamuvefoco
no processo e ndo no produtts resultados foram analisados de maneira indutouges
interpretagfes foram catisiidas conforme os resultados iam emergindo e se orgaajzand
significadosemergentes tiveram vital importancia, pois ndo apenas forneceram respostas
guestbes do estudmas também,consideream a perspectiva dos sujeitos emtmdo como
vivenciarama Sequéncia Fedathi.

Por se um estudo cujas perguntas desquisa buscam r e s p 0 n dee r i piccro m
g u & &Fpode influenciar o desenvolvimento do PMAndo emvistdic omo 6 o0 pr of
realiza a mediacdo em sala de aldam como pelo fato de denémenosprecisaem ser
investigads no contexto em que acontecenavendo pouco controle sobre os eventos,
eleganoscomo metodologia de pesquisasiudo de casgue segual  Yi n ( 20[1]0, p.
sdo métodos preferidos quando: (a) as questdes ‘como’ ou 'por que' sdo propostas; (b) o
pesquisador tem pouco controlebse os eventos; (c) o enfoque esta sobre um fenébmeno
contempor ©ne o no Alémdissxaiadas grimcipais vantagenseda éstido

de caso para esta investigad@&aorre dgossibilidade de estudar o caso em profundidade.
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Ao realizaresteestudo de casmptamos pelaitilizacdode mdultiplas fontes de
evidénciasde modo a fazergo final das analisesa triangulagdo dodados Segundo Yin
(2010) a principal vantagem do uso de multiplas fontes de evidéncia € o desenvolvimento de
linhas convegentes de investigacdo d e moJd.Joquatpuee achi@do ou conclusdo
estudo de caso €, provavelmente, mais convincente e acurado se baseado em diversas fonte:
diferentes de informacao, seguindo um modo corrobotativo( p . 14 3) .

Assim, para coleta datadosutilizamos seis fontes de evidéncia: observacao direta
e partici@mnte, entrevista focal, questionarios, gravacdes em audio e video, atividades (usando
lousa, papel e/ou computador) e férupara discussdo. Estas foramplicadas no
acompanhamentopeervacao, elaboracéo e execucio de aulas de Algebra Linear, tendo como
foco a acdo docente em sala de aula, sem desconsiderar a participacéo dos estudantes. A figur:

12ilustra as fontes utilizadas.

Figural2 - Distintas fontes @ evidéncia utilizadas
para coleta de dados.

Observagio
Direta

Observagio

Foruns Participante

Fontes de
. Evidencia |
Grupo

focal Didlogos

Questionarios Atividades

Fonte:Elaborado pelautoa.

Além dissq o estudodveforte cunho descritivo, uma vez goescamos descrever
com detalhes os principais fatos vivenciados, de modo que pudéssemqspdsiaiescricao
dosfenbmenosa perspectiva pragmatica, ggegundo Ponte (2006&e caracteriza como uma
das perspectivas do estudo de caso:
Um estudo de caso pode seguir uma de duas perspectivas essenciais: (a) uma

perspectiva interpretativa, que procura compreendenod® o mund do ponto de
vista dos participantes e (b) uma perspectiva pragmatica, cuja intencdo fundamental é
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proporcionar uma perspectiva global do objecto de estudo, do ponto de vista do
investigador, tanto quanto possivel completa e coerente. .(p.12)

Apesar dedvar em consideracéo o ponto de vista dos participantes da investigacao,
0s resultados remeteram ao pragmatismea vez qugpartindo do caso particular em estudo,
buscamos uma visado geral dzediacdo docente n8equéncia Fedathconsiderandoas
implicagdes de sua pratica ao proporcionar situacbes que contribuissem para o
desenvolvimento de processos do Pensamento Matematico Avancado

Especificamentetrabalnamosom a Algebra Linear com focms contetidos de:
espaco vetorial, subespacos, basBmensdo, sendo gupara analisar a mediacdo docente
preconizada pal Sequéncia Fedathi e suas implicacdes para o desenvolvimentdAdo P
dividimos apesquisa entrés etapasi?®) (bservacdo de aulas de Algebra Linesdiadas
segundo a SF; 2Aplicacd® da SFem um curso de extensa3?) Verificacdo @s impressoes
dossujeitos sobre &F.

Para analise de cada etapas apaamosna Andlise de Conteldale Bardin
(20047?), por ser um método bastante empregado quando se pretende analisar conteédo de font
distintas, como discurso, entrevistas, documentos, entre outros. Desseobeutbmemos 0s
seguintes passos, ao lidar com os dados coletados:

a) pré-andlise - procedemos a organizacao do estudo, realizando a leitura flutuante
dos dados obtidos para tevsuma visao geral das partes e selecionar categorias
gue auxiliassem na fundamentacéo da interpretacdo das informacdes;

b) exploracdo do material- codificamos os dados em unidades de analise para
serem categorizados, segundo suas semelhancas e dgerenca

c) tratamento dos resultados realizamos inferéncias para interpretagés dados
e dissertacao dos resultados

Os topicos a seguir descrevem cadapatadetalnando os sujeitospcus

procedimentos e como se deu a analise dos dados.

5.1 Primeira etapa: observacdoda SequénciaFedathi

Essa etapaaconteceem abril de 2016)casido em que observanmmpsatrosessoes
didaticasda disciplinafi | nt r o digebra dined ministradas pelo Professor Doutor
Herminio Borges Neto, mentor da Sequéncia Fedafie ha30 anos a utiliza como

metodologa de ensinoEssas observagdes foram essenciais para compreensdituda e
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postura do professor em sala de aula, tendo em vista um ensino voltado para a construcéo do
conhecimento matematico
Desse modobuscame atender aprimeiro objetivo especificoentender como a
SF propicia a construcdo conceitual de contedodlgebra LinearPara issoa coleta de
informacgdes se deu por meio de observagao direta, na qual buscamos estudar as relacdes entre
0 conteudo mamatico trabalhado nas aulas e a abordagem metodoldgica da Sequéncia Fedathi.
As aulas aconteceram aos g#dm no curso de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMATgalizado ndJniversidade Estadual do Ceara
Tratase de uma discipla eletiva, com turmaomposta por 13 alunpsujaementa consta no
Anexol.Duas sessdes didaticas foramagadas em audio e video, transcritas e retextualizadas,
para serem analisadas de modo mais detalhado. Osdemaslas gravadésram: sistemas
de equacdes lineares, espacos vetoriais e subesgagpmdrdb descrevens procedimentos

realizados

Quadro5i Sintese da coleta de dados da 1?2 etapa da pesquisa

Objetivo Locus Sujeitos Procedimentos Registro
Entendecomo a SF Sala de aul§Pds Audio/video;
- ~ N Professor da| . ~
propiciaa construgéo graduacap disciplina Observacédo | AnotagOes de
conceitual em Algebra | Disciplina: Algebra P direta. campo.

Linear. Linear

Fonte:Elaborado pela autora

Para aalise dos dadosutilizamoscomo categorias os principios e fases da SF,
descritos em Sousa (2015) e os processos de, Bd&&ritos por Dreyfus (2002), commio

de extrair indicios de sua presenca na mediacdo docente. O §iladh@ essas categorias.

Quadro6 - Categorias de analise estabelecalasiori
Categorias

Tomada de posicdo

Maturacéo.

Solucéo.

Prova.

Plateaudos alunos

Andlise do ambiente

Analise tedrica

Acordodidatco.

Postura mémo-bolso.

Processo de representacao

Processos de Pensamento Matematiq Processo de sintese
Avancado(DREYFUS, 2002) Processo de generalizacao

Processo de abstracéo.

Fases da Sequéncia Fedathi

Principios da Sequéncia Fedathi
(SOUSA, 2015)

Fonte:Elaborado pela autora
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Buscamos observatentamente as a¢dds professor da disciplina com foco na
maneira como os conteudos foram trabalhados, paraagsin, pudéssemos compreender
como o conteudo foi organizadmas fases da Sequéncia Fedathi, tendo em vista o ensino
voltado para a construgéde conceitos da A#pra Linear. Os resultados proporcionaram
elementos que auxiliaram na preparacao das sessdes didaticas, ministradas na segunda etapa c
investigacdo, contribuindo para a compreensamdéise tedricaintegrante do primeiro nivel
da $-, conforme descrev@ousa (2015).

5.2 Segundaetapa: vivénciada SquénciaFedathi

A segunda etapa deste estudo aconteceu nos meses de marco, abril e maio de 2017
e tratou davivénciada Sequéncia Fedathi em um curso de extéfsditulado: Introduco as
nogdes elementaseda Algebra Linearque teve duracgéo de 40h e aconteceu na Uikaete
Estadual Vale do Acarau (UVApcalizada na cidade de Sol&iE. Com este curso buscamos
atender ao segundo objetivo da pesquisa: Identificar na mediacdo docente possiveis relacdes
com o desenvolvimento do Pensamento Matematico Avangaatavante hos remeteremos
ao curso, s @umesnot ed ec olmmot riio d u - «oquadro7 Austgpeob r a L

procedimentos adotados na coleta dos dados.

Quadro? - Sintesala coleta de dados da 22 etapa da pesquisa

Objetivo Locus Sujeitos Procedimentos Registro
Laboratério de f
. A : LA Audio/video;
Identificar na mediagéo Ensino de Aplicagéo da o
P ~ o _ Fotografia;
docente, possiveis relagd¢ Matematica 8 alunos de SF; ~
: : : . ' .. | Anotacdes de
com o desenvolvimento di (LEMA) licenciatura em| Questionarios; ,
o ” campo;
Pensamento Matematicg - Matematica Grupo focal.
Avancado Curso de
extensao

Fonte:Elaborado pela autora

O Curso de Introducéda Algebra Linear @ontecel en nove encontroscom trés
horas @ duragdo cada umosiquais descrevemos e analisasetg uma vez que primeiro e
o ultimo foram dedicads a apresentacao do curseealizacaale entrevista, respectivamente.

O quadrd traz o cronograma dos conteudos aboodath curso:

22 Junto a UVAoO curso e o0 grupo de estudos integraram o pr¢
abstratas da Clgebra Linear : Nestefrdlagrippoeés,nos ceferiregznosean si no
ambos separadament@aramanter a clareza dagdes realizadas.
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Quadro8 - Cronograma do cursie Introducéo a Algebra Linear

Aulas Data Contetdos
1 quartafeira 22/03 Apresentacao do curso
2 sextafeira 24/03 Espacos vetoriais
3 quartafeira 29/03 Subespacos vetoriais
4 segunddeira 10/04 Combinacéo hiear
5 quartafeira 12/04 Geradores
6 quartafeira 17/04 Atividade no Laboratério de Informatica
- sextafeira 14/04 Feriado1 Paixao de Cristo
7 quartafeira 19/04 Atividade no Laboratério de Informética
- sextafeira 21/04 Feriado1 Tiradentes
8 quartafeira 26/04 Base e dimenséao
9 sextafeira 28/04 Avaliagdo do curso (grupo focal/questionario)

Fonte:Elaborado pela autora

Os conteuidos trabalhados Cursoforam: espacos vetoriais, subespacos gerados,
conjuntos geradores, independéncia lineasebe dimensao, distribuidos @wve encontros
presenciaisAs aulas aconteceram as quartas e sextas, dad 8@=4& da manha. Contou com
novealunos, cuje critérios de selecaforam ja ter cursado a disciplina Algebra Matricial (1°
semestre) e naorteursado Algebra Linear (4° semestre). Assim, os sujeitos do estudo foram
alunos do 220 4°%emestre.

Para completar a carga horaria de 40 horas, bem adimodeobter outras fontes
de coleta de dados, adotanaoglataformavioodle, vinculada UVA, cano Ambiente Virtual
de Aprendizagemyisandoa disponibilizar:slides das aulaslh); material complementar de
estudo 8h); videostutoriais de utilizacdo deoftwareGeogebra (1h)férum paradiscussao
(4h); e exercicios (4h)A figura 13 ilustra a tela pncipal da plataforma utilizada, exibindo os

materiais e atividades desenvolvidas
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Figural3- Ambiente Virtual de Aprendizagem utilizado no curso

& Curso: Projeto: Construir X

& C | ® ead2uvanetbr/course/view.php?id=20

Curso Introdugdo as Nogdes Elementares da Algebra Linear

Neste espago estdo as atividades e materials que complementam a carga horaria de nosso curso.

Férum - Aplicacdes da Algebra Linear

Video - Escalonamento pelo método de Gauss-Jordan
,
B Resumo Espaco e subespaco vetoria
P
B Exercicios - Subespacos Vetoriais

z
] Resumo_Base

Material Complementar

Video - Tutorial - Vetores no Geogebra
Link - Download do software Geogebra
Link Portal Khan Academy - Algebra Linear

Fonte:Elaborado pela autora.

Para analisaa mediacdo densino s sessdes dfticas utilizamos a Andlise de
Contetdo (BARDIN, 2004), sendgue: na pé-analise foram realizada a transcricdalos
audios ea descricdo dos acontecimento®m integra, de cada sessdo didatica, bem como
delineamos as categorias guertearam as analiseniciais Para a &ploragdo do material
coletadofizemos a retextualizacédo das transcri¢des, selecionando os trechos dos didlogos mais
relevantes para auxiliar na descricdo de cada Aaléazer o tatamento dos resultad@poés a
descricéo e analisegvia de cada sessao didatiealizamos inferéncia e interpretacéEndo
como parametras categoriagreestabelecidasnassem desconsiderar novas categorias que
emergirandos dados

Especificamente, verificamos d&logos estabelecidos no decorraratbordagem
dos conteudos e o modo como foram trabalkad recursos e estratégias de ensemo cada
sessdo didatica, buscando com isso evidéncias de relacbes entre a acdo docente e O
desenvolvimento dos processos deAMssim, as categoriasstabelecidaforam, como na
primeira parte do estudo, as fases da Sequéncia Fedathi: tomada de posi¢do, maturacéo, soluca
e prova; e os processos de Pensamento Matematico Avancgado descritos por Dreyfus (2002),
tais como: represestdo, sintese, generalizacdo e algdiy aléem do conceito imagem e
conceito definicadode acordo com Tall (1988995).
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5.3 Terceira etapa: impressdes dos sujeitos

A terceira etapa da pesquisa se deunoaalidale grupo de estudpem que 0s
estudantes puderam conhecer a Sequéncia Fedathmesmo temp@xpor suas impressdes
sobre a expegnciavivenciadano Curso delntrodugéo a Algebra Linea€om isso, buscamos
atender ao terceiro objetivo esffem da pesquisaConhecer os reflexos aaediacdo docente
nas impressdedos alunos péicipantes da pesquisa. A coleta de dados se deu por meio de
anotacOes de campyyestionariosgntrevista coletivaférunsadistancianoambientéMoodle.

O quadr® traz um resumo dos procedimentos de coleta de dados

Quadro9 - Sintese da coleta de dados da 32 etapa da pesquisa

Objetivo Locus Sujeitos Procedimentos Rggistro
Estudantesjue AUdiO;.
Conhecer os reflexos da LEMA o L Fotografia;
o participaram do| Realizacdo do ~
mediac¢do docente nas cursode rupo de Anotac0Oes de
impressdeslos alunos Grupo de IntroducAo A 9 pd campo;
articipantes da pesquisa | Estudos | ; ntroducao a estudos Foruns de
P Algebra Linear. di =
iscussao

Fonte:Elaborado pelautora

Os encontros do grupo de estudos aconteceram em maio de 2017, duas semanas
ap0s a realizacéo douro delntroducdo a Algebra Lineapcasido em ques alunos ja haviam
manifestado opinidesobre a metodologia adotada @orsq por meio de entresia coletiva
comogrupo focal ele umquestionariascrito com questdes abertas. Esses depoimentos foram
coletadosantes @ conhecerem Sequéncia Fedathiendo por base apenas suas percepcdes
sobre o0 que vivenciaram r€urso.Dos sete alunos que conchrin oCurso, somentguatro
puderam participardo grupo de estudpgois 0os demais tiveram que assumir outros
compromissosiesses dias e horarios

Desse modo grupo de estudaconteca no periodo de 17 de maa07 de junho
de 2017tendodoisencontros presenciais e ti@distancia, compondo uma carga horéria total

de 20 horas. O quadid traz o cronograma doencontroslo grupo de estudos:

Quadrol0- Cronograma do Grupo de Estudos

Encontros Data Atividades Horarios/Datas
1¢e Quarta-feira 17/05 Apresentagdo da Sequéncia Fedathi 8:00 as 11:00
22 A distancia 18/05 Forum: Tomada de Posicao e Maturagdo De 18 a 24/05
32 A distancia 24/05 FOrum: Solucdo e Prova De 24 a 31/05
42 A distancia 31/05 Tarefa: Planejando uma sess3o didatica De 31/05 a 07/06
52 Quarta-feira 07/06 Apresentac3o das sessbes didaticas 8:00 as 11:00

Fonte:Elaborado pelautora
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Optamos por estuda@sdistancia para evitar evasao e proporcionar autonomia aos
estudantes ao estudarem teoricamente a&etp Fedathi. A figurd4 ilustra a pagina inicial

do grupo nambienteMoodle.

Figural4 - Pagina inicial do ambiente virtual de aprendizagem Moodle
M Entrada {4) - claudiafont. X &) Curso: Projeto: Construir X

< C | @ ead2uvanetbr

GRUPO DE ESTUDOS

N N
B BB

MATERIAL COMPLEMENTAR

[
B oianejar un ) SF... P
o

Fonte:Elaborado pela autora

No primeiro encontrpapresentamos a Sequi&n€&edathi e conversamos sobre a
experiéncia vivenciada no curso de extensao. Além disswe atividadeadistancia em que
os estudantgsarticiparam de doifruns voltados para discussdesbre aomada de posicgo
maturacgéo solugéoe prova, e umatarefaque foi postada no ambiente Moodle e apresentada
em sala no ultimo encontro do grupo. A tarefa consistiu no planejamento de uma sesséo didatica
utilizando a SF. Para isselespoderiamescolheiqualquercontetdo déMatematica

As andlisesnesse cag focaram nas falas dos estudantetetadas por meio de
grupo focal, questionarios e foruparadiscussdo, cuja analise se deu com lesseBardin
(2004?) As falas dos discenteforam registradas em audidnicialmente transcritase
retextualizadaglemodo a serem exploradaglecionando os trechos relevam@sganizando
0s em unidades de analise, das quais foram extraidas as ideias centrais de cada depoimento
para entdo fazermos tratamento dos resultados, reatida suainferéncia enterpretacao
Surgiram categorias queuxiliaram a compreender como a Sequéncia Fedathi tornou a

compreenséo da Algebra Linear significativa para os estudantes, segundo seus relatos.
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Em cada etapaealizamosinternamentea triangulagéo dos dasl@btidos das
distintasfontes de evidéncia utilizadas, ao final realizamos a triangulagdo dos resultados
obtidosnas tréstapa, de modo a buscar linhas convergentes de interpretaqdomodode
aumentar a confiabilidade do estudo de caswualizar significados relevées que tenham
ficado ocultos elaborar o fechamento das ideias e contribuicbes da pesquisa para 0 meio
académicpbem como verificar se os objetivos da investigagédo foramgddas.

No capitulo que segugazemos a descricdo das aulas observadas neiarietapa
da pesquisa, cujos resultados auxiliaram a compamadise tedricadas sessbes didaticas

ministradas na segunda etapa da investigacao.
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6 OBSERVACAO DA SEQUENCIA FEDATHI

Neste capitulpdescrevemos e analisamos duas sssdiaticas ministradaglp
Prof. Dr. Herminio Borges Neto, precursor dos estudos sobre a Sequéncia Fedathi
desenvolvidos nkaculdade de Educacaoldaiversidadd-ederal daCeara Considerando sua
ampla experiéncia com3F, julgamos pertinente observsuwas aulgbuscandcevidenciar o
que sas acdes em sala de aula, implicitamente, podem revelar em termosstiaicao e
conceitos elementares da Algebra Lineando em vista a impossibilidade da introducéo de
tais conceitos por meio de situag@@eldema, conforme destacado [@orier et al. (2000, p.
98).

Desse modo, na primeira etapa da investigacéo, o professagorfocipal sujeito,
fornecendo informacdes relevantes sobesteuturacdo erganizacao do conteuaainistrado
em cada aulaDs resiltados serviram paramplia nossa visdgobreo primeironivel da SFi
preparacdd auxiliando a melhor compreenderanélse tedrica ® planejanento desessdes
didaticas Além disso,trouxeramos primeirosindicios de como a SF pode favorecer o
desenvolimento do PMA

Conforme descritono capitulo5, as aulas aconteceram em abril de 2016, numa
turma @ MestraddProfissional em Matematica, na disciplina Algebra Lineampostade 13
estudantes, todos professoresdiacacadoasicaA seguir descrevemoduas sessoes didaticas

analisadas com foco na acado do professor em sala de aula.

6.1 Sessadlidéatica 1 - Sistemas de Equacgdes Lineares

Esta aula aconteceu no dia @8 abril de 201& tevetréshoras de duracdo. O
objetivo foi abordar a resolucdo de teislas de equacOes linegreee modo a promover
reflexdessobre ananeiracomo os conteudos matematicos gémlmente abordados em sala
de aula. O docente discutiu com a turma a importarctaptofessor ndo se prender tanto ao
livro didatico e valorizamais oraciocinio matematicasem se limitar anera transmisséo de
regrasde manipulacdo dos conteudos.

A tomada de posicéaconteceu quando o professor apresentou a turma um sistema
linear e chamou um aluno para resolver na lousa. Um ghnostamentese propds resolver,
porém gquestionou qual método deveria usar. O professor, por sua vez, ndo sugeriu henhum
meétodo. Assim, o aluno livremente escolheu o método da adicdo, chegando ao seguinte

resultado, ilustrado niagura 1.
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Figural5- Resolucdale um é&unousando o método da adicao
W w o p
®w O G G

Método da adicdo: somando membro a membro (1) + (2), temos:
Gw oy
W pw
Substituindan p em (2):
W W C
Pw® G
W pX
Fonte: Pesquisa dire(2016).

O docentgguestionou a turma se a solugéo estava correta. Os alunos afirmaram que
sim. O professor afirmou que n&o. Os alunos riram. O professor insistiu que estava errado, mas
em seguida confirmou estar correto, porém, destacou que o procedimeatmldedo néo
estava. O erro estava no método escolhido. Esta observacédo causou estranhamento na turma
porém, a situacao provocada pelo docente teve o intuito de chamar atencao para o procedimento
de resolucdo adotado. Ao afirmar que o aluno errou, testgoclaramentacertado a questao,

o professor provocou a duvida, fez os alunos reverem seus coreeifistiem sobre a
situacao colocada.

O momento de resolugdo caracterizou as fasesnakeiracdo e solucao da
Sequéncia Fedathi. Estas foram essenpmia dar prosseguimento a aula, posn base na
resolucdo do aluno, o professor criticou o0 método da adicdo, afirmandacggemar os
membros, se reduz o sistema a uma equdgaosistemano entantondo mde ser uma
equacao. Nesse ponto destacouwonceito de equivaléncia, mais especificamente, sistemas
equivalentes, quembora muito importante, passa despercebido e pouco se explora com 0s
alunos naeducacaadbasica. O professor reescreveu o sistema nsalageguido de sistemas

equivalentes, como mstraafigural6.

Figural6 - Sistemas equivalentes

W w o W w o W w o
W W ¢ Cw T oY W TW pwWw

Fonte: Pesquisa dire2016).

Ao reescrever, o docente explicou a importancia de se abordar sistemas

equivalentes e comparou com o método da adi¢cdo. Defenggumentoque os professores
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deveriam ensinar este conteudo na escola, deixando claro aos alunos que houve a soma da:s
equacoes, porém, que essa soma resulta num sistema equivalente ao primeiro, tendo, portanto,
ambos a mesma solucdo. O estudante precigs qab pode substituir umsgema por outro
equivalente.

Em seguida, destacou a importancia da ordemedepara que o sistema continue
equivalenteenfatizandajue ao operar com as equacdes, as variaveis permanecem inalteradas,

pois,x ey tém papeposicional,podendo o sistenger escrito conforme mostrdigural?.

Figural7i Comparacao dos sistemas e matrizes

W 0w o0 W w o0 W w o0
W W ¢ Cw Tw oY W TW pw
P P OGO P P CO P P OO
P P CQ ¢ Moy p T Ppw

Fonte: Pesquisa direfa016).

Com iss@ o docente mostrou que trabalhou somente com o essencial, ou seja, com
a esséncia da resolucdo de sistemas de equacles lineares gaso, € a equivaléncia de
sistemas. O procedimento foi substituir o sistema inicial por sistemas equivalentességito is
o professor sistematizou os passos realizados comparando com o que o aluno fez inicialmente.

Fez isso perguntandaurma o que fofeito, até chegadis seguintes spostas

a) somar a primeira linha com a segunda;
b) dividir a segunda linha por 2;
c) subtrar a segunda linha da primeira.

Dessa sistematizacdo, com auxilio dos discentes, o professor conseguiu que
chegassem nas operagles eletares:

I) adicionar uma linha a outra,

i) multiplicar uma linha por uma constante mada; e

iii) trocar uma linha com outra

O professor finalizou esta abordagedestacando queapds trabalhar com os
sistemas equivalentes oportuno explorar a resolucdo potadsnamento, apontanagocomo
mais eficientalo que outros meétodos para resolver sistemas lineares. Destacou que deveria ser
abordado desdeeamsinofundamental, sem que se fale em matrizes, pois com ele é possivel se
resolver e discutir qualquer sistema elquacgéo linear. Assim, o professor realizou a fase de

prova, formalizando o assunto.
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Observemos que ao questionar os alupentoas operacdes realizadas sobre as
linhas e pedir que descrevessem como fizeram, ofegsor incentivou 0 pensamento
matemato, suscitando a ocorréncia gecessos mentaisoma aobservgaoda estrutura dos
sistemaslineares e do resultado das operacieaizadassobre as linhasCom isso, 0s
estudantes puderam sintetizar os passizaelos chegandmas operacdes elentares sobre
as linhas de uma matriz. Eis um exemplo de como a Sequéncia Fedatliayimdeero
pensamento matematico dos estudamegporcionando a experiéncia da descoberta

Ao abordar a resolucdo de sistema®geacdes linearesom énfase no condei
de sistemas equivalentesdestacar o método de eliminacdo de Gauss como o mais eficiente,

o docente corrobora Lima et al. (20Q8) acentuaremy u e : RO m®t odo mai s
resolver sistemas é o do escalopatn, ou eliminacdo gaussiana. Elear@ntar, consagrado
por seu uso secular e, ao mesmo tempo, atua

Se fosse uma aula cuja metodologia se baseasse apenas na reproducao de conteudo
a técnica do escalonamento seria diretamente apresemasiaada passo a passo, partindo da
definicdo, ndo havendo, portanto, oportunidade de compreensBitatdanatica por tras da
técnica. Com a Sequéncia Fedathifoco foi o raciocinio matematico, proporcionando o
dialogo constante durante a abordagem do contetdo, de modo que os alunos rioase lim
a ouvir passivament@ quadroll traz um resumo das fases®equéncia Fedathkiivenciadas
nestasesséao didate

Quadroll - Resumo daivénciada Sequéncia Fedathi
Fase Acles realizadas
Apoés falar damportancia de se ensinar com foco no raciocinio matems

Tomada de ) . e : .
PoSic&0 o professor apresenta a seguinte questéo: ddojsintos cuja soma € 36 €
diferenca é 2. Quais sao os dois conjuntos?
Maturacao Alunosresolven o sistema linear usando métsdte sua preferénai
Aluno apresenta sua resolucdo usando o método da a@ichmfessor
Solugao guestiona o método utilizado e com base na solu¢do do aluno vai cons

um meétodo de resolucdo de sistemas de equacgfes baseado no cor
sistemas equivalentes, rda@atando o sakr antigo ao saber novo.

O professor com auxilio dos alunos sistematiza os passos reali
Prova formalizando as operacgfes sobre as linhas de uma matriz. Somente

fala do método do escalonamento.
Fonte: Pesquisa dire2016).

Fazendo um resumo de como se deu 0 ensino da resolucéo de sistemas de equagdes

lineares nesta sessao didatica, temos que a constru¢do do conhemtmetgicecom base no
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conceito de sistemas equivalentes, em que o professor conduziu a aula, de madiesgee p
ao final, deduzir as operagdes elementares sobre as linhas de uma matriz, contando com a
participacdo ativa dos alunos o tempo todo.

Em distintos momentos o professor tentava instigar o raciocinio dos alunos,
levandeos a pensar sobre a atividadeteméatica e seu funcionamento. Buscouéfas
perceber certasaracteristicadaMatematica subjacentes ao contetido, bem como cioluduz
a sistematizar os procedimentos realizados, mediante a extracdo de determinadas
caracteristicas. Essa acao favoreiceeracéo deariadogprocessementais, que poderdo levar
ageneralizacdo. O exercicio constante dessa maneira de pensar sobre a atividade matematice

pode aproximar o aluno dos processos de PMA descritos por Dreyfus (2002).

6.1.1Analise da medicdodocentena sessao didatica 1: as categorias emergentes

Usando a técnica da Analise de Conte(RIBRDIN, 20047?) observamos queo
decorrer desa sessao didatica, surgiram faladocente certos termos, palavras, frases que se
repetiam com frequéncias quis classificamoxomo unidades de andlisgor trazerem
informacdes relevantéscompreensdo de como se deu o ensino baseado na Sequéncia Fedathi.

Com suporte nelagefinimos & categorias, destacadasgquadrol2.

Quadrol?2 - Caegorias emergentes da sessdao didatica 1

Unidades de Analise Categorias
Sistemas lineares Contelido
ATrabalhar o raciocinio matematico
ATrabalhar oessencial Esséncia do conteudo
ASistema equivalende
Aperfumari ao Manipulagéaalgoritmica

Atencéao as procedimentos realizados para | Raciocinio matematico
sistematizacao do conteudo

Conhecimento prévio do aluno;
Elemento desafiador
Interacéo saber antigo/novo

Diferentes métodos de resolucdo de siste
lineares

Fonte: Pesquisa direfa016).

Partindodo fato de quenatomada de posicdaevanosoferece aos alunos uma
situacao desafiadarauja exploracdo levara ao delineamento do saber em quiegt&Enos
identificar relacdes entre as categorias emergentes e a situacao proposta pelo professor. Dess

modo, de acordo com o quadrg as unidades de analise extraidafaladocentese refere,
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especificamente, ao conteudo trabalhado na guia)egiando aspectos que precisam ser
cuidadosamente pensados, pois tém muito a dizer em reélagdoeira cano os conteuds
foramtratad® nasfases da Sequéncia Fedathi.

Na abordagem do conteudo dstamas de equacdes lineares, expressoes
Atrabal har O racioc2nio mat em8ti coa com fAtr
frequénciapelo docente para chamatencdo dos estudantes quaatomporténcia ea
necessidadeedo raciocinio matematico sergticado com maior énfase em sala de aala,
medida que se trabalh@sséncia do contelgdou seja, o conceito centralja exploracao fara
comque o conteudo psa ser compreendide maneira significativdPor exemplop conceito
de A seéegqtie majuefoidberdadpde modogue, com base nete pdessechegara
solucagfazendo operacdes sobre as linhas dos sistdgamasitriz associada ao sisteseduzr
suas propriedadeesistematizaum método geral de resolucéo.

O termo ifigpeerfambh®m f oi ds datas donprodessan t i | i
Analisando o contexto, constatamos que foi usado para se referir a informacdes periféricas a
esséncia do conteudeeferentes, principalmente, a técnicas algoritmicas. Por exemplo, o
professor clagsf i cou ¢ o mo eRepciciodh téaniaar diescalonamento, ou seja, a
parte mecanica do contetdo, que seria exercitada somente apos o estudante compreender
processale resolucéo por meio da nocéo de sistema equivalente. Desse modo, esta unidade fo
categorizada commanipulacacalgoritmicado conteudo

Além disso, durante a mediagdo ensingo professarconstantement@rientava
os alunos a prestmatencéo aosrpcedimentos, de modo que pudessem observar o que estava
sendo feito, os passos realizagos elesfato este que ficou evidentpiando, dialogando com
aturma, chegaramjuntes i st emati za- «o do cont e%%doas Assi
realizadoppar a si stemati za-«o0 do c @aotimd/mheraticb o i i
pois amedida que o alun® estimulado aresta atencdo aos passos realizadssa refletindo
sobre sua agcaopservandaeu raciocini@ buscandweisualizar o todo, ruma sistematizacao
esperada pelo professor.

Também observamos que o docem@n frequénciaconduzia os alunos se
lembraem dos métodos usados para resolver sistemas de equagdes, referandles como
inadequados parabordagem deste conteudo. Insistiaafirmar que o método da adi¢éo, que
um aluno utilizou para resolver um sistema, estava errado, embora a solugéo estivesse correta.
Esta insisténcia se configurou cormetemento desafiadompois desempenhou o papel de
despertar a atencdo do estudante pague estava sendo trabalhado, partindo do que ele ja

sabia.
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Assim,a discussédo sobmsmétodos de resolucao de sistemas de equigéases
proporcionoua interacdaosconhecimentos prévios dos alunsal{eesanigos) como novo
conteudo que seriabordado, sendo, portanto, classificado por nos coneoacdo saber
antigo/nove que, por sua vedesempenbu papel determinante na escolha do que chamamos
elemento desafiadoPor exemplo, sendo os distintos métodesasolucdo de sistemas de
equacoedineares pertencentes aos conhecimentos prévios dos alunos, o elemento desafiador
foi escolhidocom vistas devar oestudantea utilizarpelo menosim destes métodpde modo
gue ele pudesseaefletir sobre isspsendodesafiado a pensar sobre o assuraaspondaca

manipulacéo algoritmica.

6.2 Sessao didatic2 i Espaco e subespaco vetorial

A sessao didaticaaconteceu em 1@e abril de 206, tendo como tema espacos e
subespacos vetoriais. A introducédo do conteudo de espacos vetoriais se dbonpigemdo
plateay sendo exploradas as operacdes e propriedades aditivas e multiplicativas, de modo a se

identificar sua presenca eatrutura de conjuntafistintos Segundo o docente

Professor:- Posso muito bem comecar a trabalhar espaco vetorial e slefaoi
exemplos, mas ndo é a forma adequada de se aprender. A forma mais adequada, é
vocé antes, entender certas nuances que tetosceonjuntos, que tem uma
operacionalidade, para depois generalizar.

Na reproducéoaksa falafica visivel a intencdo dorpfessorde chamar a atencao
da turma para observar o conteddo ponto de vista de sua estrutura, considerando
particularidadesseguindo um raciocinio quemetaa uma visdo mais ampla do assunto,
expandindo sua aplicabilidade pansolida o processale generalizacdo. Assim, o docente
sinalizou que para compreender o assuné preciso sair da zona de conforto de apenas
memoriar as propriedades e caracteristicas dos espacgos vetoriais.

O docente explorou as caracteristicas e propriedades dos esgagassievando
os alunos a refle@m sobre as estruturas que o caracterjzamdo como primeiro exemplo a
soma de func¢des emaultiplicagdo destas por uma constante escalar, remetasnadapservar
seu carater operatorio. Fez o mesmo com o conjustanadérizes. Com isso, destacou que a
compreensdo da Algebra Linear t@streita relaci@om a acido de montar uma estrutura

matemata. Em determinado momento, questionou:
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Professor:i O que faz a Algebra Linear? Abstrair! Como € que o matematico faz?

Ele vai abstrair essas caracteristicas: vai categorizar, analisar, classificar essas

caracteristicas. Em vez de estudar cada casoradpanente, estudar uma coisa

mais geral.

Ness falg o professor incentivou os estudantes a pricgimgrocessos implicitos
a atividade matematica (categorizar, analisar, classificar), estimulando acdes mentais que
possibilitem a compreenséo do conhecimento matematico e que poderdo, conforme for sendo
trabalhado constantementéggsenvolverprocessos de PMAFoi também uma manai de
incentivara autonomia discente ante os conceitos da Algebra Linear.

Em seguidao professoitrouxe outros exemplos de conjuntos ja conhecidos dos
alunos, tais comB", matrizes, vetores (representando forcas), enfatizandstpseo®njuntos
podem sr somados e multiplicados por escalares, sendo importante &fosedp ponto de
vista de suas propriedades operatérias. Apresgtaimiém um contraexemplo em que uma
funcdo dada néo era fechada em relacdo a multiplicacéo plargsfarcandoo papédessas
operacdes na caracterizacao do conceito que estava sendo aos poucos sistematizado.

Ao mostrar distintogsonjuntosincentivando os estudantes a identifecaneles as
operacdes de soma e multiplicacdo por escalar, o professTitou a generalzao
reconstrutiva, quesegundo Harel e Tall (199Xcorre quando o aluno reorganiza a ideia que
tinha desses conjuntos, num novo esquema, reconstruido para dar conta dessa nova perspectiva
a de que estes conjuntos com tais op@®gao unificados neeoria doEspacos/etoriais.

A acgdo dos alunodurante a auléoi no sentido de acompanharaciocinio do
docente, participando ativamente do dialogo, questionando e sugerindo outros exemplos, como
foi o caso dos numeros complexos, abordado apds umaestiide ¢ oinfe opteragbes A
com vetores sdo muito parecidas com operacdes com numerod eomp@ S . . . O .
comentéario, o professor explorou a estrutura operatoria dos complexos, comparando com
vetores no R2. Esse momento explicita 0 quéo preparadeedereo professor ao mediar uma
aula segundo a SF.

Mais adiante, ao definir um espaco veibiw professor comparou as operacdes de
soma e multiplicacdo por escalar com as operacdes elementares que os estudantes estudarar
ainda na infancia. Com isgpercebemos o cuidado enmerar 0s saberes antigos relacionando

0S ao conhecimento que se esté@astruir, conforme ilustra a fateguinte

Professor i O que seria um espaco vetoridum conjunto geralmente néo vazio,

com operacéo interna chamada adigdiama multiplicacéo, que satisfaz uma série

de propriedades. Agora, veja como é parecido com as operacdes elementares que
vocés viram quando eram pequenos.
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Assim, fez o que chamamo® dnteracaodos saberes antigosom 0snovos
chamando atencao para aemcdes que estruturam um espaco vetorial, gintdisconjuntos,
gue ele exemplifica escompara, verificando suas estruturalem disso, ageneralizacao foi
tratada como a finalizacdo de um processo no qual o aprendiz precisa extrair e entender
deteminadas caracteristicas comuns a certos conjuntos, que serdo generalizados num objeto
mais geral, no caso, 0s espacos vetoriais. Desse modeh@ensuma preocupagéo por parte
do professor entrabalharo conteddo de um ponto de vista que contemplassespmectos

unificador e generalizador da Algebra Linear, conforme ilustra a seguinte fala

Professor - Em vez de estudar as matrizes separadéenéo invés de estudar as
funcBes separadamente. Ao invés de estuddsegaradamente. O que vou fazer?
Vou untar tudo na mesma estrutura e estudar essa estrutura ao mesmo tempo. [...]
Um conjunto de for¢cas atuando num ponto, nada mais € do que ugo esparial

Forca € um conceito da Fisica. O que tem a ver as forcas com R2? Nada! A ndo ser
as estruturas... @Que a matematica faz? Trabalha as estruturas.

Em seguidao professor fez umtgomada de posicdem que passou a explorar
exemplos e contraexgios de espaco vetorial, no qual utilizou a questé&trada & figura
18, extraida do livro adotado na disaal

Figural8- Contraexemplos apresentados na tomada de posicéo

1.4 Diga. em cada caso. por que o conjunto com as operacoes indicadas nao

satisfaz a delinicao de espaco vetorial. onde a € R.
a) R2, com as operacoes:

(x,y)+(2",y) = (x+ 2"y + ) e a(z,y) = (3ax, 3ay).
b) R2. com as operacoes:

(z,y) + (2, ) = (z2/, yy') e a(z,y) = (ax,0).

Fonte: Hefez e Fernandez (2012, p..13)

O item (a) foi explorado de modo que o professor ia verificando e discutindo com
os alunos cada propriedade dos espagisriais, sendo que essa agdo de acompanhar e
participar ativamente desse momento caracterizou a fasatdeacdo O professor fez usie
representacdes geometricas para melhor visualizagcéo do que estava sendo trabalhado, de modc
a articular os quadros gdbrico e geométrico. Assim, a verificacdo de cada propriedade,
realizada juntamente com os alunos, configurou a faseldedoda SF.Ja a formalizacdo do

conceito de espaco vetorial por meio das propriedades caracterizou ageseada
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No momento sagnte, o professor deixou que os alunos resolvessem o item (b),
sendo esta uma notamada de posicagjue fez com ques alunos se delicassempara
resolver, caracterizando a fasentturacdo Com issofoi suscitada a abstracéo formal na qual
os alunosriam manipular formalmente as propriedades ja discutidas, sendembera néo
se trate de uma demonstracao rigorosa, ela intropuacesso de verificacdo que usa do rigor
matematico para ser validadba etapa dasolucdq um aluno foia lousa verifica as
propriedades, porém, ao comecar, o professor sugeriu que ele fizesse um exemplo que nao
estava no livro. O estudante aceitou e o professor reescreveu o item (b), ficando: vy ) + (
yo6) = (eclxyy=(xpcy). 1)

O aluno fez averificacdo decada propriedade, concluindo que o elemento neutro
nao satisfazia. Ao sugerir que o aluno resolvesse outra questdo, o docent@rteauiair
Afdesequil 2bri oo, fazendo com que o0 estudanit
obsevando se estaviaesmo ciente delas. Esse momento caractenzguracaoe solucaq
simultaneamente, uma vez que ele teve que resolver a medida que apresentava a resolucao d:
questdo para a turma. Como isso, temos dependendo da mediacdo docente, dsisss
podem ocaer em simultaneo. A fase @gaovase caracterizou pela verificacdo da solucéo do
aluno, feita pelo docente e demais estudantes, que analisaram cada propriedade.

Na sequénciafoi abordado subespaco vetorial, descrito como subconjunto que
herda as propedades dos espacos vetoriais. Foram explorados seu significado e propriedades.
Novamenteo professor chamou atencédo para a estrutura, explicando que esse tipo € diferente
das estruturas dos calculos, pois se esta trabalhando de uma formgangsicacom suporte
nas propriedades. Assim, ressaltou a necessidade de se pensar na estrutura, dando exemplo d
R2:

Professor Para pensar a reta como um espaco do R? eu tenho que pensar a reta
no eixo do x e no eixo do y (um plar@otesiano). A reta sO passa a sebconjunto

do R2 quando eu penso a reta como tendo duas coordenadas. O R2 sdo os pares x e
y, € reta ndo € um par (x,y), a reta € a reta. Na algebra linear eu trabalho a reta
como um subespaco vetorial do R? onde essgwipdades aqui sdo satisfeitdéa

reta do espaco vetorial R? a nogdo de distancia n&o existe. A Unica coisa que existe
sao essas duas propriedades: soma e multiplicacéo por escalar. Se vocé pensar o
R2 do ponto de vista da Andlise, vocé calcula a diggdantre dois pontos, vai
construr a geometria analitica.

Nessa falao professor tentolevar os alunos a pensan na reta sob o ponto de
vista das operacdes de soma e multiplicacéo por escalar, que a fazersigaspaco vetorial

do R?, no qual a ideia da reta como sendo a mentndia entre dois pontos distintos, neste
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caso, ndo é consideradessim,o professosuscitou a ocorréncia dgneralizacdo expansiva
pois nesse caso, o0 estudante estara expandindo seus esdeemasnilacdgue guardam as
informacdes sobre o concettie subespaco vetorial que agora sera expangita,dar conta
daideia de subespagomo sendo gerado por um determinado conjunto de vetores.

Com essa generalizaggmdera ocorrea abstracdo dadeiade subespaco vetorial
que os estudantes precisamaalgar para melhor compres&io @s objetos da Algebra Linear.
Para isso o docente sgpoiou fortemente nas representacdes geomeétricas dos espacgos e
subespacos trabalhados, fornecemdnados modosle representar o conteddo, explorando
tratamento e converséde registros, de modo a estimular o pensamento matematico dos

discentes, conformitustra afigura19.

Figural9 - Distintas representacdes utilizadas pelo professor

Fonte: Pesquisa dire(a016)

Em seguidgao professor traddhou com a construcéo de subespacos, em que fez uma
novatomada de posicéd@o quesCbmoacon@tr ui matsracdosesigua - 0 s

conforme ele ia explicando e instigando a turma a refletir sobre esse processo.

Professor:Pegoum vetor v qualger, diferente de zero. Entdo, se o v é diferente

de zero, 0 que é esse subespaco que eu construo que contém o v? Ele tem que conter
o v, tem que conter o zero. O que mais? Tem que ser fechado para a adicéo.

Aluno: -v.

Professor Temque conter gv. O quemais?

Aluno: Porqué ai j& fecha para a adi¢édo, ndo é?

Professor isso, mas ele tem que conter os multiplos de v. Se ele conter os multiplos
de v, entdo qual é a aparéncia dele? Ele vai ficar assim: tem que conter o (Ov, v,
2v, 3v...)sao os multiplos dele os cv, ndo €?

Apds mais alguns questionamentos, 0 subespaco construido ficou (@ssinmw,

v+w, cvVv, ccaracterizandoicandissq a fasesdéucdo Em seguidavem a fase da
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prova, em quecom base @ssaconstrugdpo docente descreveu erfalizou o conceito de
subespaco gerado. Por fim, foram trabalhados exercicios em que os alunos pedebantar
sobre outras questdes. O quatiBdlustra que ocorreram sucessivos ciclos caracterizando as

fases da Spiéncia Fedathi nesta aula.

Quadrol3- Resumo daivénciada Sequéncia Fedathi na sessao didadtica

Fase Acdes realizadas
Tomada de Verificar por que R2comasoperagdesx, y) + (x0, e3a09
Posicéo y) = (3ax, 3ay) ndo satisfaz a definigale espaco vetorial.
Se deu a medida que os alunos acompanhavam ativamente a explana
Maturacéo professor, par.ticipando do diélogq, sgja perguntando, citando exemplo
dentre outras intervengdes, que sinalizam um processo de reflexdo sob
que estva sendo discutido.
A solugéofoi sendo construida a medida que as discussdes ocorridas n
Solugéo maturagcadforam convergindo para a caracteriza¢do de espaco vetorial,
mediante a verificacdo de cada propriedade.
Prova A provafoi o momento de formalagdo das propriedades e definicdo do
espaco vetorial.
Tomada de Verificar por que R2 com as operagdesx , vy ) + ( x @a(xy)y=(
Posicdo (ax, 0) nao satisfaz a definicdo de espaco vetorial.
~ Osalunos se debrucaram para resobvguestdo proposta com base nas
Maturacgéo . . .
propriedades formalizadas anteriormente.
Um aluno se propde a responder a questao na lousa, porém, o professi
Solugao sugere que mude a operacao, ficarfda:, vy ) + (. X Gec(xyy=0 |
(cx, cy).Ele resolve emesenta sua solucdo a turma. Assim, nesse caso,
houve maturacéo e solugéo simultaneamente.
Prova Se ca-racterizou pela verificagéo da solucéo do -aluno, feita pelo docents
demais estudantes, que analisaram cada prapieed
Tomada de Apésapre ent ar a defini-«o0o de subesy
Posicéo construir subespa-o0s?0
Se deu a medida que os estudantes acompanharam ativamente a expli
Maturagéio do professor, respondendo squestionamento;, refletindo sobre o que
estava sendo proptm e revendo as caracteristicas dos subespacos para
chegar a sua construcéo.
~ Ocorreu quando o subespaco foi construido pelo professor e aanos,
Solugéo L .
basenos dialogos encadeados nadanterior.
Prova Se deu com a formalizac&o do conceiosubespaco gerado.

Fonte: Pesquisa direfa016).

Neda sessdo didaticaabordagendos conceitos de espaco e subespaco vetorial se
deu partindo do que os alunos ja sabhipara entdo havex exploracdo de novos conceitos

mediantea construcdo condeal, sem se limitar unicamente exposicdo de defini¢des,
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propriedades, teoremas e destoacdesmasenfatiar as relacdes e estruturas matematicas
subjacentesaconteudo que fdrabalhad, de modo que os alunos identifssg@ma presenca
das operacdede soma e multiplicacédo por escalar na estruturadadosconjuntos.

Além disso, cabeessaltar que a acao direta dos alunos sobre 0s corutosu
apos a mediacdo dialogada sobre as propriedades e exploracdo de exemplos e contraexemplos
cuja matwacado, nesse caso, pdde ocorrer também durante 0 acompanhamento atento dos alunos
as expicacoes e discussdes acordasdurante a aula. Desse modo, a etapmatiracaoda
SF, no ensino superior, ndo se limitou ao momento de debrugcamento sobre atwmaakas,
mas também ocorreu nhos momentos de explanacgéo do contelido, uma vez qudesbass&n
e participagdo ativa dos alunos refletindo sobre o assunto trabalhadfmrmato de
guestionamentos, levantamento de hipéteses, ou mesmo esclarecimentolae €oube ao
docente saber mediar esse momento de maturacdo, em que 0s estudardeslast conhecer

as primeiras caracteristicas do conteudo trabalhado.

6.2.1 Analise da mediao docente na sessédo didatizaas categorias emergentes

No decorreda aulapbservandas falas e as agdes do professorgiram unidades

deanalise que foram inseasl nas categoriaxpressaso quadrdl4.

Quadrol4 - Categorias emergentes da sessdo didatica 2

Unidades de Analise Categorias
Espaco e subespaco vetorial Conteudo
Estrutura matematica Esséncia doonteudo

Raciocinio matematico
Elemento desafiador
Conhecimento prévio do aluno
Funcdes, matrizes, vetores... Prérequisitos do contetdo
Interag&o aber antigo/novo
Operacéo de soma e multiplicacao por escalar.| Esséncialo contetdo
Destaque axracdo de caracteristicamplicitas| Raciocinio matematico

aos conteudos
Representacdo geométrica Estratégia de ensino
Contraexemplos Estratégia de ensin
Fonte: Pesquisa dire2016).

Reconhecer a estrutura matematica

Tal como na aula anterior, foram extraidas unidades de analise referentes ao
contetdo abordado. Segundguadrol4, temse espaco e subespaco vetorial como conteudo

trabalhado, cuja abordagem teseexpressadi e s t rnuatt uerma§ comstargemenieno
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discurso docente, com o propésito de levar o estudapegcabera estrutura subjacente a

Teoria dosEspacosVetoriais, ou seja, levid a pensar além da aplicacdo de regras e técnicas
algoritmicas. Assim, foi cagerizadacomoessén@ do conteudopor ter papel determinante

na compreensao daoriadoEspacod/et ori ai s. O ato de Areconhce
foi classificado comweaciocinio matematice foi estimulado pelo docentgsandoa levar o

aluno asaber sgarar o que® estrutura do que ndprévendoo contetido e sua acao sobre ele.

Além disso, também foi utilizada constemento desafiadpuma vez que o docerdesafiava

o aluno a perceber a estrutdms exemplos trabalhados em sandogue estenem senpre €

hébito dos discentes.

Funcbes, matrizes vetores foram exemplos de espacos vetoriais usados pelo
professor convistas amostrar sua semelhanca estrutug&fo contetudopré-requisitospara
compreensao do conceito de espaco vetorial e fagaite s conhecimentos prévios dos
alunos (professores ddatematica) Nesse caso, estexemplos foranctlassificados como
interacdo saber antigo/noypois eram ja conhecidos pelos alunos em outros contextos e
base neste®i possivelchegar no novoonteta, a medida que alunopassaa avé-losnuma
nova perspectiva dos espacos vetoriais.

A operacdo de soma e multiplicacédo por escalar foi classificadaesséacia do
conteldo por se tratar da principal caracteristica dos espagtosiais a ser obsexda nos
conjuntos trabalhados, sengortantop @&magada estrutura dos espacos vetorialém disso,

o destaque axtracdo de caracteristiocdss conteldosnfatizadgelo professqifoi amaneira

de estimular gaciocinio matematio, valorizando o persamento do alune incentivandco a

focar em aspectos relevantda. o uso deariadasrepresentacdes dos espacos e subespacos
vetoriais, e dos contraexemplosj fdassificado comcestratégias de ensinosadas pelo

professor para melhor explorar o assunto

6.3 Interpretacéo das categorias emergentes

As unidades de analise extraidas dgacsessao didatica foram classificadas
categorias, descrevendo, de modo geral, o papel exercido por estas durante as aulas.
Comparando ambas as sessoes, as reclassific como subcategorias, conforme mostra o

quadrol5, que as define conforme sfumcdo nas aulas analisadas.
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Quadrol5 - Significado das categorias emergentes das sessoes didaticas 1 e 2

Subcategorias Significado

Contelido Contaldo a ser trabalhado na sessao didatica.

Se refere admagaodo contelido, base a partir da qual interagem as de
nocdes, relacdes e procedimentos. E o conceito ou operacaocair

professor guiara a construgéo do conceito thalol. O docente precisa
ter um bom dominio do assunto paragoidentificala adequadamente.

Esséncia do conteldo

Atividadementd que poe levar a compreensdo de cada conteudo. Pr
serestimuladgelo docenteque deverientar os discente®g bisca pela
compreensdo das relacbes e conerda® objetos natematicos
estudados

Raciocinio matematicc

Se refere a um aspecto especifico do contelido capaz de provocar o
desequilibrios necesséarios a acomodacao dos novos saberes, promc
a davida enk os alunos, de modo que estes se sintam impulsionados
busca o equilibrio, ou seja, sintase motivados a alcancar o
entendimento do que estdo a manipular. Envolve o conhecimento pri
do aluno e propicia a interacéotresabeesantiges enoves.

Elemento desafiador

Parte do conhecimento prévio dleino buscando relacionar saberes
antigos e novos através do elemento desafiador, responsavel por
desencadear os desequilibrios necessarios a aprendizagem.

Interacéo saber
antigo/novo

S&o proceithentose recursoslidaticos utilizados pelo professor para

Estrategiasecursogle facilitar a abordagem do contetdo, em espedegbarticularidades que

ensino . . :
precisam ser compreendidas sob diferentes enfoques.
Manipulacio Se refere ao conhecimento matematico subjecsrg procedimengo
pulag algoritmicos e técnicas de resolugdo, que precisam ser exercitados &
algoritmica

compreenséo da esséncia do contetdo trabalhado.

Fonte: Pesquisa dire(a016)

Comparando as subcategorias descritas no qaadmm o referencial tedrico que
trata dos principios da Sequéncia Fedathi, definidos por Sousa (2018nokeg quadrdl6

gue evidencia relacdes diretas com a analise teddgdateau

Quadrol6 - Relacbes entre as subcategorias e 0s principios da Seduédaihi
Categoriasa priori Subcategorias
Esséncia do conteudo
Raciociniomatematico
Estratégias de ensino
Manipulacaaalgoritmca
Elemento desafiador/motivador
Interagcé@o saber anbgnovo

Andlise tedrica
Principios da Sequéncia
Fedathi (SOUSA, 2015)

Plateau

Fonte: Pesquisa dire(a016)
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Segundo o quadrtb, estdo inseridosanandlise tedrica a esséncia do conteado,
raciocinio matematico, as estratégias de ensino e a manipulacdo algoritmica. A esséncia do
conteudopode guiara escolha do desafi@s estratégias de ensir® o delineamento dos
objetivos.Além disso,0 professor podera pensar em como estinulaciccinio matematico
dos discentes, trabalhando aspectos relacionados a metacodai@@mportanciada escolha
de estratégias de ensiramequadas parastesfins. A manipulacacalgoritmica também faz
parte da analise tedrica, sendo importante que o professor tenha consciéncia de gmispapel,
precisa ser explorada, de modo que o aluno possa internalizar ambos os enfoques: o conceitual
e 0 algoritmico.

Outro ponto importante € a escolha do elaématesafiador que provo@&nos
alunos os desequilibrios necessdd@omodacdo dos novos saberes. Essa escolha requer o
conhecimento dplateay em que a partir do conhecimento prévio dos alundsecente podera
vislumbrar como fazer a interacédo queos alunos ja sabeoomo que precisam aprendéo
preparar a aula com aststruturao contratodidatico estara, a medida que for sendo executado
em sala de aula, implicitamente, sendo modificgubis os alunos, conscientemente ou néo,
internalizardoa maneiracomo o professor trabalha, bem comomodo dea atividade
matematicaserdesenvolvida. Assim, poderdo eles proprios, a cada conteudo, buscar perceber
o funcionamento da atividade matemati@nalisando suas ac¢Oe&sproprio pensameat
matematico, se questionandpral a estrutura que esta por tras deste assunto? Esse contetdo

pode ser generalizado? Que caracteristicas precisam ser extraidas?

6.4 Sistematizacao dos resultados

Tendo os reultados desta analise convergido concasgoriasanalise tedricae
plateay estruturamos o esquema ilustradofigara 20, que descreve como 0 conteudo foi
tratado na abordagem metodologica da Sequéncia Fellsdéhin mostamosa analise tedrica,
delineada com base nas relagdes entre as subcateguiticiadas no quadrib e o0s
pressupostos da Sequéncia Fedathi, caracterizando uma estrutura organizacionalgue gui

elaboracéo das sessoes didatelaboradag ministradas & segunda partesdta peguisa.
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Figura20 - Esquema organizacional dos conteudos na Sequéncia Fedathi

Interagédo saber antigo/novo
CONTEUDO < ; » PLATEAU

| !

D

o , I
Esséncia do Conhecimento A
contendo revio G
S Elemento P N

l Raciocinio el i >_ 6
Manipulacdo Pré-requisitos ?
algoritmica 1 I
C

[ Recursos/estratégias ] iy 0

Fonte: Pesquisa dire2016)

De acordo com a figur20, definido o conteido matematico que sera traballdo
professor deve identificar sua essénloeam como o0s procedimentos necessarios a manipulacao
algoritmica, as a¢6es do raciocinio matematico necesaauastrucdo conceituab@ontetdo
e, aindg escolher estratégias de ensino que o auxiliem na abordagem. Além disso, é preciso
considerar que ensino deve partir do que o aluno ja conhece. Desse modo, o professor precisa
identificar os conhecimentos prévios dos alunos (diagnostiptatiay e andisar se estdo em
consonancia com geé-requisitosminimos necessarios ao bom acompanhamentssimto.

Com isso poderé verificar relagdes entre saberes antigos e novos, que ajudara a definir um
elemento desafiadau, simplesmente, um desafipie possaer usado patastigaro interesse
€ 0 senso investigativo destudantes

Segundms resultadosbtidos, além de viicar tais elementq® importante que o
professor tenha uma visdo geral da sesséo didatica, compreendendo que o0 ensino, na perspectivi
da Sequéncia Fedathdeve partir de uma situacdo generalizagele possase utilizar de
procedimatos e operagdes que permmtéazer uma sistematizagcdo dos passos realizados e
ideias trabalhadas, que culminardo num modelo geral de resolucdo, conforme ilustra a figura
21
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Figura21 - Visdo geral da sessédo didatica na Sequéreiathi

SITUACAO .
DESAFIADORA | Tomada de Posicdo
GENERALIZAVEL
-~
PROCEDIMENTOS E Mauua(;ﬁo
OPERACOES
o

i N
SISTEMATIZACAO Solucédo
L A
P
MODELO GERAL Prova ]
L

Fonte:Pesquisa diret2016)

Na sessdo didaticA que abordousistemas lineares, por exemplo, a situacao

., o W W o - L
generalizavel f0|05|stema:(b o C(pcom caracteristicas trivigisom aqual os estudantes

se sentiam a vontade para resoMs operacfes sobras linhas de sistemas equivalentes
caracterizaram ggrocediments e operagfegjue culminaamna sistematizacéda solucae

no esboco @ um modelo geraledresolucaonesse casa base do método de eliminacdo de
Gauss.

Conclumos que nesas aulasos elementogjue surgiramcomo subcategorias
evidenciaram uma estrutura organizacional doconhecimento inerente aos contetudos
trabalhados a&s sessfes didaticamndosustentacdo garocesso de mediac@o ensinouma
vez que influenci@am no modo comoo ensinofoi conduzido Portanto, resultaramem
ferramentas tedricapie podem ser utilizadas peeparacaoeisessdes didaticasobretudo na
analise tedricavisandoa organizacado do conteudo voltagara aconstrucdo conceituaf

figura 22 ilustra este resultado.
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Figura22i Rela¢des entre@ganizacdo do conteléms faseda Sequéncia
Fedathi

Interagdo zaber antipo/novo

CONTEUDO | « > PLATEAU

previo
| | Raciocinie  erafiador t

Mamipulagio

algoritmica

Pré-requizitos

Y

SITUACAD - .
DESAFTATORA Tomada de Pozigdo J
CENERALIZAVEL
Maturagio
SISTEMATIZACAD Solugio
Prova

Fonte: Pesquisa dire(a016)

Nesse caso, a figura2 € uma juncédo das figura®) e 21, que réaciona a
organizgdo do conteludosdfases da Sequéncia Fedatioinforme gpercelemosna estrutura
das sessdes didaticas observadasm base @se modelo,condensamos as informagdes em
diagrama, ilustrado na figug3, de modo que este pudesse auxiliar a organizantéido, de
sortea planejaras aulas do curso IntroducioNscdesElementares da Algebra Lineaom

vistasa propor situagdes nas quais osras pudessem vivenciar a constru¢ao conceitual.
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Figura23 - Esquemaitilizadona analiseteorica

ESSENCIA DO
CONTEUDO \

I CONTEUDO - PLATEAU |

MANIPULAGRO |
ALGORITMICA
L’ ELEMENTO DESAFIADOR 4—J

RECURSOS/ESTRATEGIAS

Fonte: Pesquisa dire(2016)

Na figura B, o estimulo ao raciocinio matematifica implicito namaneira como
o professor irdnedia o desafio a ser trabalhado em cada sesséo didatica, cuja escolha devera
considerar a esséncia do conteudopdateay em consonéancia com a utilizagédo de recursos e
estratégias de ensino que auxiliem o aluno a stpeResse sentidaemos indicios € que os
processos de PMAodemexistir desde goreparacdo das sessdes didaticas, uma vep que
professor pode pfeejar como fara a mediacéo do ensino, de modo a contemplar o estimulo ao
raciocinio matematico que subjamobilizacdo destes processos pelos estudantes.

O capitulo seguirdescrevea segunda etapa da investiga@m que a Sequéncia
Fedathi foi vivencida pr nds no @rso delntroducio dAlgebra Lineaydestinado alunos de
licenciatura em MatematicdNesse caso, as sessdes didaticas foram preparadas utilizando os

resultados sintetizados na figura 23.
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7 A VIVENCIA DA SEQUENCIA FEDATHI E O DESENVOLVIMENTO DO PMA

Neste capitulpexprimimosos resultados da pesquisituandeos nos niveis da
Sequéncia Fedathi preparacdo, vivénciae andlise Destacamos 0s principais achados
referentes a postura e mediacdo dogdniscando relacées com 0s pramEsque constituem
o PensamentdlatematicoAvancado.

Especificamente, npreparacdo descrevemos como se deu o planejamento das
sessoOes didaticas; mavéncig contemplamos os dialogos e a maneira como foram exp$orad
0s recursos didaticos e estratégiesensinpe, naanalise verificamos a mediacdo docente na
perspectiva das impressfes dos sujeitos sobre a Sequéncia Fedathi. Assim, analisamos 0s
resultados na perspectiva dos processos de PMA, definidos por Dreyfus (28@2)e Tall
(1995) eTall (1988;1995)

Os dados foram coletados segundae terceirgpartes da pesquisade campoque
aconteceu nos meses de mareabril de 2017, com a realizacdo de um culsextensaolQh)
denominad@ | nt r o MagBeskloe ment ar es d a e begidalwle um grudon e a r
de estudos (20h) sobre a Sequéncia Fedathi. Ambos acontewerdniversidade Estadual
Vale do Acarau, localizada ndunicipio de Sobral/CE, tendo como publalwo estudantes

do curso de Licenciatura em Matematica.

7.1 Preparacdodas sas0fes didaticas

A tese de Sousa (2015) traz a Sequéncia Fedathi em trés niveis: preparacéo,
vivéncia e analise. Destes, a preparagiiefere ao planejamento da sessao didgtiealeve
consideram analise do ambiente a andlise tedricapara elaboraip do plano de aul&os
resultados descritos no capd 6, a andlise tedricae destacu, sendo fundamental para a
organizacao a abordagem do contetdo com vistas a criar um ambiente de ensino favoravel a
construcdo dos conceitos estudadissim, toda®’ as sessdes didatkéioram elaboradas de
modo atrazerimplicitamente a légica contida no esquema da fi@Baobtido na primeira
etapadeste estudoPor exemplo, ao planejaos a sesséo didatica sobespaco vetorial, a
analise teodric#oi organizada coformea estruturalustrach na figura24.

2 A andlise tedrica de cada sesséo didatica se enchispanivel ns Apéndices B, C, D, E e F.
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Figura24 - Resumo da analise tedrica da sesséo didatica 1
ESSENCIA

Soma de vetores e
multiplicagdo de vetor

por escalar CONTEUDO PLATEAU
I ESPACO Vetores no plano e no
MANIPULACAO VETORIAL — espaco.

Adicdo e multiplicacdo.

Operagbes com ‘ /

vetores

DESAFIO
\ Elaboracdo dos axiomas de

espaco vetorial, pelos alunos.

$

Mediacdao por meio de perguntas
e uso de slides.

ESTRATEGIAS/RECURSOS

Fonte: Pesquisa direfa017)

Pela figura24, temos que a abordagem do conteudo de espaco vetorial requer,
inicialmente, quelhemos para plateay entendido como o patamar do qual o ensino devera
partir, considerando os conhecimentos prévios dos alunos e 0s conteddEpuisitos de
espaco vetaal, que no caspcompreendmivet ores no plano e no
ilado -e« a mu lAssinpddiagnésticalaplateaufoi realizadoconsiderando o perfil
dos estudantes, os quais jA haviam cursado a disciplina Geometria Analitica \[2éwzsal.
modq antes da tomada de posicao, ao iniciar a auleedtizadauma expanacao breveobre
vetores, de modo relaciorar o que os alunos ja sabiam com o basico que precisavam saber
pararesponder acerao assuntdocalizado

Em seguida, foi identificada esséncia do conteudque no caso € a fiadicao
vetorial e a multiplica - « 0 p 0 r bene M@ dnanipubacaocalgoritmca, necessariaa
compreensgoe que envolveam as operagbes com vetoreesmo elementos dos espagos
vetoriais.Com isso, se pOde relaciongplateaue os contetdos que precisariam ser trabalhados
nesta sesao didatica, para em seguida escolhernsdsmento desafiaday, simplesmente, o
desafig associadcao objetivo geral da aulauefoi a elaboracdo dos axiomas de espaco
vetorial, pelos alungemoposicdo ao queegalmenteacontece em aulas deste @urato, cujos
axiomas sdo apresentados pelo professoro uma lista, podelo levar os alunos a apenas

memoriz-los.
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Apés a escolha do elemento desafiador, sondamos quais recursos ou estratégias de
ensno poderiam auxiliar na realizagao do desafio propdsisim, fd escolhidha fime di a - «
por meio deperguntas e uso ddide® na qual a&xplicacao do conteude ceucomodialogos
com a participacao ativaod alunos, a medida qeeamtrazidas informacgdes sobre 0 assunto
por meio doslidese explanagdesanlousa.

Por conseguinte, estadlise tedrica nos remata delinear os objetivos da sessao
didatica, uma vez que jinhamosuma visdageraldo que precigé ser abordado. Desse modo,
os objetivos foram:

1 compreender o conceito de espago vetorial arpdas operacbes de soma e

multiplicacéo por escalar
rever a nogao de vetor e as operacdes de soma e multiplicacéo por escalar;

1 perceber a aplicabilidade dessas operacdes a conjuntos matematicos distintos;

1 conhecer as propriedades que garantem que umnieselo conjunto € um

espaco vetoriake

1 verificar se um conjunto dado € um espaco vetorial.

Ao analisar a preparacdo de cada &esHidatica, observamos gaesséncia do
conteuddoi determinante na organiza¢ao das aulas, pois orientou a elaboracatiossob
escolha dos desafios a serem propodida. sinaliou que aspecto do contetdo o aluno
precisaia perceberpara compreafer ateorig contemplandoo significado implicito ao
conceito estudado. Naeoria dosEspacosVetoriais se 0 aluno ndo percebo papel das
operacdes de adicdo e multiplicacdo escalar, provavelpestgga fadado a aprendizagem
mecanicalimitadaao treino de técnicas de manipulagdgoritmicados contetdos.

A escolha dalesafioou elemento desafiaddpi feita de modo a perntir que 0s
alunos manipulassem as operacoes de adicdo e multiplipagéscalay para enta@laborar
0S axiomas com base em seus conhecimentos prévios. Aasibgmlevou em corsideracao
amanipulacaalgoritmicae oplateay partindese de um patamae conhecimento no qual os
conhecimentos prévio®dlunopudessense tornar pontos de ancoragem do novo saber.

Todas as sessfes didaticas foram elaborantassiderandoplateauesséncia
manipulacéedesafio Desse modono planejamentopensamos em como @nhecimento
prévio/prérequisito pode ser trabalhado para ajudar o aluno a compreender a esséncia do
conteudo, sendo estaforcada pelananipulacdogem que o docente pode pensar em como

trabalhar com as slintas representacdes dos conceitos estudadassessao didatica 5, por



93

exemplo, os alunos puderam manipular algébrica e geometricamente vE®EFaCOS
vetoriaisR? e R3com apoio computacional.

Além disso, ¥mos pelos resultados obtidos quelateauestiem parte, inserido na
Preparacaq comointegrante danalise tedricaauxiliando na identificacdo das relacdes entre
saberes antigos e novofor outro lado, também o encontramos Viaéncia sendo
diagnosticadama praticaa medida que o professoontextualizaeil pr epar arrpara t er
gue sejaapresentada a situacdesafiadoraatomada de posicad@d\ssim,na analise tedrica
plateaué presumido considerando os pe@uisitos do conteude/ou informacdes sobre a
turma. J& na viéncia este diagnostico é confirmado ou refufgdoa ques contetdos partam
de pontos que os alunos tenham condi¢cdes de acompRBohanto 0 plateaundo se limita a
identificaro conhecimento prévio do aluno, mas faz uso deste para guiar os rumos da sesséo
didatica.

Podemos dizerentretantoque oplateaufaz parte da tomada de posicao ou € algo
gque vem antes destaonsideramos neste trabalho que faz parte da tomada de posicao
antecipandese a apresentacdo da situacdo desafiadOmn excgdo da primeira sessao
didatica,asdemaisse iniciaram por uma alsagem queonsidergaaos contetdos importantes
estudados na aula anteritmgo oplateaufoi utilizadoem todas as aulgsuxiliando a criar um
ambiente investigativo que parte de um contexto familiar aos discentes.

Considerar glateaué imprescindiveh compreenséo e consgdo dos conceitos
estudados, uma vez que ao levar o aluno a lembrar conceitos ja estedtatmdecendos
como uma ponte ao novo saber, estara favorecendo a ocorréncia dos processos de PMA, pois
as imagens mentais e procedimentalizados partem deghecimento prévio que ajudarao
na reorganizacdo do saber antg@mpliar no contexto do novo saber. Por exempho,
conjuntos de matrizes, polindmios e funggésonhecidos dos alunos, foram trabalhados no
plateay de modo queles foram levados a reorganizar a compreensao que tinham,gestes
entdo,dar conta de seu comportamento como espacos vetoriaisffss#a que liga o
conhecimento prévio ao novo salmwde ajudar na compreensdo do carater unificador e
generalizado da Teoria dosEspagosVetoriais ssndo essa preocupacdo complateau
importante para este fim.

Considerar a esséncia do conteudo tambémefevantepara o desenvolvimento
do PMA, pois esta esta associadeonceitualizacdo e requer do estudante o estabelato
de relacdes entre conceitos diverspsaiadg interpretacdo e reformulacdo de ideias sob
variada pontos de vistdevandeo a mobilizar a interacdo de processos mentais que ajudarao

a perceber a estrutura matematica subjacestecabelds.
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J& amanipulacdo algoritmicatambém desempenbu papel importante nesse
desenvolvimento, pois 0 manuseio de vetores, equagdes vetoriais, sistemas lineares, matrizes e
construcdes geométricas, por exemplo, possibilita o desenvolvimento de processos mentais
aubmaticos (conscientes ou inconscientes) qrenfiem ao aluno concentrar sua atencao em
aspectos relevantgfavorecendo a sintese, a generalizacdo e a abstracgao.

Assim, inferimos que s elementoddentificados como integrantesa canalise
tedrica sdo intdigados de modo que cada um contribui pder coeréncia ao modo como o
conteudo sera trabalhado na sessao didatica que segue as fases e principios da Sequénci
FedathiConv ®m ressaltar que n«o tratamos aqui
usando a SF, mas uma énfase a tépicos impodagie, implicitamentggodem contribuir para

criacdo de um ambiente de ensino favorawaréstrucdo conceitual.

7.2 A vivéncia da Sequéncia Fedathi

A vivéncia da Sequéncia Feda#gontecetem um curso deextensaointitulado
il nt rodacdegEb e ment ar es d a qué hog ®roeceu dadds neterentes a
maneira comdoram utilizados recursos e estratégiasensino, bem como sobaseinteracdo
professoralunasabey com foco nas falas dos participesitduante a vivéncia da Sequéncia
Fedathi

Assim, descrevemoseste topicoas sessdes didaticas vivenciadas no curso de
introduc&o a Algebra Linearom foco na maneira como dgilogosrecursos e estratégias de
ensino foram explorados em sala de astdretudo no que se refesigoostura e mediacao
docente, buscando verificar se a metodologia adotada favoreceu a ocorréncia de processos de
PMA, em especialquanto ao usoat representacbee a alternancia entre elas, conforme
defende Dreyfus (2002)

Considerando que a comunicacao estabelecida durante as aulas pode fornecer
informacgdes relevantes sobre a mediag&o docente e o desenvolvimento dos processos de PMA,
destacamos trechossidialogos vivenciados nas aulas, trazendo um pouco do contexto em que
amnteceram para facilitar a compreensao do leitssim,buscamogasfalasdocentédiscente
evidéncias dencentivdmobilizacdode processosnentais que caracteam a promoc¢do do
desenvalimento do pensamento matematico dos estudantes

Para ilustrar afalas dos sete estudantes que se manifestapasecursale todas

as sessdes didaticas, ministradas no chiisipoducédo & NogdesElementares d&lgebra
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Linearo, designamos sua identificacfor nomes ficticios, comistas gpreservar a identidade

dos paticipantes. S&o elefgor, Ana Livia, Iris, Lucas Ivo e John.

7.2.1Recursos, estratégias de ensindié@logos

Na primeira sessdo didaticgue tratou da introducdo do conceito de espaco
vetorial,ainda na verificagdo dolateay o assunto foi contexstizadomedianteexemplos da
Fisica, ilustrados com situacBes envolvendo forca e velogidageartir da qual houve a
primeira tentativa de estimular o pensamento matematico dos disdenéesleos a definir
um vetor Inicialmente os vetores dram repreentados, geometricamenteo mo fiset a ¢

conforme ilustra a figura®

Figura25i Exemplo utilizado para ilustrar a representacéo
geométrica de um vetor como uma grandeza vetorial

Vento soprando do sul para o norte com velocidade de 50 km/h e avidao
voando de oeste para leste com velocidade de 300 km/h:

S V Resuttante

th

Fonte: Google Images.

Vejamos um trecho dad@ogoque aconteceu durante o diagnésticplideauna

sessdao didatica 1

(1) NOs (doravantePesquisadora [...] Considerando estas informacgdes, o que € um
vetor?
Igor: Uma seta.
Ana: Um seguimento orientado.
PesquisadoraO gue vem na mente de vocés quando pensam em vetor?
Livia: Comprimento
Lucas: Sentido, diregé&o.
PesquisadoraE comovocésdefiniriam um vetor?
Ana: E um segmento orientado que tem comprimento, sentido e direc&o.
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Embora sga de umadefinicdo simples,0 objetivo foi diagnosticar o que o0s
estudantes conheciam sobre vetores, bem condddswa observar um objeto matematico e
dele selecionarcaracteristicas importantesxtrar informacdes diretamente dos observaveis
Apos essa descricgdhes foi apresentada a definicdo matematica de (@tgmento orientado
que possui modulo, direcdo e senfjdoom aqual puderam comparar suas respostas e
prosseguir abordando as operacdes com vetores em Rem Rtie sBamos a represegéo

geomeétrica e a notacao ilustradas na figéra 2

Figura26 - Representacdo de vetores no plano e espaco

Vetores no Plano (R?) Vetores no Espaco (R?)

Usamos a notagdo da

matriz coluna Usamos a notagdo da 4
matriz coluna
. [a] ‘o PXY,Z)
b X
ou z
ou
i v=(a,b) v=_(,y, 2).

Fonte: Adaptado de Boldrini et al. (1980, p. 101)

Assim, logo no inicio do curso foi dada énfase as representgefesgtricas de
vetores em duas e trés dimensdes. Depois trabalhamos com a adet@oetee a multiplicacéo
de vetor por escalar, de modo que os estudantes pudessem observar que estas operacdes també
podem ser aplicadas a matrizes, e percebessem segaslgan suas propriedades, panddq
estendédas para outros conjuntos e comecassem a construir a no¢ao de espaco vetorial.
Destacamos desta abordagem o dial@yque traazumatomada de posi¢cda@ando

continuidadedsdiscussfesobre a caracterizac@le um espaco vetorial

2) Pesquisadora[...] Se eu pegar duas matrizes de mesma ordem e somar as entradas
correspondentes, vou obter outra matriz de mesma ordem. E se eu multiplicar um
escalar por uma matriz, terei como resultado uma outra matriz de masiaa
gue a inicial. Observem que sa® mesmas operacgdes que realizei usando vetores,
certo? Vocés conseguem visualizar o que estou querendo dizer? E se olharmos para
outros campos da matematica, além dos vetores e matrizes, sera que existem outros
conjurtos que obedecem estas operacdes? rense pouco...

Igor: O escalar pode ser negativo?
Pesquisadora Usaremos escalares reais, pois trabalharemos neste curso com
espacos vetoriais reais.
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Livia: Na teoria dos conjuntos eu acho que tem alguma coisa dpese ti

Igor: Se eu somar um natural com natural vai ser um namero natural. Agora se
multiplicar por escalar real...

Ana: Vai depender do escalané.

PesquisadoraE para outro conjato sera que vale?

Livia: Acho que valera para todos os cortjps..

Pesquisadora Sera que vale para todos 0s conjuntos? Se eu pegar, por exemplo,
funcdes? (escreve na lousa e explica as operacoes)

Nestedialogq observanosque oconceito de espaco vetoriai introduzidocom
amparo naomparagdo entre as operagCom vetores e matrizede modo que os alunos
percebessemue ambasobedeciam asperacdes de adicdo e multiplicacdo por escplma
entdo expandir sua aplicabilidade para outrosjuntos tais como matrizes, funcdes e
polinbmios verificandoa posdilidade direalizado deais operacoes.

Esta abordagem pbéde suscitarganeralizacdo da operacionalidade de tais
conjuntos, expressa como a finalizacdo de um processo no qual o aprendiz iria perceber
caracteristicas comuns paeatag sintetizédlas numobjeto mais geral: o espaco vetorial. Com
isso, esta abordagem privilegi os aspectos unificador e generalizadof elda dosEspacos
Vetoriais, cuja abstracdo poderia acontecer a medida que o aluno focasse a atencdo sobre
propriedades especificas de daulo objeto par&ntdq considerdas isoladamente do contexto
inicial, corroborando a definicdo de abstracao descrita em Harel e Tall (1991).

De modo mais especifico, ao apresentar distintos conjuntos, trabalhamos com
diversagepresentacfes do conceite espaco vetorial, cujo dominio pode levar os estudantes
a identificameles as operacdes de soma e multiplicacao por escalar, suscijenecsdizacao
reconstrutiva que, segundo Harel e Tall (1991), ocorre quando o aluno reorganiza a ideia que
tinha desses conjuntos, num novo esquema, entdo reconstruidexdiGar essanova
perspectiva: a de que estes conjuntos com tais operagcdes sédo unifickelosandoEspacos
Vetoriais.

O passo seguinte foi abordar as propriedades destas operagdes ces) detor
modo que os proprios alunos pudessem identifis& fazer a veficacado.Por conseguintes
fases denaturacaoce solucdoaconteceam em paralelpa medida que os estudantes redtate
expunhan raciociniosNa fase d provada Sequéncia Fedatlaintes de apresentar a definigdo

formal de espaco vetorial, destacamos as seguintes falas:

(3) Pesquisadora:Considerando o que foi discutido até aqui sobre vetores e as
operacdes de soma e multiplicacdo por escalar, como vocés desameven
espaco vetorialPFicaram pensativos)
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Livia: Um conjunto... Um grupo, que obedece essas propriedades...Nao sei
explicar!

Com este questionamenfarocuramosestimulalos a organizar as informacdes
percebendo queembora se trate de conjuntos distintoglos tém em comum determinadas
operacdes e propriedades, que sdo unificadas no conceito de espaco vetorial. Assim, 0 estudante
precisaracompa as partes para formar untodo, mediante a sintese das informacdes
observadasPara issoanotamosas respostagos alunos na lousa, paaxiliar na organizagéo
das informacdes, de modme pudessem chegar a uma ideia geral da definicdo de espaco
vetorial, exclundo o que ndo sedequasse ao conceito, e confinda as caracteristicas
fundamentais. Assim, estarismomecando a delinear utonceito imagerde espago vetorial,
antes de ser apresentada a definicAo matematica formal. O questionamento tamlmém teve
intuito de levar os alwsaobservgao daestrutura dogspacs vetorids.

Ao propor que os estudantes itiBoassem os axiomas de espaco vetorial,
suscitamos a ocorréncia dhstracdo genéricague pode acontecer a medida que os alunos
passam a compreender que certas progaiesi sdo validas nos exemplos trabalhados e podem
ser aplicadas a outros exempl@om efeitg esta modalidade de abstracdo precederia a
abstracdo formal, que é mais conxaleconstituindo sua base. Alcancaalsstracdo formal
nem sempre € facil aos alunosas, procedendo por abstracdo genérica, 0 processo se tornaria
menos tenso, conforme defendem Harel e Tall (1991).

Um exemplo do dominio do uso dariadagepresentac@aconteceu quangao
apresentar sua solucado, na qual verificou se R2 era um eggtagal, um aluno fez uso da

referéncia geométrica para explicar sua resolucéo algébrica, conforme ilustra affigura 2

Figura27 - Aluno apresentando suesolucdo na fase de solugao da SF

(ComuXptosassing Afaa) %
sy

i =/ s :

wedopsa )= (b, )+ (a4) —— R

) /s i NS I SN | YL ) [ A 3 1 0
0w (i, W (BabrC, 05 b (aeh, i b )+(c, ') = i[u,l,(/“('h)/,'H (€C)

" i\.u‘?h‘(-

Fonte: Pesquisa dire(a017)
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Neda solugéo, antes de iniciar a verificagdo dos axiomas de espago vetorial, o aluno
desenhou o gréfico (canto direito figura 27), identificando o ponto A para explicar sua
compreensao de R2? eporquéde operar com vetores na fornaa,( ). Agbi perceberms que
ele consegue relacionar as coordenadas do vetor com as coordenadas do plano cartesiano, tend

familiaridade com @onverséo de registrozendo a ligacdo entre representacdes paralelas.

ApoOs apresentar a definicdo formal de espaco vetorial, camg@a as respostas

que eles derargprova), surgu o seguinte dialogo:

4) Lucas Existe vetor no R1?
Ana: Que s6 tem uma dimensdo? N&o existe ndo. Se eles sao pontos... S6 uma
dimenséao...
PesquisadoraSera que existe? Vou deixar vocés pensarem...
Igor: Eu acho que... sei néo...
Liviaz Mas, um vetor tem um comeco, e no caso, um fim. No caso do R?, seria a
mesma coisa, ndo é ndo? Um segmentntado, ndo tem comeco e tem um fim?
Entédo, no caso do R?, o comeco e odariam 0 mesmo, ndo é nao? Sei |4, uma
coisa assim. Teria sido s6 um ponto.
PesquisadoraVou deixar vocés pensarem mais sobre isso.

Esta perguntacertamenteresulta da énfasconcedidaa o fApensar o s
conteudo, incentivado desde o inicio da aDkalunos se sentiram a vontade para falar e expor
pensamentos e ddvidas. Foi um momento produtivo, pois sinalizou a importancia de questionar
0 assunto estudado, indo além dzepedo de informacdes repassaaasps Eles interagiram,
trocaram ideiasabre vetores, dimenséo, espaco vetoggitaram estabelecer relacdes entre R
e 0s demais espacd@sssim, ao deixanosque os alunos refletissem mais sobre a existéncia do
R1, os instigamosa rever as caracteristicas de um espaco vetorial. Simplesmeiiteaem
resposta correta, nesse momento de curiosidade dos alunos, poderia Ihes tirar o habito de ir em
busca de respostas, minando sua predisposicdo para buscar o0s porquésicomtemat
Posteriormente a duvida foi esclarecida.

Nasesséo didatica 2, adorda o conceito de subespaco vetorfaram utilizadas
perguntas que remeteram os alunos a olhar para pontos especificos dos espacgos vetoriais e assir
deduzir o que sdo subespagdsjamos o diadlogo a seguiue caracteriza a pmeiratomada

de posicéo

(5) PesquisadoraQue caracteristicas um subconjunto de um espaco vetorial precisa
ter para que ele préprio seja um espaco vetorial?
Livia: Lembra a teorias dos conjuntos, nao €?
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Igor: E preciso um estar contido no outro. As propriéels da soma e da
multiplicacdo também devem valer, ndo é?

Ana: Ele tem que ter o vetor nulo.

Ivo: Tem que ser nao vazio

(siléncio)

PesquisadoraAlguém falou que teria quer o vetor nulo, ser ndo vazio, e 0 que
mais?

Lucas Os outros axiomas.

Igor: Assim, se um né&o valer, ndo seria um espaco vetorial.

PesquisadoraSe vocés estdo dizendo que valem todas os axiomas, entgaeera

€ preciso verificar todos?

Igor: Nao. S6 ala soma e do produto por escalar.

Lucas Nao, eu acho...

Igor: Acho que como ele € um subconjunto, € menor do que o conjunto, entao existe
uma menor quantidade de propriedades que a pessoa tem que provar.

John: N&o, ele possui as mesmas propriedades duotm

Igor: Eu acho que néo.

Ana: Eu acho que néo, pois se verificamos a soma e multiplicacédo por escalar para
saber se € um espaco vetorial, entdo s6 olhando estas duas, ja € suficiente para
dizer se ele &u ndo, um subespaco. E a questdo do vetor, éupmrque em todo
espaco vetorial, s6 existe um vetor nulo. Entéo, se o vetor nulo estiver fora desse
espaco, ele ndo vai ser subespaco, pois ele ndo esta dentro do espaco. Entao, ele
tem que estar dentro,tendendo tanto o subespaco quanto o espaco igetor
Aitotal 6, vamos dizer assi m.

PesquisadoraVocés concordam com a Aluna A?

Ana: Acho que é possivel ver todos os axiomas, mas ndo é necessario.
PesquisadoraEntdo, o que é necessario?

Igor: Verificar a sana e o produto por escalafSiléncio)Supondo que ele esta
contido no espaco vetorial, entdo supomos que ele tem as dez propriedades, néo
necessariamente, tem que provar todos.

Até aquj os alunos concluem que néo é preciso verificar os dez axiomas. Além
disso, é possivel perceber o entrosaimeeles na explicitacdo individual de seus pontos de
vista, que sdo expostasomparados, refutados ou aceitos, coletivamente. Um pode aprender
com o outro a medida que compara a interpretacéo do colega comlassuaaido o raciocinio
implicito nessanterpretacio, verificando se é coerente com o objeto matematico discutido. E
um aprendizado em construcdo, que remete a visualizagdo de imagens mentais da ideia de
conjunto/subconjunto e espagos/subespacos.

No diadlago (5) os estudantesstdo a visualizamentalmenteo conceito e o0s
axiomas dos espacos vetasiddiuscadoidentificarnassuas caracteristicaslacoesntrinsecas
aos subespacoparaentdo expor ou comparar suas conclusdes @is colegas. Temos

representacdes mentais e verbais em ig@alialogica rumo a uma solucao para a pergunta
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proposta. Tais interac¢des irdo influenciar na qualidade da compreensédo/constrde&dda
subespaco vetorial. O professor precisa estar atento pgraagudiscus®es os alunos nao
cheguem a conclusdeguivocadas sem que haja um redirecionamesatad

Continuanos questionando para que elasdpssenperceber o que precisaser
verificadg a fim de se temm subespaco vetoridllesse momeni@stao na fase daauracéq

proximos de chegarfase dasolucéo

(6) PesquisadoraMas, se ndo tenho que provar os dez axiomas, € preciso verificar,
exatamente, o0 qué?
Ana: A soma e a multiplicacéo por escalar.
Igor: Se o vetor nulo esta contido no subespaco, se a soma tambéeja se eu
tiver dois vetores dentro do subespaco, se a soma também esta contida no
subespaco.
Ana: Assim, um espaco vetorial todo, ou seja, o que tiver dentro dele, os
subconjuntos sdo subespacos se eu conseguir provar que ele esta dentro do outro,
endo eleja atende as dez propriedades.
Igor: Acho que sO € subespaco vetorial se atender trés propriedades, que seriam:
o vetor nulo deve pertencer ao subespaco vetorial; a soma tem que estar definida
dentro do subespaco e o produto por escalar tambémetgaedefinido. E se o
aluno conseguir provar isso, esta provando que é um subespaco vetorial.

Observamos no dialogg6) que os proprios alunos chegarain solucao,
respondendo ao questionamento inicial. As respost&8o mais organizadase eles
demongtaram mais segurangaandcexpressarmsuas conclusées, sobretudo no que se refere
aadicao e multiplicacdo escaldemos entdogue estdo mais proximae conceito definicdo
de subespaco d@a abstracaoformal que segundo Harel e Tall (1991, p.3%eda quando o
sujeitof...] abstrai a forma de um novo conceito pela selecdo de propriedades gerais de uma
ou mai s situa-»es es peto defespaca getorjdPasames, e c a s 0
para a fase darova na quamostramos definicdo formide subespaco vetorial, relacionando
a com as respostas dos alunos e formalizando o contetdo discutido até entdo. Em seguida, ume

aluna questiona:

(7) Livia: N&o entendi, por que so essas duas condit0es
PesquisadoraVocés responderam isso, quando disseqam ele vai satisfazer as
mesmas propriedades do espaco vetorial. Entdo, o subespaco vetorial vai herdar
todas as propriedades do espaco vetorialjrasse ele herda todas, ndo precisa
verificar, pois ja fica subtendido que € um espaco.
Igor: Mas, no cas, quando fala soma de vetores, ele esta herdando as
propriedades da associatividade, comutatividade, etc.?
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Pesquisadoralsso! Quando eu falo que ele herda todas as propriedades, quer
dizer que ele atende todas as propriedades do espago vetorial no qual ele esta
contido.

Livia: Entdo, verificando essas duas, fica subtendido quetantesja satisfaz.

Igor: Existe uma dica para verificar se um subconjunto é subespaco vetorial: é
precisoverificar se tem o vetor nulo.

A duvida e Livia é um indicio de queembora os alunos obtenham as respostas
durante as discussoes, a explicacao do professor fazendo um fechamento das ideias discutidas
e esclarecendo duvidas € imprescindivel para a @angéo do conteludo(re)elaboragcédo do
conceito imagem e/ou conceitofigdo. Um aspecto relevante é que os proprios alunos
trouxeram a tona observacfes importantes, como a presenca do vetor nulo, apontada como
caracteristica dos subespacos. Na ultidwdo dialogo(7), Igor claramente apontou o vetor
nulo como uma dicagpa verificar se um conjunto é um subespaco.

A Sequéncia Fedathi prevé o uso de contraexemplos na abordagem dos conteudos
matematicos. Assim, apadase dprovaem que foexpressadefinicdo formal de subespaco,
foi feitauma novaomada de posicdaitilizando-seo grafico ilustrado na figur28, no qual os
alunos deveriam analisar suas caracteristicalsicior&lasa definicdo de subespaco. Vejamos

a situacao propostatechos dalialogovivenciado

Figura28 - Contraexemplo de subespaco vetorial

A reta H é um subespaco vetorial
de R2?

Fonte:Adaptado de Lay (2011, p.197)

(8) Livia: Eu acho que é.
Igor: Eu também.
PesquisadoraPor qué?
Livia: Pois é... complicado é isso...
Igor: Eu também acho!
Livia: Mas, €!
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Ana: E como se o H fosse o W, certo?
Pesquisdora Isso, o H € o subespaco, o espago é o R2.
Igor: Eu acho que é, pois tem dois ai...
Ana: Porque tem dois espacos ai: (x,0) e (y,0).
Livia: Pode considerar as coordenadas que ele esta passandagx@wmiplo, esta
cortando o y e 0 x. Entdo, pego as aemadas e da para fazer aquelas duas
propriedades la.
Igor: Entéo é!
Livia: E, se for pensando assim...
Ana: Vixe! O vetor nulo ndo tem n&o!
Livia: Mas tem 6, porque como ela esta cortando, tem o vetor nulo...
John: Eu também pensei da mesma forma, peisla tem um subespaco H, no R2
gue € no X e ela corta...
Igor: Pois é corta dois planos, eu acho...
John: Os dois estéo... Esta contido.
Livia: Exatamente, é iSsoO mesmo.
Igor: Vocés tém certeza absoluta?
Ana: Aquele ponto ali é (x, 0), o outro é (0, y)...
Igor: Entéo, o vetor nulo ja pode estar...
(8.1) Ana: Mas, o vetor nulo ndo é (0,0)?[Risos]
Livia: O que foi isso?
Ana: Se a reta cortassassim e passasse pela origem... Acho que néo é.
(8.2) Igor: Cada vez mais a gente fica mais doido. [risos]
John: Vamos (gor), diz logo!
(8.3)Igor: Eu acho que néo é.
[Todos falam ao mesmo tempo, trechos inaudiveis]
Livia: Ndo vale mais, ndo pode trocarais néo.
Igor: N&o é, pois o vetor nulo ndo pertence a esse subespaco.
(8.4)Livia: Diga logo pelo amor de Deus!

Inicialmente,no dialogo (8)odos afirmam se tratar de um subespaco. Conforme
observam o graficada figura 23 Ana [em (8.1) conclui que néo se trata de um subespaco
vetorial, embora seus colegas ndo compartilhem dessa visdo. Os que ja estavam aertos de s
tratar de um subespaco tiveram que rever seus raciocinios, acompanhando o da colega,
analisando a coerénciald Foi o quefez Igor [em (83)] que ao perceber a coeréncia da
argumentacao da colega, mudou sua resposta. As falas (8.1) e (8.3) evitencraraessa
mediacdo pode desafiar os estudantes e ctilsodm desequilibrio cognitivo. Isso € positivo
para a aprendizageanmedida que instiga a curiosidade e a reflexao conceMe@at. disso, ao
utilizar o grafico os alunos puderam relacionar asgegigebricos e geométricdazendo uso
da visualizacéo propiciada pela figura.

Ainda na abordagem dos subespacos, mowatomada de posi¢cddoi expressa

aseguintequestéo para os alunos verificarem, algebricamentrasien subespaco/erifique
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seoconjunto U de todos o0os pontos (x, y) em F
Os alunos se debrucaram para resolver, amsoncluirem a atividade, divergiram quanto aos
resultados. A solucéo correta erdeque o conjunto U, de fato, a&raum subespaco de R2.

Um aluno que tinha certeza de que U era um subespaco de R2 foi convidado a mostrar sua
solucdo na lousa, na qual ele fez a verificacdo da soma de vetores, aoréerificar a

multiplicagéo por escalar, observou:

9) Igor: Se o alfafor negativo... Nao! O alfa deve ser positivo!
Alunos: Nao!!!
Igor: Ei, ela ndo disse néo, isso dai.
Ana: E a que esta o porém... Ai esta a pegadinha.
Igor: Nao! Eu desfaco tudo isso aqui, € melhor. Isso aqui ndo é um subespaco, ndo
tenho condicbes de supouna € um subespacbesfaco tudo o que fiz, pois o alfa
pode ser negativo.
Livia: Se o alfa for negativo, vai para o outro quadrante.
PesquisadoraVocés concordam comigor, agora?
Livia: Concordo.

No didlogo(9), percebemos a importancia da fasasalucdoda Sequéncia Fedathi.
O debate de ideias entre os alunos influenciou na compreensao do que estava sendo discutido.
Ao apresentar sua solucao, inicialmente de modo equivocado, o aluno pdde rever suas ideias e
direcionala, de modo coerent@o que estavaesdo trabalhado, contando com a ajuda dos
colegas que apontaram quedieay | go fAfora do | ugaro. Este fo
erro (MELO, 2018) no qual a mediacdo docente buscou estimular positivamextg&oado
aluno, evitando que houvesse apema® mera correcdo da questdo. Assim, o erro foi visto
como parte do processo de aprendizagem, ndo como algo que deva ser evitado a todo custo.
Assim, na sessdo didatica, gue tratou do conteudo de subespacdsrizs
destacamos as representacdes geaag utilizadas para que os alunos relacionassem as
propriedades dos subespacos aos grafieoviceversa. Eles visualizaram exemplos e
contraexemplos de subespac¢os com o0s quais puderam operar com elegahgebnct e e fiv

suas caracteristicas nosfgrés, conforme ilustra a figura 29
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Figura29 - Gréficos apresentados na tomada de posi¢ao

5 i A reta V € um subespaco vetorial
AretaHé un:jzuF:Lejpago vetorial fapss ?P % V=R3e Wc V,um plano
‘ - passando pela origem
\7 )
v
H/
/ 0 f 0 X

Fonte: Adaptados de Lay (2011, p. 197) e Boldrini et al. (1980, p.106).

Operar com regtro algébrico e gréaficpossibilitou a visualizacdo dos objetos e
suas propriedades. Na figura, 28 graficos contribuiram para a visualizacdo da presenca do
vetor nulo nos subespacgos, bem como sarseiiprocessoscomo a construgdo de imagens
mentais,a interpretacdo, intuicia@omparacdo e revisdo das propriedades dos subespacos
vetoriais.Mais uma vez os estudantes foram levados a fazer uso de mais de uma representacao.

Na sessao didatica 3, a introdugéo do conceito de combinagéo linear se deu a parti

da representacdo matat . mp TP TP , utilizada para incentivar os
o m ¢ p T p

alunos a descrever a igualdade e elaborar sua definicdo. Nesse caso, tivemos uma conversao dc
registro simbdlico para o registro em lingua nafuwaitribuindo para que o estudante utilize

mais de uma representacdo em parals$sim, a énfase recaiu na descricdo do que acontece
quando se alteram os escalares, em gtiezando matrizes, foram abordados exemplos de

combinacéo linear como base paragusgte questionamento, feito t@madade posicao

(20) Pesquisadora:Observando o exemplo, o que € uma combinagéo linear? Vocés
estdo diante de uma combinagéo linear, tentem descrever isso no papel.
(10.1)Ana: SO pode ser dois vetores ou pode ter mais?

A pergunta do didlogo (10) buscauxiliar no desenvolvimento da habilidade de
selecionarcaracteristicapadrdo de exemplos mateméaticos que posersintetizadosiuma
definicdo. Nesse sentido, os alunos deveriam converter a representacdo mpésieial
representacéo em linguagem naltudascrevado a combinacao lineaA pergunta feita pela
aluna[em (10.1) traz indicios de quela relaciorou o exemplodado a possibilidade de

generalizagdcApos um tempga aluna apresemit sua solugao:
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(12) Ana: Eu escrei aqui, mas achei muito grossejrgabe. Vou ler: é a soma de dois
ou mais vetores de um mesmo espaco vetorial, onde antes dessa soma, 0s vetores
sao multiplicados por escalares.

Podemos observar nesse exercicio é que os alunos fi¢gareiaimente, unpouco
apreensivos, uma vez que nao tinham o habito de pensar sobre as definicbes, tampouco elabora
las. Na solucéo apresentatadialogo(11), tivemos a explicitacdo do conceito imagem que a
aluna elaborou da nogcéo de combinacdo lingae embora ndo teha a formalidade do
conceito definicdo contido nos livros de Algebra Linear, reflete seu raciocinio e encadeamento
de ideias sobre o tem@ode ser uma maneira de aproximar o alunabdtracdo formalEm
seguida, passese para a faseaghrova na qualdelineamosa definicdo formal de combinacao
linear. Explicamos e comparamgsinto com a turma, com a solu¢do da aluna. Destse a
seguinte fala:

(12) PesquisadoraReparem que a definicdo formal esta bem mais sintetizada que a
descricdo da(Ana) mas a desicdo da (Aa) se torna mais facil de entender.
Entdo, ela descreveu o que esta la, sem o rigor matematico encontrado nos livros,
mas o que ela falou, faz todo sentido, comparado com a definicdo formal de
combinacéo linear. Por que estou fazendo isso? lRoajinteresante que vejamos
uma definicdo do ponto de vista, do que a gente entende dela (conceito imagem),
antes de simplesmente, aceitar aquilo que se encontra nos livros. Muitas vezes,
quando vamos direto para a definicdo formal, acabamos de centaafomais
memoizando a linguagem matematica, do que necessariamente entendendo o que
esta por tras dessa linguagem. Entdo, quando a gente para e pensa um pouquinho
no que esta implicito na definicdo, em termos de significados, a compreendemos
melhor.

Na fala(12) ressalhimosa importancia de se pensar sobre os significados implicitos
nas definicdes, comam modode melhorar a maneira como lidamos catagA Seqéncia
Fedathitraz em seus pressupostosmgortanciade se levar o estudante efletir sobre os
significados matematicosxplorando relagdes e propriedades, padaentapter contato com
as definigdes formais, compreendendo sunecessidade Isso podea influenciar no
desenvolvimentalos processos de PMAmavezque r az ~ tona o0os Aporqg
imprescindiveis a compreensédo do conceito estudado.

Outro momento em que houve a elaboracao de defjnigiio base im exemplo
matematico, foi na aboagem de gerames, que se deu por meio da observagdo do
comportamento da combinacéo linear de vetores, utilizastftwareGeogebra, com o qual

os alunos puderam visualizar geometricamente a formacdo de subespacos de R? e dali extrair
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caracteristicas imgtantes para a compreensao de subespaco gerado e conjunto gsrador.

alunos puderam comparar os quadros geométrico e algébrico da noc¢ao de subespaco gerado

discutindeos, simultaneamente, até chegar numa generalizacdo deste coooeitame

ilustra afigura 30.
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Fonte: Pesquisa direa017)

Nesse caso, 0 Geogebra foi exposto via projetor multimidia na lodamos

Figura30i Construcdo de subespaco gerado utilizando o Geogebra e explanacdes na lousa

fazendo gestionament®aos discentedus@ndoevidenciar o papel das combinacdes lineares

na construgao dos subespagesmodo que eles pudessem perceber as relacdes ergteres v
resultantes das combinac¢fes e seu comportamento geomeétrico no espatpdfelo a essa

visualizacdo geométricae deutambéma abordagem algébrica (figuB® b), facilitando a

discusséo das relacdes entre os resultados das infinitas combiledes e a construcao de

um subespaco gerado pelos vetores v e w, dados inictalmen

Vejamos o dialogo a seguir, que traz as principais falasadlaracaoe solucéao
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(13) PesquisadoraPosso chamar v e w de um conjunto A = {v, w}. Quero que VOCés
medigam o que esta acontecendo.
Ivo: Quando uso escalares, produzo um novo vetor, que taffidzéoarte de R2.
Igor: Ja vi que qualquer que seja o0 escalar sempre vai ser um subespaco. Vai
acontecer que qualquer escalar vai gerar um novo vetor.
Ivo: Vai obedecer aquelas trés propriedades.
PesquisadoraO que estd acontecendo aqui? Digamos que ewat&nsubespaco
de R2? ou seja, estou chamando o conjunto de vetores, que é resultado das
combinacdes lineares de S. Esse S se originou a partir de que?
Igor: Ele esta sendo gerado...
Ivo: Porvew.
Ana: Pela combinacéo linear de v e w.
PesquisadoraOu ja, S esta sendo gerado pela combinacéo linear dos vetores de
A. Mas, como eu poderia generalizar isso para um caso geral?

(131) Ivo: Seria S = Uv + bw?

Pesquisadora:E se fossem n vetores?

No dialogo (13), houve a tentativa de instigar os estudadtedbservgdo dos
aspectos especificos da situacéo proposta, de modo que percebessem que 0s vetores do conjunt
A geram vetores que formam o subesgagemo este Ultimo um subespaco de R2 gerado por
A. Pelas falas, percem®sque os alunos acompanhantdaia de qu&esta sendo gerado pelas
combinagdes lineares dos vetoresAgdenclusive, olvo [em (13.1)] conseguiu generalizar o
exemplo dado, com dois vetores, porém, ndo chegou a expressavetmres. Estas respostas
sinalizam que eles estdo acompardo a ideia de subespaco gerado, sobretudo por este
conceito nao ter sido introduzido de maneira dipstia definicdo formal, como geralmente
ocorre  ensinode Algebra Linear tradicioha

Na sessédo didatica do tratar da verificacdo de conjuntos geras foi feita uma
tomada de posicapedindo que os alunos verificassem se 0s vetores dadnamges epaco
R3. A técnicausada paraerificacdo de geradoreso entantoaindando havia sido explicad
aos alunos. Assim, deirmnos quenaturasemnma questagpara ver como relacionavam os vetores

i deia de 0gerWrabnoguesiegneuos vetoriai s

(14) Lucas. Isso ai vai igualar ao vetor nulo, né?
PesquisadoraPor que vocé acha que seria o vetor nulo?
Lucas Para gerar?
PesquisadoraPara gerar o R3, o ge € preciso?
Livia: Faz um sistema e... como é?
PesquisadoraTambém. Mas qual é a ideia disso?
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Livia: E olhar se tem os escalares que v&o gerar e descobrir se tem os escalares,
por isso que faz o sistema, como ele falou, iguala a zero, ao vetor nudasdloai
ser no Rg, sera (0,0,0).

Aproveitamoso questionamento do aluno para pedir que expkcpesque teria
de igualar @aombinaca@o vetor nulo. Pelo dialogpodemosperceber que os alunos ja tiveram
contato com o procedimendeverificacdoda independéncia linear, uma vez que mencionaram
o vetor nulo e a resolucédo de sistemas de equacdes lineares. Issteqmder d fato de
estarem cursando, ou terem cursado, a disciplina Geometria Analitica Vetorial. No que diz
respeito no entantoa veificar se 0s vetores geram o espaco dado, foi preciso uma discusséo

mais demorada. Vejamos:

(15) Igor: Tem que verificar se eles formam uma dimensé&o... pois tem que ser LlI.

Livia: E porque o vetor nulo ndo é sempre subespaco? N&o sei..
(15.1) Livia: Ou entdo, guala ao geral (x,y,z).

Igor: Tem que ser igual a zero, porque esses vetores podem ser multiplicados por
vetores candnicos. Eu posso multiplicar pelo elemento neutro que vai dar eles. E o
produto escalar desses vetores vai dar zero.
Livia: Da pra fazer comparando com o geral, ndo? (x, y, 2)?
Igor: Por que igual a zero?Porque a principio tem que provar que o vetor nulo
pertence a esse subespaco.
Livia: Nao, eu acho que tem que usar é o geral (X, y, z). Encontrar, tipo uma relacao
gue vai gerar @escalar.
Igor: Mas assim, tem que provar trés propriedades, que sdo do vetor nulo e do...
Livia: Sim, mas ali tem que encontrar escalares: determine se 0s vetores geram o
R3. Para gerar o R3, ndo tem que encontrar o escalar?
PesquisadoraBom, vocés j&oncluiram quegem que fazer a combinacéo linear,
agora falta decidir se vai igualar a zero ou ao vetor genérico.
Livia: Acho que vai ser o genérico por conta da relacdo dos escalares, porque
quando for colocar la, o vetor substituido por qualquer coisdd@ substituna
relacdozinha o produto escalar, uma coisa assim...

No diadlogo (15)percebese claramentgque osalunos tenta estabelecer relagdes
entre as informacdes apresentadas) o que ja viram sobre vetores em outras disciplinas.
Parece que eesgostasAosapoutasgntuetastappalpitescomecan a emergir
com sentido, & medida quelacionanmo que sabem a nocéo de geradores e combinacao linear.
Este € o caso dala (15.1), na qual a aluna tenta explicar ppre sedeve igualar ao vetor
genério. Como ainda nao chegaramam consensa@ discussao continuBizemos anediacéo

direcionando o olhar dos alunos para os vetores que geram o R3:
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(16) PesquisadoraSe eu digaue estes trés vetores geram o R3, estou dizendo o qué,

em relagdo a combinagéo liaeentre eles?
Ivo: Que eles ndo podem pertencer ao mesmo plano.
Ana: Mas, eles tém que pertencer ao mesmo plano.
Ivo: Dois sim, porque duas retas sempertencem, mas o outro nao.
PesquisadoraSe geram o R3, significa que qualquer vetor do R? vaioserado
pelo qué?
Livia: Pela combinacao linear.
PesquisadoraE escrevendo isso, como fica?

(16.1) Livia: Igual ao vetor genérico.

(16.2) Igor: Acho queem que utilizar os dois, 0 genérico e o nulo.
Livia: Pode ser também, ndo tinha pensado nessalplidade nao.
PesquisadoraSe eu for escrever fica:(escreve a combinacdo na lousa). E isso que
voceés estdo dizendo?
Livia: Sim.
PesquisadoraEntdo, essaombinacédo vai gerar um vetor, € Como eu escrevo esse
vetor?
Livia: (x, Y, 2)
PesquisadoraVocés cacordam? Veja bem, se estou dizendo que esses vetores
geram o R, significa que qualquer vetor no R3 pode ser escrito como combinacao
linear dessesetores. Entdo, se é qualquer vetor do R3, eu vou colocar o que nessa
igualdade?

(16.3) Livia: (%, Y, 2)

(16.4) Igor: (O, 0, 0)
PesquisadoraObservem, que estou pegando um vetor qualquer do R3.

(16.5) Igor: No caso, o vetor (0,0,0) é um veparticular!
Livia: Quando coloca zero vocé encontra os escalares.

No diadlogo(16), Lia e Igor divergem nas respostdam (16.1) e (16.3), ela percebe
gue deve igualar a combinacéo linear a um vetor genérico, enquant®.2ime({6.4), ele
defendeo argumento degue seja igual ao vetor nulo. Ambos tenfaostularseus pontos de
vista, mas prevalece a respostalda. A mediacdo docente leu 0 aluno a reorganizar seu
ponto de vista, como vemos en6.8), que compreendeu o assunto conforme foi discutindo a
situacdo. @ processos de pensamento matematico avangado foram trabalhados ao se explorar
as relacdes implicitas mécnica de verificagide conjuntos geradores, uma vez que nao foram
apenas enfatizados os procedimentos para tal, mas foi instigada a reflexdo sobre as relacdes ali
estabelecidas.

A sessao didatica, ;jlue aconteceu nos dias 17 e 19 de aprdporcionouas
situacbesmais sgnificativas em termos da manipulacdo de diferentes representacdes pelos
alunos pois foi desenvolvidauma atividade na qual puderam manipular vetores usando o

softwareGeogebra e visualizar seu comportamento ao gerar ou ndo um sobekgpanodo
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que a partir desses vetordsi feita a introdugéo dos conceitos de independéncia linear g base
na qual os alunos puderam vivenciar as etapas que podem levar a abstracdo, descrita por
Dreyfus (2002)

Foram necessarios dois encontros, emagravisao fossgeque somente um seria
suficiente, no entanto, contrariando a expectativa, na aula do dia 17 dedchil possivel
realizar a tomada de posicao e a maturacao, ficando a solucdo e a prova para 0 encontro a sel
realizado dia 19 de ahriDada a importécia de se respeitar o tempo de maturacdo dos
estudantes, que devem chegar nas solu¢gbes segundo seu ritmo, ndo seria condizente com ¢
Sequéncia Fedathi querer apressar ou pular etapas em face daléeaybapreestabelecido.

A construcao d significados plos alunos éempremais importante.

A utilizacdo @ softwareGeogebra foi essenciabfa popiciar aos estudantes
visualizacdo de propriedadede modo a usufruir dalgo mais concreto para apoiseus
raciocinics, enriquecendo suas regentacdes meais que auxiliam a estabelecer relacdes entre
objeto matemético e suas propriedades, de maneira flexivel, facilitando a abstracdo dos
conceitos de geradores, base e dimensao.

Inicialmente foi entregue a cada aluno um roteiro com algunuastdes dirigida
de modo que se trabalhasse inicialmente com manipulacfes algébricas a serem feitas no papel,
para entdo fazer a comparacdo com as manipulagdes feitas no Geogebra. As questdes estac
ilustradas na figura 31

Figura31l- Questdes da atidade realizada no Geogebra

01. Verifigue algebricamente se os seguintes vetores geram o R3;
A)u=(1,0,1),v=(1,1,0ew=(0,1,1)
Blu=(1,2,0,v=3,0,)ew=(2,1)
Cu=(1,20),v=(126,5 ew=(2,4,0)

02. Representgeometricamente cada item acima usando o Geogebra. Em seguida, salve cg
arquivo, separadamente, na area de trabalho (Arquivo => Gravar como) nomeado com
fis e u n o me _ EnTsEdVida, faca o que se pede:

a) Faca combinacdes lineares entre os vetores deteata descreva o que acontece a medidal
que os vetores vao sendo combinados.

b) Descreva o comportamento geomeétrico dos vetores que geram o espago e dos que ndo

03. No escalonamento dos sistetirsares dos itens B e C, feito na 12 quesiéorrem linhas de
zeros com as quaisbtemos equagdes. Insman os gr 8f i cos dos i ten
respectivamentejt i | i zando a fAj anelemsealeda®@ipgndabr a o (
a) Quas foramas equadesinserida e o que foiexibido?

b) Descreva aelacdes entre os vetores e o gréfico inserido.

c) O que h8 em comum entre o0os vetores de

Fonte: Adaptado de Figueiredo (2009).
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Nesa atividade os estudantes puderam trabalhar as habilidades de extrair
caracteristicas importantes e descrever o comportamento dos vetores no espaco vetorial R3,
verificando se 0s conjuntos de vetores dadoguestdo podem, ou ndo, gkrdAo trabalhar
eshis habilidades, esperamos que, gradualmente, os alunos pudessem generalizar padrdes ¢
abstrair os conceitos implicitos nas questdes propostas, mediante o estabelecimento de rela¢des
sobre os observavei.figura32ilustra a fase de maturagéo vivenciadasa sesséao didatica.

Figura32 - Estudantes manlpulando 0 Geogebra na fase de maturacao

Fonte: Pesquisa dire(ﬁOl?)

Na primeira questdo, os estudantes teriam que versigcdeterminados conjuntos
de vetores geravam o R3. Todos responderam usando sistemas de equacdes lineares, os quai
foram resolvidos pelo método do escalonamento. Trés alunos tiveram um poucaittiadiic
na resolucéo, pois se atrapalhamandaealizaamas operacdes sobre as linhas das matrizes
associadas ao sistentzoncluiram que somente os vetores do item (A) geravam o espaco R3.
Entdq foi feito o tratamento das representacfes simbolicas wpartimosdo registro
numerico (vetoretinha) e chegmosao registro matricialA figura 33 ilustra a resolucéo da

primeira questao feita por um estudante.
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Figura33- Resolucado da questéo 1 feita por um estudante
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A segunda questdo pedia que cadajwtdo de vetores dos itens (A), (B) e (C)
fossem representados no Geogebra, de modo que os graficos obtidos em cada item fossem
salvos em arquivos separados. Como resultados, tivemgsdgeeseis alunos, cinco
conseguiram fazer as combinacfes utilizarmlosoftware Houve a manipulacdo de
representacdediferentesem paralelo, em qugartimosdo registro numérico e chagosao
grafico, permitindo que o aluno estabelecesse as relacdes entre as representacdes de subespaco
A figura 34 ilustra alguns grafic®obtidos

Figura34 - Graficos construido por um estudante

B ; C

Fonte: Pesquisa direfa017)

Com base os graficos obtidos dos vetores da questéo 1, ilustrados na figus 3
alunos deveriam perceber que as combiesgips vetores em A resultam em novos vetores,
que, dependendo dos escalares escolhidos, poderéo ter sentidos e diségfes de modo

gue estao gerando todo o espaco R3, ou seja, estdo a formar infinitas retas e planos que passan
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pela origem. J& nogens B e C, os alunos deveriam observar que os vetores dados e as
combinacdes lineares entre eles estdo formando um Giaico, e que, portanto, ndo geram R3.
Vejamos no quadrd? breve andlise das respostas de trés dos sete alunos que
realizaram a atidade, selecionadas para ilustrar como procederam na sua realizagdo. As
demais respostas foram semelhantes, por issohodee necessidade de insks como

exemplo.A integra das respostas de cada estudante para essa questao se entpairdice

L.

Quadrol7 - Respostas dos alunos a questéo 2 (Q2)

Q2 Al A2 A3
(@) | (A) | Estdo gerando novogetores queg Geram R3, O sistema continua em um mes
também geram R3 e quando alg! sentido edando qualquer valo
escalar € negativo o sentido d positivo, ou negativo para Q@
vetores muda. escalares o0 vetor continua no R3
(B) | N&do geram R3, pois est@erando| Geram um| Fazendo as combinacgdes linear
um plano. Unico plano. | colocando qualquer valor para @
escalares o] sistema
indeterminao e esté fora do R3.
(C) | Nao geram R3, pois estdo geran Geram um Sistemaimpossivel que fazeng
um plano. Unico plano. | todas as combinagfes vai sem
parar em um ponto especifico.
(b) Nos vetores que geram um espi Quando og O vetor que gera 0 espaco no |
ndo existe um plano que passe | vetores geran| fazendese as combinacdes estq
todos eles simultaneamen| espaco naq direcionado com o primeirg
enquanto nos vetores que n| ficam no| quadrante e dependendo d
geram um espago R3, um pla] mesmo planol combinagdes esse ira mudar. N
passa por tods. Os que geram vetores que naogeram issO €
ficam. contrério.

Fonte: Pesquisa direfa017)

Segundo o quadrorlos alunos Al e A2 perceberam que em (A) os vetores geram
R3 e seu sentido dependeeakzalar utilizado nas combinacdes, e, em (B) go&yetores nao
geram R3. Ao comparar o0 comportamento dos vetores que geram e ndo geram R3, explicaram a
principal diferenga entre ambos com base na colinearidade e na coplanaridade ob&amadas
iISS0,a0 visualizar o comportamento dos vetores, os alpmdsram ampliar o conceito imagem
acerca dos conjuntos geradores e o significado da ideia de gerar o espaco R3.

Jé caluno A3 associou a descricdo do grafico com a discussao dos sistemas lineares,
feitana questao anterior. Diz que, no item (B), o sist&nindeterminado, possivelmenge)
razdode algum equivoco nas operagcdes do escalonamento. Ao comparar (A), (B) e (C),
direcionouse para 0s rumosque 0s vetores tomavam, conforme ia atribuindstirdos
escalares, no entanto, ao descrever 0s que ndmgapenas afirmou que acontece o contrario
dos que geranfssim ndo podemos afirmar que o aluno nao tenha compreendido o significado

de vetores gerarem ou ndo um espaco vetorial, uma vezeqiéo foneceu descricéo clara.
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A questao 03 explorommododecomo encontrar a equagao que descreve 0 espago,
ou seja, como determinar o subespaco gerado pelos vetores dos itens (B) e (C). Assin, esperava
se que encontrassem a equacad: X 6z = 0, tanto enfB) quanto em (C), de um plano que
contém todos osetores resultantes das combinacgdes feitas por eles nas questbes 01 e 02.
Deveriam perceber queem ambos o0s casos, todos 0s vetores pertenciam ao plano,
independentemente, dos escalares escolhidos psea da combinacbfe® que ambos 0s
conjuntos de vetes de (B) e de (C) estdo gerando o mesmo subespaco de R3, embora possuam
vetores geradores distintos.

A figura 3 ilustra a solugcdo de um aluno que inseriu o plano no grafico,
possibilitando a visualiz@io do subespaco R2 formado pelos vetores dos itens (B) e (C), no

Geogebra

Figu

gb

ra35 - Plano inserido no grafico da questao 02 por um aluno

Entrar

Entraca:

Fonte: Pesquisa direa017)

Na figura 3 ,podemos obser var n aquacdoainsaritiase od e
conjunto gerador formado pelos vetoges, v e w. Na AJanel a d&mogosual
plano passando pela origem contendo os vetores gesadds resultados apontaram ,cae
explorar o comportamento de vetores em R2 e R3,in@fe/orece a ocorréncia dos processos
de representacdo, pois explora qgdros numeéricoalgébricoe geométricodos vetores,
trabalhando dratamentoe conversaalos registros. Além disso, a mediacédo docente voltada
para criacdo de um ambiente invediigapdde propiciar garticipacéo ativalos alunos na
atividade proposta, na qual pudenaranipulare visualizar viasoftware o comportamento dos
vetores, realizandoombinagées lineares e observando se estes geravam ou ndo 0S espagos

dados.

(
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Realizadaa fase de prova da Sequéncia Fedaitmduzimos as discussdes para
chegara nocdo de independéncia linear. Para isgizando os resultados da atividade
realizada no Geogebrascrevenos na lousa os conjuntos dos itens (B) e (C) da primeira
questao datividade (veffigura31l), retirando um vetor do item (C), conforme mostfeyara
36.

Figura36 - Vetores da questéo 1

[(1,2,0),(3,0,1),(2,-2, 1)] = [(1,2,0), (12, -6,5)]

\ J
N - J v

(B) (C)

Fonte: Pesquisa direa017).

Com isso, fmos fazendo questionamentos, cuja discussdo remeteu a deca
independéncia linear. Vejamos os principais trechos dos didlogos nos quais os alunos chegaram

a esta nocao.

a7) PesquisadoraObservem que a gente tinha vetores diferentes, tanto no item (B)
guantono item (C) e apesar de serem diferentes eles geraragsmo plano, com
a mesma equacdo. Mas se vocé tirasse um vetor, sera que os vetores que ficariam
continuariam gerando o0 mesmo plano?
Igor: Formaria uma reta, ndo? N&o, é a mesma coismtinuaria formando um
plano. Continua o0 mesmo.
Livia: Mas no casotambem tem que verificar se... (trecho inaudivel)
Lucas Néao é... (trecho inaudivel)
Igor: Nao, mas o plano mudou, eu acho...
PesquisadoraObservem o que acontece. Vejam isso utilizan@Geogebra.
John: o plano € o mesmo.
PesquisadoraObservem que o camto (C), com dois vetores, gerou um plano.
Este outro, (B), com trés vetores gerou 0 mesmo plano. Excluindo um vetor em (C),
o0 plano permaneceu o0 mesmo. Agora vamos analisar um pooquaik de perto...
Sera que existem escalares cuja combinacao se@ &1, 2, O
Alunos: 1e-1
Pesquisadorae se eu pegar agora: (3,0,1)= (1,2,0)0+__ (2,2,1)
Alunos: 1el
Pesquisadorae se eu pegar esse outf@, 2, 1) = (3,0, 1)+ (1,2,0)
Alunos:-lel
Igor: Entdo, quer dizer que nesse exemgada vetor € combinacao linear de outro.
Pesquisadoralsso, em (B), cada vetor € combinacdo linear dos outros. Mas, e em
(C), sefiermos: (1,2,0)=__ (126, 5), tem algum escalar que torna a igualdade
verdadeira?
[siléncio]
Alunos: ndo
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Pesquisadra: comparando as combinagdes feitas com os vetores de (B) e de (C)

0 que eu posso afirmar?

Ivo: que em (B) cada vetor é combinac&eehr dos outros dois e em (C), nao.

Pesquisadora:Considerando essa combinacao linear entre eles, que relacdo e

possivea f i r mar que existe entre 0s vetor es
(17.1) Ana: Cada vetor é linearmente dependente, é isso? E bem isso...

Igor: Que odeterminante é igual a zero.

Lucas Que \ vai depender der\e v pra ser combinagéo linear.

Igor: Que o numero de coordenadé igual ao niumero de vetores...

PesquisadoraSe for comparar o vetor (1, 2, 0) em (B) e o vetor (1, 2, 0) em (C), o

queposso afirmar?

John: Que o primeiro é uma combinacao linear de dois vetores.

PesquisadoraE o outro?

Lucas Nao tem como fazer umarabinagéo.

Pesquisadora E se compararmos (B) e (C), se.

O que posso dizer em relacéo atovdl, 2, 0)?

Ana: Eles sao linearmente independentes.

PesquisadoraE qual seria dependente e qual seria independente?

Ana: (1, 2,0) é independente, nestes dois vetores, e o outro € dependente.

PesquisadoraEntéo, vocés estdo me dizendo que essevelnres de (C) séo LI

e gue estes tres vetores de (B) séo LD.

O didlogo(17) ilustraa maneir&comose deua mediacdo docenteacondugdodo
debateque lewu os alunosa nocdode dependéncia e independéncia lind#ilizando os
mesmosvetoresmanipulados em atividade anteriosestudanteforam questionados quanto
a possibilidade deealizarcombinacao lineaentre elespara quepercebssemrelacbes de
dependéncia independéncidNa fala (17.1)a aluna percebeu a independéncia linear, fazendo
com gueos demaiestudantesomecassemna olhar 0s vetores nessa perspectira.seguida,
tivemos a fase dprova em que foi formalizado @ssunto e apresentada a definicdo de
independéncia lineaNa sequgcia, foi feita novatomada de posicdaesa vez com objetivo
de abordaa nocao déasede um espaco vetoridVejamos trechos do dialogme culminou

na nocéo de base

(18) PesquisadoraQuando havia trés vetores em (C), o conjunto era LI ou LD?
Alunos: LD.
Pesquisadora: Quando tirei o terceiro vetor, que pode ser escrito como
combinacgéo linear dos outros, o0 que aconteceu?
Igor: Ficou LI.
PesquisadoraObservem que ficou LI, mas continuouayeto o plano. Ele era LD,
quando tinha trés vetores. Foi retirado um e eles continuaram gerando o plano. O
mesmo plano, a mesma equacao. Entdo, agora que tenho um conjunto que é Ll e
gue gera o subespaco, irei chamaquele plano (plotado no grafico donte(C))
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de S, subespaco S. Em (B), tenho um conjunto LD que também gera, mas se eu tirar
um vetor o que acontece? Sera que o plano continuard o mesmo?
[...]
Livia: gera.
PesquisadoraVerifiguem noGeogebra.
Lucas E se deixar s6 um?
PesquisadoraApague os outros dois, no item (B) e veja o0 que acontece.
Lucas Gera tambéem.
PesquisadoraVejamos, vou apagar u e v. O plano ainda esta la, mas observem
um pequeno detalhe, quando faco combinacdes linedreom um vetor, 0 que ira
gerar?
Ivo: Uma reta, somante!
Liviaz: Uma reta.
PesquisadoraUma reta, pois a medida que for colocando escalares, estes serao
multiplos e continuardo na mesma reta. Entao, s6 uma reta gera um plano?
Lucas Nao.
PesquisadoraPara gerar um plano o que preciso ter?
Livia: Duas reta.
PesquisadoraEntédo, nesse caso, posso retirar vetores, porém tem um limite para
fazer essas retiradas e continuar gerando o subespaco. [...] E observem que quando
retirei o0s vetoma&rsdoo,e eelsetsavfaimc afirsaonb L
gerando. Porén, se retirar mais vetores, ele ndo gera mais. Entdo, 0 que posso
afirmar em relacdo a esses vetores que sao LI e que geram? O que irdo formar,
considerando que ao retirar vetores eles ndo geram massib@spaco e ao
acrescentar vetores eles deixam deldemas continuam gerando?
(Siléncio)

(18.1) Livia: a base!
Pesquisadorano caso eles formam a base do subespaco que eu chamei de S.
Livia: e a partir deles vai gerar outros.

O didlogo (18)mostracomo se deu a introducédo da nocdo de base de um espaco
vetorial, na quabs alunogonseguiram chegarestano¢éo,observando o comportamento dos
subespacos ao incluir e excluir vetoreem o qualvisualizaram os resultadosediante
representacdes algébrica e geométrica, utilizarmtdwareGeogebra. Na fal(18.1) temos o
momento em que uma aluna percebeu quete/a de uma base

Em seguida, foi realizada a fase da prova, em quadstiada a definicdo formal
deindependéncia linear e base. Foi feita uma nova tomada de p@sEdado que os alunos
verificassenalgebricamentse os vetores do item (B) formawaima baseA figura37 mostra

0 momento em que um aluno apresentou sua solucéao.
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Figura37 - Aluno na fase da solucAapresentando uma

guestao sobre base

Fonte: Pesqgsh direta (2017).

Resumindo, nesta atividade fpossivel: onstruir o significado de conjunto
gerador; explorar as relagdes de dependéncia e independéncia linear; evidenciar que um mesmo
plano pode ser gerado por conjuntos distintos de vetores e coosa@rgara encontrar sua
equacao; incluir e excluvetores chegando ao conceito de base. Assim, 0s estudantes puderam
utilizar mais de uma representacao em paralelo, sendo levados a estabelecer ligacdes entre elas

Nasesséo didatica 6 objetivo da med@icédo era lear 0s estudantégpercecao G
necesklade da base ser LI, possuindo a quantidade minima de vetores para ser formada, para

com basaisso, observando o nimero de vetores na base, introduzir o conceito de dimensao.

(19) PesquisadoraPosso dizegue os vetores u, v e w sdo uma base do R2?
Lucas Nao.
Lucas Nao.
PesquisadoraPor qué?
Lucas Porque tem trés vetores.
Ana: Tem dois que sao multiplos.
PesquisadoraMas, por qué preciso de vetores LI para poder ter uma base?
Iris: E por causa do plar®
Igor: Entdo, o numero minimo de vetores seria dois. J& que n0s estamos no R?, se
nos tivéssemos no R3 0 nimero minimo seria trés.
Iris: E por causa do plano, porque se tiver s6 um vetor pode passar inimeros
planos por ele. J& com dois vai ter apenas Unicoplano que passa pelos dois.
PesquisadoraObservem, que o fato dele ser LI esta dizendo alguma coisa em
relacdo a base, em relacdo ao vetores que vao formar a base.
Ana: Acho que garante o0 espaco que ele esta formando.
PesquisadoraObservem aelacéo efre a indepedéncia linear e a quantidade de
vetores na base...
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(19.1) Ana: Deve ser minima, ndo?
PesquisadoraE o que garante que essa quantidade vai ser minima?
Ana: O espaco que esté gerando.
(19.2) Lucas Que eles formam uma base, ai sigaifque vai ser minimo.
(19.3) Ana: Ele ser LlI.

Nas falas (19.1, 19.2 e 19.3) os alunos demonstram compreender a relagéo entre a
independéncia linear e a quantidade de vetores na@aseisso prosegumosabordando a
dependéncia e independéncia lindarvetores por meio da insercdo deedsosvetores no
grafico desenhado na lousam oqual falanosdo teorem# da base éiciamoso contetido
de dimenséao, f&ndoumatomada de posicaao questionar quargosetores terdo uma base de
R2, R3, R etc. e popor um exercicio corn objetivo de levdos a perceber que o nimero de

vetores na badernecea dimensao do espaco.

7.2.2Mediacaodos dialogos ebordagem ds representacdes

As aulas descritas no topiemteriortrouxeram trechos dos didlogos viveauns
em sala de aulggue foram analisados considerando a comunicagdo estabelecida entre os
participantes e a respectiva mediacdo do engiem disso, utilizamos como categoras
fases da Sequéncia Fedathi, os processos de PMA definidos por Drep)sg20conceito
imagem e conceito definicdo descsipmr Tall (1988, 1995).

Nos didlogos descritoem 7.2, houve a integdo de propiciamosa construcao
conceitual partindo doelineamento daonceito imagemeferente a cada contetdo estudado,
usando pia iISSO perguntas que suscitavam reflexdes e questionamentos sobre os conteudos. A
elaboracdo dos conceitos se deu com o estimulo ao desenvolvimento de habdmades
observargdescrever, comparar, classificar, inferir, relacionar, visualizar, gersgralabstrair.
Estes processos tiveram sua ocorréncia manifestada nos dialogososngées estudantes,
sobretudo nos momentos de conflitos e duvidas que aos poucos iam senddcsumediante
a troca e confronto de ideias entre os estudantes.

O quadrol8 ilustra as perguntas utilizadas e 0s principais processos mentais

suscitados.

2 Teorema da base: Se um espaco vetorial V tem uma base com n vetores, entdo toda base para V tem
exgdamente n vetores (POOLE, 2011, p.410)
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Quadrol8i Sintese das perguntas e processos mentais mobilizados nos didlogos

L . . Processos mentais
Dialogo Conteudo Sintese da pergunta geradora assoéados
(1) Vetor [...] 0 que é um vetor? Extrair e definir
2 [...] serd que existem outros conjuntos gy Observar, comparar
Espaco permitem estas operacbes? descrever
3) vetorial [...] como vocés descreveriam um espag Observar, sintetar e
vetorial? descrever
(4) (Aluno) Existe vetor no R1? Observar e refletir
[...] que caracteristicas um subconjunto g
(5) um espacgo vetorial precisa ter para tambsg
ser um espaco vetorial? ObseiB/:rr]iifcigerlr;parar
(6) [...] se ndo tent que verificar os dez
axiomas, o0 que € preciso verificar?
@) Subespago (aluno) [...] por qué s6 essas duas condicq 332;%?;
(8) (Grafico) A reta I;j| ee lgg; subespaco vetori Observar e compara
Verifique se o conjunto U de todos pnmjtos Manipular, comparal
(9) (x,y) em R], tais :
> e abstrair
subespaco de Rz
(10), (11) | Combinagéo [..] 0 que é uma combinacao linear? Observar, extrair,
e (12) linear 104 & ' descrever, refletir
Subespaco | [...] Posso chamar v e w den conjunto A = Ob_serv_a & desc_re_ver
(13) : . visualizar, definir
gerado {v,w}. Me digam o que estacontecendo? .
generalizar
. Observar, comparar
(14), (15) Conjunto Os vetores geram R3? conjecturar,
e (16) gerador manipular
(17) Independéncig  [...] se vocé tiraum vetor os que ficam Observar, extrair e
linear continuam gerando upiano? descrever
(18) [...] guando havia trés vetores o conjunto ¢ Observar, comparar
?
Base . LI ou LD? | descrever
(19) [...] Posso dizer que os vetores u, v, w s§ Observaycomparar ¢
uma base do R3? descrever

Fonte:Pesquisa direté?017)

(equilibracdo)quando juntao exercicio constante dos processos mentais descritos no quadro

16, pode favorecer a manifestac@generalizacéo e da abstracdo, pois pressupde a reflexao

Compreendemos que a busca pela superacdo dos desequilibrios cognitivos

sobre os objetos estudados, contribuindo para a expansa@oato imagene apreensao do

conceio definicdo O dominiodo segundaambém contribu& para o aprimoramento do

pensamento matematicogidiscentes, a medida que puderem afdicioutras situagdes. A

figura38resume esta analise
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Figura38- Os didlogos e a media¢do docente na proposta da SF
MEDIA(;f\O NA SEQUENCIA FEDATHI

o10® desequilibrios (oWGA° descobert,

CONCEITO PROCESSOS CONCEITO
IMAGEM DE PMA DEFINICAO

LwWooOor T O
NWoOOoO T =T O

TOMADA DE POSICAO

MATURACAQ SoLUCAQ

Fonte: Pesquisa direfa017)

A figura38destaca fato deque anediacao docente na Sequéncia Fedathi permitiu
a interacaalos participantes, adotando uatdudedisposta a escutar os estudantespeitando
suas ideias, raciocinios e pontos de vista, mesmo gue estes nao estivessem em acordo com ¢
comunidade cientifia, comaocorreu conos dialogos (8), (9) e (16), em que, apesar de alguns
equivocos, o0s estudantes conseguiram cligaspostasgperadas sem qus corrigissemos
diretamente.

Ao agir dessa maneira media¢éo docente, nos pressupostos da SequédathiFe
pode contribuir positivamente para a construcaoateeito imagengue os alunos passavam
a ter do contetudalesdeatomada de posicadEm meio a perguntas, conflitos, duvidas, erros,
acertos etc., conforme ilustra a figura 25, foram mobilizadosepsos de PMA, e, cepante
acontecia a mediacdo, apoiada em perguntas que fomentavam os dialogos,-sthegava
formacao daonceito definicdppropicio a acontecer na faseptava

Assim, ndo houve um ensino focado na transmisséo de conceitos ebdsfigng
sua forma final, mas o cuidado para que estes emergissem nas discussbes, de maneira
significativa. A qualidade dos @bgos foi reflexo da mediacdo docente, disposta a escutar o
gue os alunos tinham a dizer, ao mesmo tempo em que havia um diresitmam ensino,
instigandeos a agir, refletir sobre as caracteristicas e propriedades dos contetudos, buscando
evidenciar aselacdes e significados.

Nos didlogospercebemos que as fases de maturacdo e solu¢cdo aconteceram quase
em paralelo, a medida qgigen sendo feitas as perguntas e 0s alunos expunham seus raciocinios
maturando as ideias, apontando aspectos relevantasaleda hipéteses, dividas, erros, iam
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chegando numa solu¢gdo mantendo uma linha coerente de raciocinio, que ia sendo construido
com aparticipagao de todos os envolvidos, embora n&do fosse uma construgéo imediata, pois
sempre havia conflitos e duvidas ques gmucos iam sendo esclarecidos. Assim, havia os
desequilibrios cognitivos necessarios a construcdo do saber.

Olhando esses dialogosais de perto, percebemos que os alunos eram levados a
extrair, classificar, sintetizar, generalizar e abstrair, favorecerekercicio dos processos de
PMA. Issq sem duavidafoi facilitado pelos recursos e estratégias utilizadssaulas, uma vez
que as representacbes desempenham papel fundamental na atividade matematica, servindo
como instrumento para se alcancar a gdizag@o e a abstracaddesse modaoonvém se ter 0
dominio de diersasrepresentaces de um conceipmrquantoé essencial para ser
flexibilidade de pensamento e estabelecer relagdes entre os objetos em estudo.

Além disso, ao proporcionar ao estudaatiberdade para se comunicar e expor
seus raciocinios e ideias, a Sequéncia Fedathi se diferenciou dos modelos tradicionaig de ens
de néxigindo uma postura flexivel e aberta ao dialogo. Assim, a comunicacao se deu baseada
na valorizagao do pensante e fala dos discentemm vez de uncomportamentalocente que
remetessaimposicao ou autoritarismo.

No que se refere a mareitomo as representacées matematicas foram trabalhadas,
realizamos a analise dos dados utilizando as etigmsitas por Dreyfus (2002).s8im, de
acordo com os resultados obtidos, elaboramos o quagijad mostra o uso das representacoes

matemaéticas ilizadasdurante o @rso de Introducéo a Algebra Linear.

Quadrol9i Tratamentos e conversdes verificadas nas sessbes didaticas

Sessio Manipulacédo de Manipulacdo de Processos de
. Conteudo uma unica distintas representac@s .
didatica ~ PMA associados
representacéo em paralelo
Operacbesam n-uplas => gréfico : .
Vetores vetores algébrico => gréafico Vlsuallz_agag
! Espacos Verificagdo dos Generalizacdo
Pagt -ag - Abstracdo
vetoriais axiomas
e R _ —
5 Subespa(;o Verificagdo dos graflcq _algetgrl'co Visualizacio
vetorial subespacos algébrico => grafico
Comblnagao VerlflcggaONdas matricial => linguagem Abstracio
3 linear combinacbes natural
Subespaco ) n-uplas => gréfico Visualizacdo
gerado grafico => algébrico Generalizagéo
4 Geradores V(_arlflcagao ds algébrico => gréfico Visualizacéo
conjuntos geradores
Sugfjgggo Verificagcdo algébricg n-uplas => gréfico Visualizacao
5 9 N de conjuntos gréafico => algébrico Generalizagao
independéncia o e ~
i geradores, algébrico => grafico Abstracdo
inear e base
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independéncia linea| grafico => liguagem
e base. natural

Fonte: Pesquisa direfa017)

Na abordagem das representac@stetizada no quadrb8, observamos qu@a
sessdo didatica,las representacfes de vetores passaram npalancasdo registro
numericoalgébrico para o geométrico em duas e trés dimensdes, favorecendo a assimilacao e
visualizacdo do conteado mediaatenanipulacao deariacasrepresentacde=m paralelo

Os espacos vetoriais foram explorados por meio de exewliglivéos em que 0s
aluncs utilizaram inicialmente uma Unica representagiodentificar e verificar os axiomas
dos espacos vetoriais. Assim, estes exemplos favoreceram a construcdo do conceito de espacc
vetorial podendo culminar nsuageneralizacao e atoacao.

Na sessao datica 2,foi imprimida énfase aos aspectos geométricos dos espacgos
vetoriais, cujo foco era a visualizacdo de propriedades implicitas, enfatizando aspectos
conceituais essenciais a compreensao do conteudo. Houve tratamento algiiréalose
a represntacdode n-uplas paraverificacdo das propriedades dos subespacos, bem como
aplicacdode exemplos e contraexemplos de subespacos vetcoimie meio de ampliar a
percepcédo do conceito pelos estudantes

Na sessao didaticg Bouve aconversao do registmmbadlico (combinacao linear)
para o registro em lingua naturah queos alunos foram convidados a elaborar uma defini¢cdo
de combinacdo lineacom amparo a observacdo de um exempllém disso, pos as
manipulacdes de vetores nedgebrafoi possivelchegar no conceito de subespaco gerado, no
qual utilizamos, paralelamente representacbes gréficas e algébricas, observando o
comportamento dos vetores ao reahzasas combinagdes lineares gaftware Isso remeteu
aosprocessos de visualizacédo, geneeglao e abstracaque poderiam ser vivenciados pelos
alunos conforme estabelecessem as relagdes pertinentes.

Na sessdo didatica 4contecew tratamento do registro algébrjano qual os
alunos puderam verificar conjios geradores, chegando eles piaga técnica de resolucao.
Também foi usado registro gréafico para visualizacao de vetores geradores no plano e no espaco.
Além disso, os alunos fizeram exercicios para determinar os geradores de espacos vetoriais
dados, pdendo observibs sob perspectigaliversificadas

Na sessao didatica toram procedidos atamentos e conversfgesmetendo aos
processos de visualizacdo, generalizacdo e abstracdo dos conceitos de combinacao linear,

geradores, independéncia lineab&se.Registrouse maior destaqués transformacdes de
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registros, pois os proprios alunos usaram o Geogebra numa atividade que os levou a manipular
vetores e realizar tratamentos e conversdes, observando atentamente os comportamentos dos
vetores e subespas. Assim, passaram do registtonerico para o grafico e do grafico para o
registro em lingua natural, bem como realizaram tratamentos nos registros algébrico e grafico.

J& na sessao didaticagbie tratou dos conceitos de base e dimensao houve o uso de
representacdo geomeétrica e algédoriem que a primeira teve o intuito de rever o
comportamento dos vetores LI e LD no plano, relacionarsda caracterizacdo de uma base.
Enquantdsso,a segunda levou os alunasbservgao do vinculentre o nimero deetores
na base e a dimensao doaggp Em seguiddoram feitos exercicios em que os alunos deveriam
verificar a dimensao de espacos vetoriais dados.

Assim, os conceitodoram trabalhads usando diersificadasrepresentacdes em
paralelg auxiliando na vigalizacdo e percepcaelas, trangpondoa manipulacéo algoritmica,
corroborando com as ideias de Dreyfus (20§@ando defende a importancia de trabalhar no
ensino convariasrepresentacfesle modo a levar o estudante a desenvolver habilidades de
transir entre uma representacdo e quampliando sua visdo do conteudo e obtendo
flexibilidade de pensamento.

N&o se tratano entantoapenasde trabalhar representacdes, nsabretudo, ter
consciéncia de como conduzir e mediar 0 ensino para a compreensdo da necessidade dess:
mudanca deegistros, bem como de seus significados intrinsecos. Nesse semtithmlas as
sessOes didaticas postura ea mediacdo docente fam respmsavés pela qualidade da
abordagem das representac@estematicaspermitndo a acdo direta dos estudantes, cuja
maturacdo aconteagrespeitandese o tempo dos alunos fornecendo as oportunidades de
manipulacaale representacdes distintas, em paralelo

Além disso, 0 ponto de vista do conceito imagem e conceito definigéscrito
por Tall (1988;1995) observamos wp, natomada de posicdam contexto inicial das aulas
proporcionou a mobilizacdo de conhecimentos prévios, evocassion, as imagens meista
necessarias a formacgéo do conceito imagem referente ao novo conteudo, introduzido em cada
sessao didatica. Assjm conceito imagem comeca a ser trabalhado dgsidéeay mas o foco
é a sua formacéo sendo viabilizadacursodas fases da Sequéncia Fedathi, criaagsim, a
base para a apresentacdo do conceito definicdo, que surge somente apos processés de reflex
sobre as relacdes e propriedades dos conceitos estudados.

Na fase dematuracag aconteciaa construgdo do conteiimagem referente ao
contetdo d cada sessdo didatiGm que,com apoio enexemplos, a mediacdo docest

utilizava de questionamentosrpafomentar o diadlogo, a interacdo e a reflexdo sobre os
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conteldosestudados. Naolugdq a exposicdo das estratgégide resolucao e do raciocinio
utilizado pelos estudantess mostrava como estes estavam compreendendo o conteudo,
fornecendpassim, dadosobre o conceito imagem que estava sendo formado por eles.

Na prova a formalizacdo do contelddo proporcionava@oximacao entre o
conceito imagerftrabalhadoa aula) e @onceito definigdouma vez que as definigdes formais
sé eram expostas apds asuelantes terem explorado os conceitos de maneira intuitiva.

Desse modo, a Sequéncia Fedatldporcionou um ensino em que 0O conceito
imagem referente aos contetidos da Algebra Lingagxiplorado de maneira reflexiva e de
acordo com o tempo de maturaca@s é&lunos, sendo que ndo houve a transmisséo direta de
conceitos e definicdes em sua formaafj mas o cuidado para que emergissem nos dialogos,
de maneira significativa, possibilitando a construcdo gradativa das imagens conceituais em

Algebra Linear.

7.4 As impressdesios estudantes sobre a Sequéncia Fedathi

Neda sessdptratamos de verificaas impressdes dos discentes sobre a vivéncia da
Sequéncia Fedathi, visand@onhecer os reflexos da mediagéo docente nas suas percepgoes.
Com efeitg o significalo da palavra impresséo se refere as ideias recebidas, ou mesmo, as
sensac0Oes vividas pelostedantesao depararem uma metodologia que romgmen o contrato
didatico a que estavam habituados.

As informacdes foram coletadasm amparo enmstrumentos agtadoslogo apos
o curso ddntroducéo a Algebra Lineapor meio de questionarioemtrevista coletivae no
decorrer dagrupo de estudosriado para apresentaSequéncia Fedathios cursistacujos
dados foram coletados por meio de foruns de discusdiziee questionario impress@® grupo
de estudogeve duracdo d20h, semipresetial, utilizando o ambiente virtual Moodlepm
foco noestudo da Sequéncia Fedatio, qual participaram quatro alunos que concluiram o
cursode Algebra LinearOsdetalhes estdo descritos no capitulo 6.

Desse modo, ara compreender como 0s alumpesceberana experiéncia com a
Sequéncia Fedathno dia28 de abril, gp6sa ultima sessao didatica do cursolaigoducao a
Algebra Linear, realizamos com os seis estudanteepies na aula, uma entrevista coletiva
na forma de grupo focalregistrada em audidNa ocasidogles ndaconheciam a Sequéncia
Fedathj uma vez quedurante o cursmada foi mencionado sobre aspectos metodoldgicos das

aulas.
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O quadro20 apresentas pmcipais respostas obtidas, trazendo as peagueitas
pela pesquisadora (representadas pdr & unidades de andlise ilustrando recortes das

respostas dos discentes (representadasqerad ideias centrais obtidas dessas falas.

Quadro20i Trechos das principais falas dos estudantes no grupo focal

Pergunta Unidades de analise Ideia central
R1. [...] A gente fica tentandentdo, um dizma palavra, outro
diz outra coisa. Um diz uma coisa errada, outro diz outra ¢{ Interacao e
errada, mas isso vai estimulando que a gente va pensan( descoberta
lembrando e acabe descobrindo aquilo que vocé
P1. O que | perguntando.
voces tema | R2. [..] a genteaprende na disciplina pra verificar que é LI, |~
dizer sobre a e af : o ox Enfase aos
_ e tudo mais, s6 que aqui a gente consegue ter uma visao difg sianificados
maneira Como por que é LI? Por que é LD? g
0S conteudos "3 [...] a gente € o principal agente do conhecimento, voc .
foram P . Autonomia
esta faciitando isso.
trabalhados ad ~ .
longo do R4. [...] no geogebra nés conseguimos ver porque gquan
curso? sistema tem solucdo gera um plano. Enfim, tudo isso. | Visualizagcéo
consegue ter uma visao diferente daquilo que é passado n
de aula.
R5. N&o tem discusséo entre os alunos. Interacéo
R6. La passa s6 a definicdo. Nao tem como imaginar, sem
P2. por exemplo, no Geogebra... a gente vé muita definicdo € Visualizac3o e
Comparando g sabe fomalizar aquilo, pois € ruim de imaginar. Mas, através ima inagéo
que Geogebra que vocé passou, ficou melhor para imag ginag
vivenciaram | realmente como é que forma as coisas...
no curso com| R7. [...] ele ndo vai chegar pra cada um e perguntar se Interacao
as aulas a que entendend ou ndo ¢
estéo j o .
habituados. o| R8:[-] um da uma opinido, o outro completa ai forma U
que " | opinido s, mas em sala cada um tem a sua, ai ele expli Interacéo
observaram? | modo geral e pronto.
R9. Simporquevocé vé como é que esta sendo aplicado aq . L
PR Visualizacdo
E desenhar no caderno é muito dificil.
Visualizacao;
R10. [...] Eu fiquei sempre imaginando, lembrando como foi| Imaginagéo;
P3. 0 no computador. Representacac
Geogebra mental.
ajudou na | R11. Agente viu no Geabra como funcionam as combinac{ Representacgde
compreensao| lineares, mas na pratica aprende apenas a calcular sistema] em paralelo
dos conceitos A P ~
estudados no R12. Achq que é qundrilmental 0 geogebrNa no inicio QO CUrSO| Representacad
5 a partir disso vocé vé o que formaEntdo, da pra imagina mental:
curso: estulando as definigdes, outras imagens na cabeca da gen| .. . _ ’é0'
gue a gente esta fazendo. Por causa que a gente faz coisa _ QN '
sabe nem o que que esta fazendo. Imaginacao.

Fonte: Pesquisa dieef2017)
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Quando falaransobre a maneira como os contetudos foram trabalh@IbDs os
alunos explicitaram livremente opinides que remeteram a uma recepg¢ao positiva da interacéo
vivenciada entre elesgse os contetdos, destacarsicomo ideias centrais o0s significados
matematicoso desenvolvimento da autonomia e a oportunidade de visya@aroutros
pontos de vistas contetdos trabalhados, saindo da visdo algébrica que costuma prevalecer no
ensinotradicional.

Em P2 ao comparar a metodologia adotada no curso com o engim @stavam
habituados, os estudantes relataram que, neste ultimo, ha pouco espaco para troca de ideias
entre os participantes. Mencionaram a dificuldade de imaginar os ospeetta vez que o
ensino se da mediante a apresentacdo imediata das defitogdasdo a visdo do contetdo
mui t o | Lanpastaasd adefinido. Nao tem como imaginar, sem ver... [...]a gente vé
muita definicdo e ndo sabe formalizar aquilo, poisiem de i (R&)gi nar oO.

Desse modo, implicitas as faldss estudantegsta a prcepcao da interac@ms
participantes, bem condp incentivo a visualiza¢do e imaginacao dos conceitos e definicdes,
sobretudo no que se refere ao usosdftwareGeogebraP3), em que foranmunanimes em
apontar as vantagens de seu uso no enfsioditando a compreensans conteddosAssim,
destacarapse as representacdes mentais e a oportunidade de trabalhar com representacdes em
paralelo.

Apo6so grupo focalaplicamosum questionario com questfes abertas, buscando
verificar as impressdes dos alunobreoa maneira como os conceitos foram trabalhadaso
de perguntasa recorréncia aGeogebra & fase dasolu¢cdqg marcada pelapresentacao das
resolucdes na lous@inco alunos responderam a esse questioriai@ analisepresentamos
as respostasomo unidades de andlise e idsias centraisobtidas de cada respostpe
sintetizan a visdo dos estudantesbre cada assuntaegtionadoAs perguntas na integra estéo
no ApéndiceM.

O quadro2l ilustra as respostas referentes a maneira como se deurdagem
metodoldgicados conteudosem especialas impressdegue ficaramsobre a construcéo

conceitual incentivada nas aulas.

Quadro21 - Respostas dos discentes sobre a metodologia do curso
Unidades de Analise Ideia central

Infiga g cwniovdadt wﬂﬁma%c& m& rad; f5 ol amn WW L
AL | 28 Al vadey_ornds Joa®  dipgin ok A coms i [Pmakingde B s dui Curiosidade
qau,/ﬂ&v/‘ LS (ﬁj&"«v«av;ﬂ}mw ma »ala

T
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Imaginacéo
(formacéo do
conceito
definicdo)

A2

Interacéo e
curiosidade.

A4 MWMQMM_MM Interaco e

o ala. um@fa\ e snterssende aprendlzagen-

Uso de
exemplos
(formacéo do
conceito
imagem)

A5

Fonte: Pesquisa direa017)

Nas respostas do quadpd, destacaranse, como ideias centraicuriosidade,
imaginacéo, interacdo, aprendizagemus® de exemplosSegundos os relatos, o ensino
proporcionou a curiosidade mediante os questionamentos que iam sendo propostos, cuja
discussdo remetia a imaginacdo das definicbafonne seia avancando @am o conteudo.

Nesse aspectophveindicios do quanto a Sequéncia Fedathi pode contribuir para a construcao
do conceito imagem e do conceito definicao, jmegundasfalas dos estudantes

A2.(...) me fez tentar imaginar a dafjdo a cada passo daaeaminho da defini¢&o.

A5. E importante o uso de exemplos simples antes de explicar o contetido pela
definicdo formal, pois isso permite uma melhor visdo do que as definicdes afirmam,
e isso melhora a compreenséo do contelido estiga a estudar mais.|.

Paraos alunospoder imaginar as definicdéacilitou a compreensao tornando a
abordagem dos conteudos interessastdretudo pelaso de exemplogue os instigou a
estudar mais o assun#d.interacdo como momento de trada informacgdes, saberes e ideias
também foi mencionada nas falas afirmarem que as discussdes vivenciadas auxiliaram na
compreensao dos conteldos.

O quadrd2traz as respostas referentes as impressdes dos estudantesag uso

de perguntas como estégias de mediacdo do ensino.
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Quadro22 - Respostas dos discentes sobre o0 uso de perguntas para mediacédo do ensino
Unidades de Analise Ideia central

Novas ideias

Curiosidade e
reflexao

Curiosidade

Curiosidade

Reflexdo e
autonomia

Fonte: Pesquisa direa017)

Assim, 0s estudantes destacaram o surgimentauttas ideias como resultado da
reflexdo estimulada pelos questionamentos. Todos perceberam as perguntas como elementos

essenciais da mediagdo docente, paisntivavan o raciocinio, a curiosidade e novas ideias
resultando no desenvolvimento de sua autonomia

Quadro23- Impressbes dos discentes sobre a fase da solucéo
Unidades de Analise Ideia central
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Fonte: Pesquisa direa017)

Quantoa fase da solucgalescrita no quadr®3, os alunoglestacaram que fato
deapresentar suas solucdes na Idasditou o aprendizado, sobretugdor viabilizar a troca de
ideias e exposicdo de caminhos que levam a mesma sdiméora tenha reconhecido sua
importancia, m aluno expressodurante a realizacao do grupo fosantimentos de receio de
estar expostaos questionamentos da turn@amanento em que apresentou a solucdo de uma
questao trabalhada em sala

O quadra?4ilustra as respostas dos alunos sobre o que acharam dosgdtwadoe

Geogebra para manipular vetores e subespacos vetridde R

Quadro24 - Respostas dos discentes sobre o uso do Geogebra nas aulas
Unidades de Analise Ideia central
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Fonte Pesquisa diret2017)

Corroborando o que foi dito no grupo foca§ estudantes foram ammes em
destacar o quamo Geogebrgermitiu a visualizacadas definicbeso incentivo dmaginacéo
dos conceitodacilitando a compreensao dos contetdassim, segundo seus relatos, foi um
recurso essencial na apreensao de significado e consequente construcdo do conceito imagem

referentes aos contetdos de subespacos, geradores e base.
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Durarte a efetivacdo @ grupo de estudpgoram realizados dois férungara
discussdo no ambient®loodle para abordar as fases da Sequéncia Fedathi. Antes da
participacdo nos forunslesforam orientados a realizar leitura tixtode Souza (2013jue
caracterizava as fases da Sequéncia Fedathi. Sintetizamos noZjuaslfrncipais falas que
retratamno forum 1, as impressdes dos alunos sobre a tomada de posicéo e a mgtocacao

férum 2, a solugéo e a prova.

Quadro25 - Trechos das principais falas nos foruns de discussao
Unidades de Andlise Id eia central
R1. [...]indica que o professor deypeoporcionar uma maior autonomia
para o aluno, e levdo a desenvolver o raciocinio matematico, através ¢
exploracdo, compreensdo e investigacao |...]
R2. Acredito que seja de grande importancia o professor medir o grau
conhecimento dos alunos antes de apresentar o problema para poder
aplicar essa metodologia, pois muitos alunos tem niveis de conhecime
desiguais. Autonomia
R3.Segue serd também importante trabalhar o nivelamento da turma.
R4. Outra etapa bem interessante € na fase de maturagdo. Quando e} Experimentacac
interagdo entre os alunos e o peetor, sendo que isso contribui e muito
aprendizagem, pois 0s alunggestionam uns aos outros e ao professor| Raciocinio
R5. Esses questionamentos ¢ ha maturacdo s6 vem a contribuir pal  matemético
que os alunos reflitam e possam adquirir o conhecimento de manaisa
sdlida. Interacéo
R6. o professor deve levar seus alung@sm@astruirem suas aprendizagens
partir das experimentagdes e constatacdes feita por eles no decorrer ¢ Investigacéao
aula.
R7. o problema proposto deve proporcionar uma maior autonomia par Planejamento
aluno, e levdo a desenvolver o raciocinio matemético, atraves da
exploracéo, compreenséo e investigacdo de problemas matematico. M Nivel de
antes de passar qualquer problema o professor vai ser um investigad¢ conhedmento
sua sala de aula, fazendo um diagnéstico para saber o nivelguirma dos alunos
se encontra.
R8. Eu acho o método tradicidnailido também, mas penso que possa
limitar muito o aluno, pois esse pode se acostumar a esperar resposte
0s seus questionamentos dos outros, ndo se dando ao trabalho de inv
por si mesmoSem esse trabalho, seus erros e acertos, eu pensejgue
mais dificil de se absorver qualguer que seja o conteudo.
R1. Essa 3 etapa promove diversas trocas de conhecimento entre os
[...] A tltima etapa € fundamentadpis € a partir dela que os alunos
poderao ver comoriar um modelo que possas resolver outras situagoe
problemas.
R2. E importante lembrar também que, nessa terceira fase, é preciso
tempo para que os@hos realmente consigam produzir algo.mNodelo
tradicional, facilmente vocé pode passar toda uma aula sem fazer e/o
entender absolutamente nada. Digo isso empiricamente. Troca de ideias
R3. Na solugéo do problema o professor deve induzir o aluno para co Interacéo
seus conhemento possa responder e se ele ndo canspgopor contra- | Contraexemplog
exemplos que possam lelwechegar numa solucao necessaria e atraves
seu raciocinio

FORUM 1: TOMADA DE POSICAO E MATURACAO

FORUM 2: SOLUCAO E

NN\ IA
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R4. O docente deve procurar meios para que o aluno chegue a solucé
questao, ndo quer dizer que o Mimeio seja o que o professor vai
ensinar, podera haver meios até mais faceis que chegue a mesma so
problema com isso ele deve buscar que o aluno tente através de seus
conhecimentos chegar na resposta.

Fonte: Pesquisa direfa017)

As falas descreem uma compreensao mais sistematizada da Sequéncia Fedathi,
uma vez que agora puderatanhecéa e caracterizasuas fasesielacionandocom o que
vivenciaram no curso de Introducio a Algebra Lingsssim, puderam refletisobre a
mediacace postura dogde com base nos pressupostos tedricos da metodoDegsiacamos

asrespostaR8 e R2, dos foruns 1 e 2, respectivamente:

R8. Eu acho o método tradicional valido também, mas penso que possa limitar muito
ao aluno, pois esse pode se acostuna esperar rsposta para 0S Seus
guestionamentos dos outros, ndo se dando ao trabalho de investigar por si mesmo.
Sem esse trabalho, seus erros e acertos, eu penso que seja mais dificil de se absorver
gualquer que seja o conteudo.

R2. E importante lembraambém que, essa terceira fase, é preciso dar tempo para

gue os alunos realmente consigam produzir algo. No modelo tradicional, facilmente
vocé pode passar toda uma aula sem fazer e/ou entender absolutamente nada. Digo
isso empiricamente.

Nessadalas ficam evidents as reflexdes discergsobre o método tradicional de
ensino e a proposta da Sequéncia Fedathi. Ao fazer essa comparajéno sinaliza
compreender os beneficios a qualidade da aprendizagem mediante um ensino que valoriza a
acdo e o pensamento disceate sala de aula principal ruptura/diferenca apontagalos
alunos ao comparar a Sequéncia Fedathi com o ensinodredjtdi a auséncia da interacéo,
das perguntas, das discussdes sobre o assunto, antes de apresentar as definicbes formais.

No primero férum, os alunos demonstraram compreensado do quanto a Sequéncia
Fedathi pode proporcionar a autonomia discente, a megid propde a experimentacao que
fara com que use de seu raciocinio matematico num ambiente que favorece a investigacdo e a
interacdo Também destacaram a importancia de um bom planejamento e a necessaade d
professoifazer um diagndstico sobre o nide conhecimento da turma.

O segundo forum sobre solucdoe aprovateve comocategoria o tempo, a
interacdo e o0 uso de contraexémspDestaceama necessidade dedar tempo para os alunos
resolverem a questéoem como a importanciadnteracdo praorcionada na apresentacéo da
solucdo e o uso de contraexemplos para estimular o raciocinio dos alunos sobre o conteudo.

Pelo expostopercebemos que as falas dos foruns se assematimdepoimentoguederam
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antes de conhecer a Sequéncia Fedsitilizando aproximagé&o entre o que vivenciaram na
pratica e 0 que viram na teoria.

Ao final do grupo de estudpaplicamoscom quatro alunoam questionarigara
queavalisssemo curso ddntroducdo a Algebrainear (40h) e o grupo de estudos (20h). O
intuito foi verificar as impressdes dos discentes sobre a é&qoaivivenciadaeem ambos os
momentos As respostas na integra estdo no Apéndicddestacamos aqui algumas falas

transcritasho quadra26.

Quadro26 - Principais respostas obtidas no Questionario 2
Unidades de Analise

Ideia central

fiFoi uma experiéncia nova para mim, onde obtive outro modo de ver o ¢
da matemética em que se pode deixar o aluno mais a vontade para q
possam através dagus conhecimentos chegar no resultado final do probl
e com isso, ter uma interacdo com o0s colegas e professor., Assigsunto
abordado serd mais bem aprimad@pelos alunos e com isso o professor ird
um melhor desempenho em sala de auld...]

TAcéo
discente

fAutonomia

flinteracao

fi[...] eu pude ter uma experiéncia de aprendizado diferente da qual eu
habituado. Foi como uma nova forma de aprender. Sale®z eu conseg
realmente participar das aulas, podendo ajudar os meus colegas. |ssouxe
alguns beneficios, a0 mesmo tempo que aumentou bastante a

responsabilidade como aluno: ou nos (alunos) nos esforcamos no proce
aprendizagem, ou ne mesmo com uma boa mediacao, feita pela professc
conteudo conseguira ser efetivameaypeeendido por nés. [.4

fTNova forma
de aprender

fAutonomia

flinteracao

Y Esforco

fi[...] Através dessa metodologia consegui entender conceitos muito impot
da Algebra Linear, pois esta disciplina possui um contetido muito abst
Vivenciar essa sequéactomo aluno contribuiu muito na minha formagéo cd
professor de matematica, pois foi possivel perceber de forma bem clara qu
0S objetivos da Sequéncia Féua

TCompreensac
fFormacéo
docente

fiVivenciar a Sequéncia Fedathi como aluna no cursbigebra Linear foi muito
interessante, visto que essa nova didatica de ensino de matematica permit
alunos uma maior autonomia dentro de sala, fazendo compgdéssemo
aprender a partir de nossas constatagdes e nos deu a liberdade de discti

determinadas perguntas com nossos colégas.

fAutonomia
flinteracao
fRaciocinio

Fonte: Pesquisa direta (2017).

Observamos que a ruptura do contrato didatico do etrsigigional foi vivenciada
por eles de maneira positiva, uma vez que se destacaram a interacdo, a autonomia, a
compreensdoa formagéo docente, o esforco e o racioci@e sujeitos demonstraram que
sentiram o0 ambiente de ensino favoravel a investigaédiefeexdo, despertandbes a vontade
de continuar aprendendo sobre o conte@doroborando as respostas apresentadas no grupo
focal e no questionaria Nao mencionaram enfado, rotina ou qualqueraofator que minasse
sua predisposicao para refletivamente sobre o contetldo. Em um dos instrumentais um aluno

relatou a ansiedade que sentiu em alguns momentos por querer ver logo as definicbes e os
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métodos algoritmicos, e outro falou sobre a r@s@a na adaptacdo a fasesdéucaq pelo
receio de teque apresentar suas respostas na lousa.

Das ideias centrais obtidasbservamos que os termogeracdo, autonomia,
reflexdo, visualizacae imaginacaoocorreran com frequéncianos instrumentais aplicadps
caracterizandse como as impressdes mais foraie percebidas pelos estudantes em relagcéo
a metodologia vivenciada

Desse modo, ansiderando o contexto das faldsazemoso quadro?27, que
relaciona as principais impressdadentificadas as categorias:cognicdq socializacaq
afetividadee metacogniéo, que emergiram das ideias centrais, sinalizando aspectps que
embora subjetivos, ndo estdo dissociados do contexto de sala de aula, uma vez que a agac

docente refleteanacaaliscentaultrapassandos aspectos cognitivos.

Quadro27i Categorias emergentes das ideias centrais

Ideias centrais Categorias
Socializacao
Interacao Afetividade
Cognicdo
Visualizacao Cognigéo
Imaginagéo Cognigéao
Socializagéo
Reflexéao Afetividade
Metacognicéo
Socializagdo
. Afetividade
Autonomia X
Cogni@o
Metacognicéo

Fonte: Pesquisa direa017)

Na Sequéncia Fedathia interacdo ocorreuem todas as fases, sobretudo na
maturacao e solugéo, uma vez que pstasupde a socializacao das ideias de pasikoaque
em suas singularidadesstao repletados produtos da atividade cognitiva e, também afetiva,
uma vez que estas sédo indissociavesfamme defend®iagef ao conceben ideiadey u €..] i
tanto o aspecto cognitivo quanto o afetivo desempenham papéis chaves no desenvolvimento
intelectualdo WADSWORTH, 1996).

Desse modo, a interacao vivenciadaanteo cursg mediada segundo a Sequéncia
Fedathi,trouxe ao ambiente de ensino as dimensbesis eafetivasda aprendizagem,

imprescindiveis a construcdo do conhecimentos@bretulo, ao desenveimento do

pensamento matematico, uma vez e emocdedendem a influenciar diretamente a
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motivagao e o interesse, queseu turnoestimulam a curiosidade, o senso investigativo e a
consequente mobilizagcdo dos processos mentais quéwemsd PMA.

A visualizacdce aimaginacaose réacionam sobretudo, aocgspectos cognitivos
estando intimamente associa@ds representacdées mentais e simbadlifasisualizacdo dos
objetos no plano e no espago permitiu que comparasseanipulasseras representacoes
(numéricasalgébrica e geométricas) em paralefavorecendo a imaginacédo dos conceitos e
definices Issofacilitoua compreenséo e fornederramentas para a realizacao dos processos
de generalizac&o e abstracdo dos conteudos estu@estifsvareGeayebra foi imprescindivel
para isso, bem como a mediacdo doceatepossibiliar que a interacdo em sala de aula
favorecesse a visualizagéo e a imaggita

Consequentementareflexdose deu a medida que os estudantes greentivados
a repensar os contms, a reconsiderar as informacdes disponjvieisscando relacbes e
significados, refletindo sobre estesm@ercadas acdes realizadas e suas consequéncias, num
processoqueec oaduna com a metacogni-«o0o que A[..
dosproprios processos e produtos cognitivos oguhdquer outro assunto relacionado a eles,
por exempl o, as propriedades relevantes pa
(FLAVELL, 1976, p.232apudROSA, 2011, p. 42

No ato de refletir sobre os oljpstmatematicQsa pessoavoca processos mentais
que vao desde a simples observacdo de caracteristicas relevantes a abstracdo das defini¢coe
formais. Desse modo, quanda fase de maturaggmacédo docente estimubsa reflexdo sobre
o conteudo e disciatprocedimentos inerentes ao conhecimento matemdt! como o papel
das estruturas, do raciocinio e da abstracdastentivando habilidades metacognitivas que
atuanna A . . . ] avalia-«0o ativa e consequente
funcéo dos objetivos e dados cognitivos solmeese quer []o. (IBID ., p.42.

A autonomiadesenvolvetse como resultado da interagdo e reflexdo sobre a
experéncia vivenciada tanto em seus aspectos cognitivagianto sciais, afetivos e
metacognitios, amedida que proporci@amam ao aluno o conhecimento sobre conceitos
matematicos a respeitala propria atividade matematica, desenvolvemeistea confianga na
propria capacidade de investigar e descobrir caminhos e estratégias de resolucao @les situac
propostas, bem como habilidad#e argumentacae defesa d pontos de vistaCom isso, &
aluncs puderamter melhores condi¢cdes dmdministrar apropria aprendizagenconforme
llustra a fala & um @s estudantes:

[...] essa nova didatica de ensino detematica permitiu a nés alunos uma maior
autonomia dentro de sala, fazendo com que pudéssemos aprender a partir de nossas
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constatacdes e nos deu a liberdade de discutir sobre determinadas perguntas com
nossos colegas

Desse modoao verificar as impredes dos estudantes solaeexperéncia
vivenciadacom a Sequéncia Fedati ensino da Algebra Lingateparamosategorias que
nos auxiliaram a compreender 0 quanto essa metodologia infgr&tigamentanos aspect
sociais, afetivos, cognitivos e mebgnitivos, essenciais na aprendizagem ne

desenvolvimento dos processosRgasamentdlatematicoAvancado.

7.5 Discussao dos resultados

Nest sessdoaprofundamos as andlisess resultadgsde modo aevidenciar
aspectos relevantes que esgarmcomoa SF pode contribuir para o desenvolvimento dos
processos de Pensamento Matematico Avancado de alunos de licenciatliaseematica em
aulss de Algebra LinearDesse modoanalisamos o resultado de cadapet fazendo a

triangulagéo dos resultada@®nfome ilustra a figur&9.

Figura39- Triangula(;éo dos resultados obtidos nas trés etapas da investigacéo

Observagdes da SF

/\

Impressdes dos
l Vivéncia da SF sujeitos e

PI‘lI‘lC 1p ais 1® Etapa Elemmtos que utilizados na analise tedrica contnbmra.m para prepa.rar;ac das

ReSUltadOS esséncia do contelido, mampula;ao algoritmica, desafio e estratégias de ensino.

2* Etapa: Ampliacio das relacBes entre as fases de maturagde e solugdo; Mediacio
docente aberta ao didlogo mediante o uso de questionamentos, recurso computacional e
estratégias de ensino; Discurso e acio docente voltados para incentivar os processos que
constituem o PMA;

3* Etapa: Relatos dos discentes refletem as contribuigSes da SF para os campos:
cognitivo. socio afetivo e metacognitivo.

Fonte: Pesquisa direa017)

Os resultados da primeira etap@daram a entender como a Sequéncia Fedathi
pode propicia@ constru¢do conceitual em aulas de Algebra Linear, fandedeformacdes
sobre amaneira como o contetdo das aulas observadas foi explmadases da SF. Com

iSs0o, obivemos um padrao estruall que auxiliou a compreender como as sessoes didaticas de
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Algebra Linear poderiam ser preparadas, uma vezgg@am elementogue auxiliaram na
realizacdo da andlise tedripara aelaboracdo deessdes didatica®ltadas para a construcao

deconceibs, levando em consideracaaaciocinio matematico subjad¢era cada conteudo.

Nos contetidos da Algebra Line&@so foi importantepois pela natureza de seus
conceitosnao é possivel introdufhs por meio de problem@suma vez que estssriam faceis
ao ponto de serem resolvidos sern da Algebra Linearou dificeis, a ponto @ os alunos
ainda nao possuirem conhecimentos suficientes para resolver. Desselragda,um modelo
que auxiliasse na realizagéo al#lise tedricdoi imprescindivel para a preparagdo das aulas
de Algebra Linear ministradas no sade Introducéo a Algebra Linear

Ao realizamosa andlise tedriggrecisamosonsiderar o raciocinio rtematico
subjacente aos conteddos que seriam ministradosepédia projetélo nos desafios propostos
aos estudantes. Para isso, foi pertinentstqurernos que caracteristicas os alunos deverao
observar no contetudo para que possamecar a entende? Que relacdes o aluno precisa
estabelecer para compreender o conteddo? Que prodespeasamento matematico o aluno
deve mobilizar para comprees conteddo dmaneirasignificativa? Que desafio propor para
levar os alunos a estabelecer tais relagdesvocar tais processos de pensamento? Estes
guestionamentos indicam que os processostitutivos @ PMA precisam ser considerados
desde a prepagdo das sessOes didaticas, passim o professor tera claro em seus objetivos
quais processos o0s alundsvem ser motivados a vivenciar e o que fazer para incentivar sua
manifestacao.

Os elementosesséncia do conteldde manipulacdo algoritmicatrouxeran
implicitas as respostas a estes questionamentos, servindo como ponto de partida para delinear
osobjetivos da sesséo didatica e o desafio a ser proposto, ex@gsdo, de modo consciente,
acOes mentajcomo observar, extrair, classificar, relacioatir. A coordenacaoabas acoes
mentaissegundo Piageleva o alunaconstrigdodo conhecimentoPara Dreyfusestas acoes
configuramos processos que levar&oabstracdo do conteddo e desenvolvimento do PMA.
Assim, dependendo do desafio proppétposivel estimar 0s principais processos que deverao
ser mobilizados para que haja uma compreens&ortetdo. Esta previsgentretantopor sj
nao sera suficiente para a manifestacéo dos processos de PMA pelos estudantes.

Desse modo, cada sessédo didaficgpensada buscando partir do que chamamos
esséncia do conteudoma vez que esexpressadoi bastante utilizad nas falas do professor

doutorHerminio Borges Neto, na primeira etapa da investigacao, trazdnda seu papel e

25 Afirmacédo constatada por Dorier et al. (20p099.
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importancia na organizag& elaboracdo de aulas na perspectiva da Sequéncia Fedathi. Na
esséncia do contetdestavam os pucipais aspectos a serem explorados em sala de aula, cujo
conhecimento docentaliado a mediacdodidatica auxiliou na mobilizacdode processos
mentais asxiados ao PMA.

Assim, pressupusemos a iddequeidentificada a esséncia do conteudo, esta seria
a base para que o discemssadesenvoler um raciociniocoerente d qual decorressem

processosnentais associados ao desenvolviment®BIA. O quadra28 ilustra a esséncia do

contelidoextraida de cada stnto trabalhado nas sessdes didaticas.

Quadro28 - Esséncia do conteudmbalhada em cada sessao didatica

a . - Processos
, Esséncia do Desafiodos Estratégias de .
Conteudo § I mentais
conteudo estudantes mediacédo didatica ;
associados
Espaco Adicao de vetores { Elaborar os Uso de perguntas
Vetorial multiplicacdo de | axiomas de espacq diferentes exemplos d
vetor por escalar | vetorial espacos vetoriais
Propriedade de Identificar as
Fechamento propriedades dos | Uso de perguntas e
Subespaco | referente as subespacos diferentes
Vetorial operacdes de som; representacoes de
e multiplicagdo por subespagos, em parale
escalar
. rvar
- Constuir Uso de perguntas, do Obse va
.~ | Adicao de vetores { Extrair
Combinacéag o subespacos software Geogebra e
. multiplicacdo de o Comparar
Linear vetoriais. mudancgas de .
vetor por escalar ~ Identificar
representacdes Descrever
Verificar se um Manipular
conjunto de vetores Visualizar
Conjunto S gera um subespacg( Uso de perguntas e o
Combinacéo linar . N - Sintetizar
Gerador vetorial, sem resolucdo de exercicios Definir
exposicao prévia Conjecturar
gzsscrzfeg\::z pi;a = Uso de perguntas, do Generalizar
Conjunto de N berg ’ Abstrair
acontece com o software Geogebra,
vetores )
\ subespco diferentes
Base independente . ~
L conforme se insere representagoes.
maximo ou . . s
. ou extrai vetores | numéricas, algébricas e
geradores minimos e
geométricas
Perceber a relacado Uso e perguntas,
, entre a nocao de | exemplos, exercicios e
. N Numero de vetores . ~ :
Dimenséo dimenséao e os diferentes
na base ~
vetores de uma representacdes em
base paralelo

Fonte: Pesquisa direa017)
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Saber identificar a esséncia dos conteudos a serem trabalhados se tornou
imprescindivel para o planejamento das sessfes didaticas, uzeveztaguiou as escolhas
referentes aos objetivos, desafios e recursos a serem utiliiesssoes didaticas.

Na vivéncia da Sfhouve em todas as fases o incentivo a mobilizaga@ubcessos
que constituem o PMAor meiodo discurso docente, recurso compigaal e estratégias de
ensino que colocaram os alunos em situacdes de desequilibrio coffatadsso, amediacdo
do ensino se deu mediante questionamentos sobre o conteudo, parimdpalmente de
exemplos queemetiam aos processos de observacdmparacao, descricdo, argumentacao e
deducéao

Assim,em meicatroca de informacdes e ideias entre os participacdes um foi
construindoseuconceito imagendo conteudo discutido, cujos processos mermsisvaram
as solucbepermeadasglareflexdo e descobertas que foram formalizadas na fapeotia
culminando nalelineamento doonceito definicdochavendoassim o estimulo a generalizacéo
e abstracaoalcontetudaestudado.

Isso ficou evidente na construcédo conceito de espaco vetorial, cuj@diacéo
docente partiu deonceitos simples e conhecgddos estudantes (vetores), para entdo trazer
variadosexemplos de espacos vetoriais (sedot@efinido ou apresentado formalmente) com
0S quais os estudantes puderam observar sua estrutura (camegstruir o conceito imagem)

e depois identificar os axiomas, pas® entdp serem apresentados a definicomal
(relacionando o conceito imagem ao conceito definicdo). Nesse pesaudsnam as passagens

dos processos de observacdo, comparacdacér de caracteristicas e sintegé que o0s

alunos pudessem ter informacgdes suficientes para caegateior generalizacao e abstracao

do novo conteudo: espaco vetorial, havendo a transformacao de seus esquemas de assimilacac
para dar conta destevwconhecimento.

Nesse sentido, a postura docetgee contribuicdo imprescindivel, ppgempre
aberta ao diélgo,mediou o ensinde modo que ndo housseaulas exclusivamente expositivas
com vistas a proporcionar o aprendizado w@r de repeticdo, masim a construcdo dos
conceitos estudados, uma vez que ambaegmentdsalunos endsi estdvamosm constaret
interacdo com o saber em jogo. Nesses didlbgase a participagdo ativa destudantegpara
guem adotavamospstura mamo-bolsg deixana-os livres para@hega a alguma conclusao
do que fora discutidantervindo com questionamentegxplanacdesonforme a necessidade
Somente ap0s esse momento de troca de jdéiague o contetdo era formalizado
matematicamente mds continuavamos comabordagem de novos conteludAsexplanacdo

do assunto era necessaria ant@abstracdo envolvida nos conceittrabalhados,sendo
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importante amossoolhar atentano sentido de identificar quandadidlogo entre os alunos néo
estava sendo produtivo, poisaspoderia levdos a disperséo.

Destacamos no quad®9 as principais caracteristicas da mediacdo docente como
fator determinante para o estimulo ao desenvolvimento do i@btificados na vivéncia da
SFE

Quadro29i1 Sintese da@io docente e seus reflexaspensamentmatemético

desafiadora

Fase Acao docente Implicacbes aopensamentamatematicodiscente
3 | Discurso sobre o 1 Observagéo do préprio raciocinio;
-“g’“ raci_ocinio mateméticp 1 Verificacdo de padréesiaaracteristicas que estruturam o
& | subjacente ao conteldo| conteldo
& | Usolrevisaaloplateau | fRelaciona o que ja sabe ao novo contetido, mantendo um
o Interacdo professaluno| encadeamento de idejas
@ | Uso de perguntas 10 aluno se sente a vontade para expor suas ideias,
E Apresentacdo da situacq questionamentos e davidas

I Observacéo e identificacdo das variaveis envolvidas.

Interacdo alun@luno

Uso de perguntas

Manipulacdo de

diferentes representacd

70 aluno ouve, compara, revé e avalia sua percepcao e a ¢
colegas (fala interna e externa)

T Foco nas propeidades de urronceito representado sob
formas distintas; ampliacéo da visao do contetdo e maior

Uso de perguntas

o
’% Respeito ao tempo do significagéao
5 e}luno I Tempo satisfatério para realizar os procedimentos (e proct
g Enfase ao raciocinio de pensamento) necessarios a realizacao da atiyidade
matematico 10 aluno é incentivado a obsar, extrairanalisar, conjecturar
testar, validar, generalizar, abstretc.; e
Pedagogia m&ao-bolso | 70O aluno é deixado livre para planejar e executar suas
estratégias de resolucao.
Acompanha a exposi¢ag
das solucdes dos alunos N _ .
Ao expor sua solucdeevisa os procedimentos que utilizou
o | Uso de perguntas L
i . . = 10 aluno troca ideia com os colegas e com o professor ao
S | Permite a interacao apresentar swsoluc: e
S | aluncaluno e professer P . . .
n S 70 aluno € levado a perceber seu préprio erro, revendo sel
——— — raciocinio ou estratégia de resolugao.
Valorizagcdo/mediagéo d
erro
Formalizagdo do o _ _ ]
< | contetido ' Conceito imagemassa a se aproximar do conceito definica
3 | Generalizacdo de (todo ou em parte, dependgndo da compreensao dq;aéuno
a | modelos 90 aluno é levado a generalizar ou abstrair os conceitos

estudados.

Fonte: Pesquisdireta(2017)

Pelo qudro 29, na tomada de posicgoas acdes do professor foram voltadas
inicialmente para revisdao dglateay criando um contexto no qual os estudantes poderiam
relacionar conhecimentos prévios ao assunto a ser tratem mesmo tempdazendo o

diagnosticodo nivel de conhecimento da turymaanendo um encadeamentoad ideias
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trabalhadasAlém disso, o discucs docente buscou enfatizar o raciocinio matematico e
processos mentais subjacentes ao conteudo, atuando de modo a favorecer a interag&o professor
aluno paraem seguidaapresentar a situacao cognitivamente desafiadora. Como implicacdes
dessas acfes ao pamento matematico dos alunos, observajnesle passaram a observar

0 préprio raciocinio, verificando padrdes ou mesmo a estrutura subjacectet@mdq se

sentindo mais confortaigepara expor seus raciocinios e idef@s.didlogos descritos dpico
7.2ilustram eseresultado.

Na maturacdo os diadlogos foram marcados pela interacdo ativa alunos
conosco.Por meio de questionamenfoss remeamosa observar, extrair caracteristicas,
comparar, relacionar aspectos dos conceitos estudados etc., fazendo com que empregassen
constantemente processos mentais que poderigaoea outros mais complexos, tais como
a generalizacao e a abstracao.

Além disso, ressa fase os alunos vivenciaram atividade menganificativa, a
medida que, além de expor seus raciocinios, tamgs&mtavam os argumentossdmlegas,
avaliavzamas respostas, compeaemncom as suagercebendo contetdo sob outros pontos de
vista Nao temos como mensurar a qualidade de tais processosen@snenteisso facilitou
0 acompanhamento do assunto, fazendo com que fossem, aos poucos, CrERItEs
imagemdos contetdos discutiddsm suas impressdasna estudanteelabu:

[...] A gente fica tentando, entdo, um diz uma palavra, outro diz outra coisa. Um diz
uma coisa errada, outro diz outra coisa errada, mas isso vai estimulando que a gente
va pensando, se lembrando e acabe descobrindo aquilo que vocé esta perguntando.

Estk relato evidencia quele fatq eles iam aos poucos construindo uma imagem
mental do conceito estudado, sobretudo pela troca de ideias e informacdes sobre o tema em que
um contribuia com o raciocinio do outro. Essa imagem mental ia sendo consiedidde a
interacéo de processos de pensamento que eram mobilizados no desenrolar das discussoes.

Além disso, ao analisarmos especificamenteaaeiracomo os conteudos foram
representadgostemos que de fatg houve um cuidado em trabalhar com astidias
representacdes de um concejpossibilitando a amplraa visdo do aluno sobre o tema. Houve
passagem dquadroalgébrico para gréafico e viceversa, tanto na explicacdo do conteudo,
guanto na manipulacaordta pelo préprio aluno, tendo este ultimo efeitasrsanificativo.

Manipular vetores usando Geogebra no plano e no espaggroporcionou
ferramentas para que o0s alunos pudessem rever seus conceitos e estabelecer relagbes mai
significativas entre aepresentacdessuas propriedadegejamos algumafalas extraidas do

grupo focal:
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[...] vocé vé como é que esta sendo aplicado aquilo. E desenhar no caderno é muito
dificil. [...] Eu fiquei sempre imaginando, lembrando como foi feito no computador.
[...] A gente viu no Geogebra como funcionam as combéwiifieares, mas na
pratica aprende apenas a calcular sistemds.]. Acho que é fundamental o geogebra

no inicio do curso, pois a partir disso vocé vé o que forma... Entdo, da pra imaginar
estudando aslefinigbes, outras imagens na cabega da gente,udoaggente esta
fazendo. Por causa que a gente faz coisa que ndo sabe nem o que que esta fazendo.

Por via desseselatos observamos que foi uma experiéncia enriqguecedora em
termos de apreenséo de significados, tanto ppeteriormente, ao resolver owtratividades
ficavam lembrando como era a visualizagcdo dos conceitos manipuladostwiare

Observamastambém que muitas vezesas fases danaturacdoe solucao
aconteceram quase simultaneamente, durante a discussdo do assunto proposto, o @ue nos lev
a concluir que ambas, nem sempréo se @r, exclusivamente, no debrucamento fisico e
mental do aluno para resolverqsestdes propostas, no qual o professor adota, literalmente, a
postura mamo-bolso. Ambas, tambénpodem acontecer em meio a disfies acaloradas,
permeadas de reflexdes que acontecem na acao, quando os estudantes se questionam, expresse
conhecimentoppinides e ideias, quando desafiados pelo profed#m disso, ao expor sua
solugcéago aluno revisa os procedimentos que utilizaorehece ditintoscaminhos para chegar
asolucéo.

Naprova destaaramse a formalizacdo do contetdogemeralizacdo de modejos
implicando a construcao dmnceito definicdalo aluno, sendo, portanto, momento favoravel
para chegaa sintese, generalizgdo e abstracadqQuanto melhoro aluno tiver formado o
conceito imagemnmelhor ira relacion# aoconceib definicdg dai a importancia de se abordar
conceitos abstrat@®m suporte eraxemplos e ir construindo o conceito mediante a observacao
de suas cacteristicas. Do contrario, se apresentarmos as definicdes de imad@atoacao
do conceito imagem poder prejudicaddornandesefragmentada e superficial

Segundo os alunpso ensino tradicional

R2. [...] a gente aprende na disciplina pra viedfr que é LI, LD e tudo mais, s6 que
aqui a gente consegue ter uma visao diferente. Por que é LIqueot LD?

R2. La passa s6 a definicdo. Nao tem como imaginar, sem ver... por exemplo, no
Geogebra... a gente vé muita definicdo e ndo sabe formalizdloagais € ruim de

imaginar. Mas, através do Geogebra que vocé passou, ficou melhor para imaginar
realmente como é que forma as coisas...

Pelas falaspercebemos que os estudantes sentem a necessidade de um ensino que
trabalhe o conteludautilizandorecusosque proporciorem outros pontos de vista, além das
manipulacdes algoritmicasstigandoa imaginaéo e a descobertasl porqués matematicos

implicitos as regras e definices
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Na terceira etapa da pesquisa falas dos discentes revelaram, auaepraica, a
mediagdo do ensino proporcionada pela SF lhes permitiu melhor compreender os conteudos,
umavezgque possibilitou Avisual i zar,antesdaadegemnar ,
expressas afefinicbes formais.

Suas falas corroboraram os fésdos e constatacdes inferidas do curso de AL,
principalmentequanto ao que se esperava do us@dogebra, da mediacdo dialogada e do
processo de trazer as definicbes somente na fase da prova. Passelies um diferencial
significativo, sobretudogda facilitacdo d entendimentdos conceitos estudados. Além disso,
obtivemos ideiagentrais quainalizaramo desenvolvimento de atitudes e/ou habilidades que
vao além dos aspectos cognitivos da aprendizaigeinindo a socializacao, aetividade e a
metacognicao

O desenvolvimento cognitivo se deu mediante a constru¢ao dos conceitos estudados
num ambiente investigativo que remeteu os alunos a pensarem ativamente, elaborando seu
raciocinio com base nos conhecimentos e dddagie dispunham, constraio um conceito
imagem que s6 ap6s maturado ia sendo formalizado matematicamente.

O desenvolvimentsocial eafetivoaconteceem virtudeda media¢ao voltada para
a interacdo e o didlogo desencadeado por questionan@atajados para fomentar a reflexao
e discussdo de ideias sobre os contetdos, que criou um ambiente de ensino permeado de
relacdes deanfianca muatua entre os participantmtribuindo para que os estudantes fossem
se adaptando ao contrato didatico implicito a Sequéncia Fedathi.

O desenvaolimento metacognitivo se tornou evidente quando a mediacdo docente
visavaaincentivar o raciocinionatematico do ponto de vista do conhecimento matematico, ou
seja, da observacao das estruturas e padrdes, dos procedimentos da atividade matemética
levandoo aluno a pensar sobre a propria atividade matemética, a maneira como observa 0s
conteudos fazendefletir de modo consciente sobre processos de pensamento.

Pelo exposto,dzendo a triangulacdo dossultads obtidosnas trés etapas da
investigacaopor meio dadistintasfontes de evidénciagespondemos a pergunta principal do
estudo sintetizando a resposta na figut@ que traz informagdes sobre comanadiagcéo

docentanfluenciouo desenvolvimento do PMA.
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Figura40 - Sintese dos resultados da triangulacdo dos dados

Sequéncia Fedathi no Ensino da Algebra Linear

Postura/Mediacéo Principios da SF
Docente « PERGUNTAS

= DIALOGICA _——" T » CONTRAEXEMPLOS

» QUESTIONADORA * PEDAGOGIA MAO-NO-BOLSO
e FLEXIVEL * SITUACAO ADIDATICA
» CONSCIENTE » CONCEPCAO DO ERRO
* REFLEXIVA * PLATEAU
/ \ SOCIALIZACAD
tomada de posigio maturagdo solugio prova AFETIVIDADE

COGNICAD

METACOGNICAQ
Recursos/ Estratégias

« SITUACAO DESAFIADORA
EXEMPLOS

USO DE DIFERENTES REPRESENTACOES
USO DE SOFTWARE

VISUALIZACAO (R? e R3)
TRATAMENTOS E CONVERSOES

Desenvolvimento
do PMA

Fonte: Pesquisa direa017)

Pela figurad0, vemos que @ostura docente seigdo os principios da Sequéncia
Fedathi se mostroudlial6gica no sentido de escutar os estudaregstejam suas ideias corretas
ou nag questionadoraom vistas anediar o ensindazendo uso de questionamenftexivel,
porquanto sadape a realidade e necessidades da tucoascientedo papel como educador
que esta a formar futuros professoregeflexiva que repensa a @pria pratica buscando
aperfeicoamento constante.

Além disso, constatamos qumeas sessodes didaticas baseadas na Sequéncia Fedathi
houve énfasent fatores cognitivos,iais, afetivos e metacognitivos, que influenciaram a
aprendizagem operando em camjo, & medida que a mediacdo docente ndo apenas seguiu as
fases da SF, maambémpobs em pratica principios pedagdgicos determinantes na criagédo de
um ambiente didatico favoravel a construcdo do conhecimento, tais como: ra po&bno-
bolso, a concepcéain erroe 0 uso de perguntas e contraexemplos.

Com estas caracteristicasSequéncia Fedatbé opde aensinopropiciado pelas
metodologias tradicionais/tecnicistagie centralizalasnos aspectos cognitivodeixan em
segundo plano a interagaque dksenvolve a socializacdo e a afetivillatbtem comoa

metacognicdo tendée a ficar sob encargo do aluno, uma vez que o0s conteudos sao
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apresentados em sua forma final. Essa dissociacdmdasdio afetiva em aulas de matemética
do Ensino Superior tende amitar ou mesmo coibir o desenvolvimento do pensamento
matematico dos estudantes, uma vez que as emocodes interferem diretarapreadizagem

da Matematica sendo determinantes no querstere a pedisposicdo do aprendiz a buscar
novos conhecimentos.

Dese modo, descrevemos a maneira como a Sequéncia Fedathi pode contribuir
para o desenvolvimento de processos de Pensamento Matematico Avancado, buscando
compreender como e por que essa dwtgia @de cumprir esse papeéste estudo de caso
Ao emergirem & aspectos sociais, afetivos, cognitivos e metacognigwsnos espaco para
novas reflexdesugerindo outros estudos que esclarecam melhor as relacdées destes com a SF.

N&o trazemos umaeceita de como ensinar Algebra Linear, mas mostramos
algumas posbilidades metodolégicaem face de uma problematica qusitua o ensino
tradicional como um modelo a ser superag@ando séusca a melhoria da qualidade do ensino
e aprendizagemessa disiplina. No capitulo que segue, trazemos as consideracdes finais.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Nestapesquisea « 0 ti vemos como objetivo fimedir
sujeitos, mas analisarpmaticadocente buscando evidenciar maneiracomoa mediacao do
ensino baseado na SF pode favorecer o dekemento do PMA de alunos em sala de aula.
Fazendo uma a@fise geral dos resultadasbservamogue 0s processos constios do PMA
foram manifestados nos trés niveis da Sequéncia Fedathi: preparacéo, vivénciaietandbise
a mediacdo docente pajpgieiterminante e significativo.

Os resultados da primeiraapt da investigacdo mostraramdéncias do incentivo
ao pensamento matematipartindo &d mediacao do professor, sobretudo no nivel do discurso
que buscava instigar o raciocinio da turma mediap@rticipacéo ativa dos estudantdas
aulas dédlgebra Linear observadasa qualidade deéocentenos preocupamodgsde o iftio,
com a énfaspa observacédo da estrutura matematica subjacente aos conteudos trabalbados e
raciocinio matematico voltln para a generalizacdo e abstracao.

Além disso, shjacentes a mediacdo as falasdo professaridentificamos a
estrutura organizacional dos conte(dgge forneceu informagfes soltemo a SF pode
propiciar a construcédo conceitual. Com este resultaoitemos pensar nplanejamento de
aulasdirigidasa construcaade conceitoschegand@o delineamento de categorigsieforam
inseridas na analise tedrica da SF e utilizadasgreparacao das sessdes didaticas ministradas
no curso de Algebra Linear (exto), realizado na segunda etapa da pesquisa ge.cam

No caso especifico da Algebra Lingaprepao da aula nessa perspectiva sigr
impossibilidade de introduzseusconceitos abstratos por meio deb o prebéemas, sendo
este um caminho viavel parcontornar essa dificuldade e prosseguir o ensino foco na
construcdo conceitual. Assim, estes resultados atenderam ao primeiro objetivo espaeifico
visavaacompreender como a SF paglexiliar o professor a promoverensino dédlatematica
CcOmMo umaconstrucgao.

Apos etapa de observacéo da SFadas de Algebra Linear, ao planejar as sessoes
didaticas do curso de extensétentificamoso fato deque a manifestacdo dos processos de
PMA pelosestudante pode ser potencializadeom auxilio danediac® docente quandma
analise teoricao professorefletir sobre como estimular o raciocinio matematicadikrentes
levando em consideraca@tateay aesséncia do conteudasmanipulagdes algoritmicas o
desafioa ser proposto.

Olhando especificanmée para oplateay verificamos queeste forneceu a base

necessaria para que o ensino acontecesse em sala de aula num contexto favoravel a conexac
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entre saberes antigos e novBsu diagnosticé imprescindiveh compreensao e construcao

dos conceitos estiados, uma vez quao levar o aluo aselembrardecontetdoga estudadqgs
relacionandeosao novo saben professofavorecea ocorréncia dos processos de PMA, pois

as imagens mentais e procedimentos realizados partem de conhecimento prévio que ajudard
na reorganizacdo do saber antigee se ampliara no contexto do novo saber.

Além disso, também destacanmdato deque as fases de maturacdo e solucao
podem aconteceaturante a explanacao dos conteudas, dialogos estabelecidos entre alunos
e professp de modo quefase danaturacdada Sequéncia Fedathi, neste estado,se limibu
ao debrucamento do aluno para resolver um problema proposto, mas sedstna reflexao,
nas acoes mentais direcionada®mpreensdo do assunto discuticlga buscpelasrespostas
asquestdegxpresas reirou o aluno da passividade e zona de confat®gando na fase da
solucéo quase em paralelo com a maturacéo, a medida que nos diadlogos havia a troca de ideias

Consideramos que esta constatagéo, juntamente caleraentos identificados
como constituintes danalise tedrica sejam uma contribuicdo deste trabalho para o
aperfeicoamento e ampliacdo da Sequéncia Fedathi, no sentido, g@siaeormenteestes
posam ser aprofundados e discutidgsandoa melhor @mpreender a dinAmica de suas fases
emvariadoscontextos

Ao analisarmos mediacédo docent@otamoso quanto estéoi determinante para
que a abordagem dos contetdos fluessemeioa dialogcs, sema centralizacdo das falas na
nossdiguracomoprofessoa/pesquisadora. De um ladms preocupamaam conduzir o foco
da conversa para aspectos importantes do conteldpatroemdeixar os alunos a vontade
para explicitar seus raciocinios. Mesmo naasdEk exercicios algoritmicos rmémslimitamos
a agenas explicar os passos para resolu¢do, mas poasiodijue houvesse uma reflexao sobre
os significados envolvidos nos procedimentos realizatlomodo que eles propsichegaam
no Acomo fazero.

A mediacdo docente @eaiu os principios da Sequéncia dathi, dos quais
destacamos: a postura m@obolso, a valorizacdo do erro, o uso de perguntas e
contraexemplgssenda tempo todo dialégicduscando estimular o raciocinio matematico do
aluno, confomeos conduziamos pensar sobre 0s processos de PMblridos nas situacdes
trabalhadas.

Este fatofoi importante, pois, @ exemploa visualizacdpnem semprese da de
maneira espontanea e imedig@los estudantesAo desenhar um grafico na lousa oo
Geogebra, o aluno precisa fazer relacgeg dependendo da situacdo, naa de imediato

perceber o que deve observar oaiguelacbes estabelecer. E preciso que o professor esteja
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atento a como mediar essa fAvimtuelapant«oro, i q
0 que deve s elorewriaspropriedademestsidadasau 8Blescrever o que acontece
ao se realizar determinadas acdes sobre 0s objetos matematiessas observacddazer
deducdes, levantar hipéteses e verifas

O mesmo acontece com 0s processos de generalizacadcag@aNao é suficiente
que o professor diga 0 que serd generalizado, mas sim que crie situagcdes em que 0s alunos
possam vislumbrar essa generalizacdo comnsequéncida reflexdacercados resultads de
suas acdes sobre os conteudos, seja resolverdti@as ou discutindo aspectos conceituais
assentados erexemplosAs discussdes e reflexdas entantos6é foram possiveis por causa
do uso de perguntagueestimularam o pensacuriosidade e husca pelos porqués implicitos
nos conteudqsauxiliand, também na mediacdodos processos de Pensamento Matematico
Avancado.

Assim, constatamos que a mediapade ser direcionada a fazer uss gerguntas
para levar o aluno a percebeposcessos envolvidos e refletir sobre os procedimentos adotados
numa gao mental que remete a metacogni@@m sentido atribuido por Flavellge o aluno
adquire o habito de pensaesses processosonscientementegera melhores condi¢cées de
desenvolver autonomiap pensamento matematico. O professor desempenha papaialsse
neste processo, pois o estimulo ao raciocinio deve ser intencional, previsto desde a preparagao
da sessao didética.

Além dissoa mediacda@omodialogos possibilitow interacdodos participantes
de modo aensejarrelacdes de confianca do aluno gamosco- professora/pesquisadora
criandoa realidadeoropiciaparaos alunos exgrem seus raciocinios de modo espontaneo
rompendo o mede&/ou receio @ seemavaliados pebs cole@s.A qualidade dos dialogos foi
reflexo da mediacdo docente dispoatascutar os estudantes sem o interesse prévio do
julgamento ou avaliacdo de suas capacidades cognitivas, mas amwedo de facilitar o
acesso a aprendizagem mediante a reflex#tooea de conhecimento.

O ambiente de confianga entre os participafbésa base para motivacdo dos
processos de PMA, constantemente estimulados, uma vez que os alunos ficaram a refletir
ativanmente sobre o assunto, de magiee chegavam aos conceitos desejade® proprio
esforco e raciocinio, alimentando com isso a autoasturiosidade e desejo de aprender mais.
Aliada aessanteracéga pedagogiandcno-bolsqg tambémcontribuiu para criaum ambiente
de ensino propicica atividade investigativee @ desenvolvimento da independéncia e

autonomia do aluno.
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Olhando espeficamente para 0s processos de representacag, sggendo
Dreyfus levam a generalizacdo e abstracdendoneceséria aexploragdo dedistintas
representacoesssociads a um mesmo concejtobservanosnas aulagjue desde o iftio do
cursq foram exploados os registros figurais (representacdes geométrica e grafica), simbdlicos
(n-uplas, numérico, algébrico, combinacdes lineares) e registro em lingua natural (definicdes
de vetor, espaco vetorial, combinacéo linear), de modo a, ltanty naexplicacdo a lousa
guanto nas atividades realizadas, tratamentos e conversdes de registros.

Para isso, 0 uso dmftwareGeogebra foi essencial, pois possibilitou que os alunos
manipulassem os vetores, sempadssivelexplorara visualizacao @conceit® abstratoscomo
os de espaco, subespaco, geradores, base e dimera@puladosaforma numérican-upla,
algébrica e graficgropiciandoao alunoa oportunidade deonstruir imagens mentais destes
conceitos aperfeicoandm pensamento visuoespacialegtrabalha mrcessos mentais como
abstracao reflexiva, descoberta de relagdes, transformac¢des mentais, verificagdo, comparacao,
intuicdo, generalizacdo, reconstrugcdo mental da visdo de um objeto, planificacdes mentais,
previsdo mentad transferéncial aisprocessos apgam o aluno a ampliar seu conceito imagem
recorrendo a eles quando necessitar reléalst

Estes resultados ilustram que o segundo objetivo da pesquisa foi atendido, pois
identificamos relacdes entre a mediagdo do ensino na Sequéncia Eenmibrocesos que
constituem o PMA, instigados no discurso, nos didlogoss atividades, sobretudo por
proporcionar ao aluno participacao ativa e reflexacampanhadgselanossamediacda@omo
professoa.

Sobre a experiencia dos estudantes c@equéncia Fedathdentificamoso fato
dequesentiram o ambiente de ensino favoravel a acéo reflexdvavestigacéo, despertando
neles a vontade de continuar aprendendo sobre o conteludo. Pelaslfséagamosjue
vivenciaram as aulas de maneira pesj cuja ruptua do contato didatico aconteceu sem que
mencionasem sensacdes defado, rotinaresisténciau qualquer outro fator que minasse
predisposicao para refletir ativamente sobre o conteudo.

As falas forneceram ideias que classificamuss categorias socidizagéo,
afetividade, cognicdo e metacognigdama vez que estas resguardam os principais reflexos
do ensino da Algebra Linear propiciado pela Sequéncia Fedaflie trazem consequéncias
favoraveis ao desenvolvimento do Pensamento MaismnAvancado ensala de aula. Com
isso, atendemos ao terceiro objetivo espegifipee visou a conhecer as impressdes dos
discentes sobre a Sequéncia Fedathi, extraindo informagdes sobre suas relacées com o PMA.
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Pelos resultado®bservamos o quanto a Sequéncia Fedaitie pcontribuir ndo
apenas para o desenvolvimento cognitivo dos alunos, mas também para o desenvolvimento
social as relacbes afetivas metacognitivas que contribuem significativamente para a
predisposicao do alumem adquirir conhecimentos e por em &b raciocinio investigativo.

Desse modo, é pertinente que as dimengsiigais,afetivas e metacognitivas sejam
estudadas de maneira mais aprofundecla o fitode esclarecer suas relagdes com a Sequéncia
Fedahi, uma vezZjue nesta investigacdo emeagir como consequéncia da mediacéo do ensino.
Sera possivel otimizar as relacdesigafetivas no sentido de trabalhar a autoestima e o gosto
pela matematica no Ensino Superior? E a metacogaimpagpue medida esta 8&? Indagacdes
como estas impulsionam rewreflexdes que esperamos poder elucidar futuramente, ampliando
as investigacdes sobre estes temas.

Além disso, ndo podemos deixar de menciandato deque talvez o leitor se
guestione se este estudo, que comtmm setesujeitos, pode ser replicado narsala de aula
regular com 30 ou 40 estudantes. Consideramos quelsionporque embora seja uma
realidade diferente e o professor tenha outras variaveis para se pren@apatamos aqui de
uma Ar e csenidocente tem @ dlexibilidade de aday®ara turmaconsiderando suas
particularidades. Um namero maior de alunos também pode ser mediado dialogicamente, por
meio de perguntas e dande tempo para maturagao das solucgdes.

Para facilitar a comunicac®m salas de aula numerossisgerimos o tizalho em
equipe em queos alunos troquem ideias em pequenos grupos. No caso da Algebra Linear,
equipes utilizando o Geogebra no computaaipayelhaelular ouabletpara discutir conceitos
e propriedadesu, aindg explorarnas equipes a demonstrac&outin teorema. Exploramos no
curso de extensdo a construcdo de congeitas poderiamos ter incluido a construcdo de
teoremasEstapode tersido uma limitacdo do esta, que sugerimos também como tema de
pesquisas futuras.

Desse modo,este trabalha Ssquéncia Fedathi foi discutida ndo apenas do ponto
de vista de suas fases, mas verificamos caracteristicas que conduzem a agéo do professor a agi
de maneira que pos$avorecer o desenvolvimento do pensamento matematico do aluno, a
medida que possibilitacdo e reflexdo em sala de aula medienia base enprincipios
didaticos que o tornam um professor questionador, dialdgico, reflexivo.

Portantoem razdo dosesultads, estes principios didaticoaliados agoncepcdes
de ensinoe aprendizagendo professg constituemo primeiro passo para a promog¢éao do
desenvolvimento do PMA em sala de aulma vez que estes orientam @agocente.O

segundo passo esta na compreensao e dominio dos significados e implicacfes de cada fase d:
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SequénciaFedathipara a apraizagem do aluno, pois estas o conduzirdo a agir e mediar o
ensino com foco nos processos de aprendizagem, e ndo somente naaefisagespostas
corretase formalizacdo do conteudo.

O professor precisa ter consciéncia da importareisud mediacégois ela pode
favoreceyou néo,0s processos de pensamento matematicodgpendendo da maneira como
forem mediadgstenderdo aevali r para n2vel Afavan-adoo con
experéncia de agir como um matematico em sala de sallay ammpanhamento do professor,
cujo dominio ddMatematica auxiliara a enxergar as relacdes necessarias, sem quegaecise
ISS0, apermmostrar a resposta ou o camijgem dar chance®alunodepensar por si mesmo
e vislumbrar os significados

Numa aulaconvencionglo aluno exercdra seu pensamento e raciocinpmréem,
estara sob as limitacdes de um ensino que se satisfazesguosacdo do conteldobedecendo
a sequéncia definicateoremaexercicieaplicacao que conforme destacado na problematica
e referencial teorico, pouco contribui para o desenvolvimento do Pensamento Matematico
Avancado dos estudantes.

Portanto, speramosgue esta pesquisa possa contribuir para que docentes de
Matematica superior, sobretudo das licenciaturas, reflitam sobner&iea ea respeito de
como favorecer o desenvolvimento do PMA em sala d& auléém dissoreflitam também
sobre os reflexode sua préatica na formacéo de estudantes, futuros professMasedeatica,

gue precisam de um ensino que valorizesenvolimento doraciocinio matematico.
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APENDICE A TERMO DE CONSENTIMENTO LIVREE ESCLARECIDO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA - UFC

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCAqu - PPGE
CURSO DE DOUTORADO EM EDUCACAO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu, ,
portador@) do RG e CPF

, aluno(a) matriculado(a) no Curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Estadual &/dlo Acaralr UVA, autorizo Francisca Claudia
Fernandes Fontenele, estudardecdrso de Doutorado em Educacao da Universidade Federal
do Ceard UFC, com orientacao do Prof. Dr. Herminio Borges Neto, a utilizar em pautes
integralmente, as informacgfes referentes a minha participacdo no projeto de pesquisa,
i ntitul ado de cédnceitos abstratos-em Algebra Linear: reflexdes sobre ensino e
aprendi zagemo, para fins de p estraescritg, emagens,e nt 2
audios, videos e depoimentos. Declaro, por oportuno, estar ciente de que a pesqeisadora s
compromete a respeitar os critérios cientificos de sigilo, responsabilidade e respeito aos
sujeitos, no decorrer de todo o processo de adetiados. Declarainda que fui informado(a)

e esclarecido(a) quanto a investigacdo desenvolvida.

Sobral, 2 de marc¢o de 2017.

Aluno(a)
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APENDICE B ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 2i TEMA:
SUBESPACOS VETORIAIS

ESSENCIA
Fechamento das
operacoes de soma
e multiplicagdo por
escalar.

CONTEUDO

MANIPULACAO I VETORIAL Axiomas de espago
Verificar vetorial

algebricamente as
DESAFIO '
Identificar as propriedades dos
subespacos.

propriedades dos

subespacos.
Mediagao por meio de perguntas
e uso de slides.

SUBESPACO PLATEAL

ESTRATEGIAS/RECURSOS

Nesta sessdo didatica plateau foi verificado com suporte nosonhecimentos
trabalhados na aula anterior, especificamente, os axiomas de espaco vetorial, que servirdo de
bas para construcéo/elaboracédo da nocéo de subespasséicia do contelude constituiu
como a propecbdmdet dedéds opera-»es de soma
manipulacdalgoritmicadiz respeito ao dominio da verificacdo algébrica das propriedades dos
subespacos, que constituem a definicdo de subespaco. Assil@mento desafiadofoi
construir anogdo de subespaco, ou seja, compreender as propriedades que garantem que um
subconjund de um espaco vetorial € um subespacoe#isatégias e/ou recursagilizados
foram a mediacdo dialogada com apoioRlmwerPoint baseada no uso de perguntas que
estmulassem a reflexdo sobre 0 assunto. Assim, @engese 0s seguintes objetiyas segur
dispostos.

1 Construir o conceito de subespaco vetorial.

1 Identificar as propriedades que garantem que um determinado conjunto € um subespaco
vetorial

1 Verificar se unmsubconjunto € um subespaco.
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APENDICE C ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAODIDATICA 3 i TEMA:
COMBINACAO LINEAR

ESSENCIA

Adicdo de vetores e
multiplicagdo de vetor

por escalar.

CONTEUDO

PLATEAU

I COMBINACAO
MANIPULACAO LINEAR Bnd vetores

Realizar combinacgdes /

lineares. Verificar se um

vetor & combinagdo DESAFIO
linear de outros.
;' Construgdo de subespacgos vetoriais

$

Mediacao por meio de perguntas

ESTRATEGIAS/RECURSOS

O tema central nesta sessao didatica foi a combinacéo lineass@&acia do
conteldcsdo as operacdes de soma de vetores e multigicac@etor por escalar, intrinsecos
a definicdo de combinacao linearmfanipulazdo do algoritmicae refere tanto ao dominio da
realizacdo das combinacgdes, quanto a verificar se um dado vetor € combinacéo linear de outros.
O plateau, nesse caso, foi diagaticadocom amparo nogonhecimentos referentes as
operagdes com vetores.

Considerando a esséncia do conteddo suamanipulacdo algébrica, se faz
interessante inserir nesse quadro 0s aspectos geométricos que possibilitam a compreensao dc
comportamentalos vetores nas combig@@es lineares realizadas nos subespacos de R2 e R3.

Portanto, celemento desafiadagscolhido para motivar os estudanda®flexdo
sobre o contetido desta sesséo didéatica tminstrugdo de subespacos vetoriais deaRrartir
de @mbinacdes lineares fleadas com alguns vetores do espaco. Desse modo, 0S recursos
utilizados foram a mediacéo dialogada saftware Geogebra. Assimforam expressoss
seguintes objetivogijue vém na sequéncia.

1 Reconhecer uma combinacéao linear comaltado da soma de vets e multiplicacéo
por escalar

1 Perceber que uma combinagéao linear produz um novo. vetor

7 Visualizar as combinagfes lineares nos quadros algébrico e geomeétrico

1 Compreender a construcao de subespacos vetoriais a partir de comHdinagbes de
um dado cojunto de vetores.
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APENDICE D ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 4i TEMA:
.CONJUNTO GERADOR

ESSENCIA

Combinagdo Linear 3
CONTEUDO
PLATEAU
I CONJUNTO — ;
" peragdes com vetores;
MANIPULACAO GERADOR Resolugdio de sistemas de
Procedimento para equacdes lineares.

verificar se um conjunto
de vetores gera um
espaco vetorial.

\ Como verificar se um conjunto de
vetores gera um espaco vetorial?

Mediacao por meio de perguntas
e resolucao de exercicios.
ESTRATEGIAS/RECURSOS

DESAFIO

O tema conjunto gerador teve como esséncia a combinacao linear, no sentido de
que, compreendendo o significado e papel dabiacado linear na construcdo dos espacos
vetoriais, 0 aluno podera melhor entender o conceito e funcdo do conjunto geradaoriasta t
O foco do ensino, entretanto, foi a manipulacédo algoritmica, uma vez que a ideia de geradores
como vetores cujas cdimacdes geram um espaco vetorial ja havia sido trabalhada. Aqui, o
objetivo foi conhecer como verificar se um dado conjunto dee®tgera um espago vetorial,
de modo que se pudesse trabalhar as relagdes entre o significado de gerar um espagco e comc
faze a verificacdo. Assim, os recursos/estratégias de ensino utilizadas foram a resolucédo de
exercicios,expressanas fases da Sequéncia Fedathi e na mediacdo dialogada, por meio de

perguntas. Desse modasos objetivos foram

1 Conhecer como verificar algetamente se um conjunto de vetores gera um espaco

1 Compreender o significado da técnica de verificagao
1 Percder que, dado um espaco vetorial, é possivel obter os geradoresersiace
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APENDICE E ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 5i TEMA:
INDEPENDENCIA LINEARE BASE

ESSENCIA

Conjunto gerador )
CONTEUDO
% PLATEAU
) I INDEPENDENCIA Espago vetorial
MANIPULACAO LINEAR E BASE y Sistemas lineares;
Escalonamento.
Verificacdo de /

conjuntos geradores.
DESAFIO

\ Descricdo do comportamento de
vetores nos subespacos de R®.

$

Mediagdo por meio de perguntas e uso do

ESTRATEGIAS/RECURSOS

Esta sessdo didatica se propds a, inicialmente, revisar os principaiftosonce
trabalhados até entdo, por meio da abordagem geométrica dos conceitos de espaco vetorial,
subespaco, combinacdo linear e conjunto geradardados até entdo. Apls essa revisdo
seriam entdq introduzidas as noc¢des de independéncia linear e base.

Neste esquema, a ideia de conjunto gerddeara aoconteudo principal

independéncia linear e baseorSideramos que a combinacéo linear sejamgpthave para
que o estudante compreenda esta nogdo. A manipudégdicdtmica imprescindivel para a
fixacdo dos significados, se da com a técnica de verificgg&gpermite constatar se um dado
conjunto gera determinado espaco vetorial. A estratégmedéacdo por meio de perguntas
também desempenha papel essencial para que o0s estudantes possamna@mpeee
significados conceituais envolvidos na atividade.
Organizamos a sesséo didatica de modo que, apds o fechamento da atividade com

0 Geogebra (fasgaprova), prosseguissemos observando os vetores trabalhades! curso
de modo que, por meio de gantas e reflexdes sobre o0 que acontece com o subespaco a medida
gue acrescentamos ou retiramos vetores dos conjuntos geradores, chegassegéosde
independ®ncia | inear. E, observando ,ousgue a
retiramos vetres demais, chegasseng@osocao de base. Desse modo, 0s objetivos dessa sessao
didaticaestdo sequenciados.

T Visualizar geomet r igcearmerndt eu no essi pgan-i of ivceatdoo
Compreender o papel das combinagdes lineares na teoria dos egpagas
Estabelecer relagdes entre conjunto gerador e discussao de sistemas lineares
Perceber que vetores distintos podem gerar o mesmo espaco .vetorial
Discuir dependéncia e independéncia linear
Introduzir a nogéo de base.

= =4 -4 A4 4
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APENDICE E ANALISE TEORICA REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 61 TEMA:
DIMENSAO

ESSENCIA
Numero de vetores
na base CONTEUDO
I \ PLATEAU
= Espaco vetorial;
x DIMENSAO -—y ’
MANIPULAGAO Conjunto gerador;
/ Independéncia linear;
Verificacdo da Base.

dimensdo.
DESAFIO
\ Perceber a relacdo entre a nogio de Q—)

dimensdo e os vetores de uma base

$

Mediagdo dialogada por meio de
perguntas.
ESTRATEGIAS/RECURSOS

Para o planejamento dessa sessao digdéicamos em conta a maneira como a
nocao de base foi introduzida raula anterior, de modo que pudéssemos rever, exercitar e
introduzir o conceito de dimensdoesse modo, o foco foi rever o conceito de base, por meio

de exercicios e discussdes, que cuamam na nocao de dimensdo. Assim, 0s objetdeto
na sequéncia.

A Rever o conceito de base de um espagco vetorial
A Introduzir a nocéo de dimenséslacionanden & nimero de vetores na base
A Verificar se um conjunto de vetores é base de um espaco vetorilecendse a sua

dimensao
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APENDICE G: RESUMO DAS FAES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 1.

Fase Acdes realizadas
Tomada de ApOs nivelamento (_le_lateziutrouxemoso questio_namentaﬁ Est as o
Posicio de soma multlpllcaga_lo por escalar se aplicam a outros conjuntos
matematicos? Imagiem outr os conjunt os ¢
Maturacio Os alunos buscaram respostas, rNeertiram §obre exemplos que obedece
operacdes discutidas.
Solucéo Um aluno cita o0 exeplo dos niUmeros naturais, mas percebe que é falh
Prova Falamossobre cexemplo dado e tramosoutros, chegando a ideia intuitiva
espaco vetorial.
Ap6s abordar a nocao de espaco vetorial, questionadté o momento, vimo
Tomada de que umespago vetorial pqssui_a}s operacoes de soma e multiplica_t;_éo [
PosicAo escalar._ Mas sera que para |dent|f|£:ar um espaco vetorial, basta ver~|f|car
conjunto obedece tais operacdes? Considerando estas operacdes, q
propriedades podem garantir que um conjuntovéespaco vetorial?
Os alunos se debrucaram para identifisap@priedades dos espagos vetor
Maturacao tendo como base seus conhecimentos prévios refebsntespriedades da
adicdo e multiplicacdo
Solucédo Alguns alunos apresentaram suas solucfes na lousa.
Prova A partir dassoIL_J(;(”)es aprgsentadas e (,je discussao ashnaactt_er!'s'gicas de u
espaco vetorial, formakianoso conteldpapresentando a definicao formal
Tomada de E apres,e_ntac_ia uma atividade: I}/Iostr_e que R2 é um espago vetorial. (Par
Posicio exercicio simplesio entanto, é a primeira vez que fazefo resolvenos
nenhum similar antes!)
Maturacao Os alunos se debrucaram para resolver.
Solucio Apos a maturaga@lois_alunos aprese_n'garam suas solugé_es_ na I~ousa, U
mostrouas propriedades da adicdo e outro da multiplicacéo.
Prova Discutimosas solugfeapresentadas eémoso fechamento do assunto.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICE H: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 2

Fase Aches realizadas
Tomada | Apos trabalhar @lateauapresentaosa seguinte situacao: Mostre quéédum
de Posicdo| espaco vetorial.
Maturacio Os alunos_ se de_brugaram pegsolver. Tiveram dificuldade por se tratar de um
espaco fdimensional.

Solucio A_presentagéo da resolugéc_), dessa veuoﬁo?scrAevendo na lousa o que os aluinos
ditando como resposta, pois nenhum se disp6s a expor sua solucao.
Reforcamosa formalizagéo da definicdo de espaco vetpaafatizando como fazer

Prova verificagéo, destacando os pontos em que 0s alunos tiveram dificuld_ade. Par_a
foram utiizados exemplos com matrizes e diagramas de Venn para ilustrar a id
espaco vetorial e irdduzir a nocdo de subespaco.

Tomada f\pés falamosdos subconjuntos dos espagos vetoriais,. a pesq_uisado_ra questior

de Posicio i Que caracter 2no e um aspaca vetorisl urbc&q)terpaua‘que e
pr-prio seja um espa-0 vetorialoX?o
Caracterizotse pela discusséo entre os alunos, que buscavam identificar tais

Maturacio caracte_rl’sticas. Houve_ dialogos marcacios por perguntas que os iInBﬁaganmr G
subconjuntos sob o prisma das operagfes de soma e multiplicacdo por escalar
houve reféxao, discussao, socializacdo, dividas etc.

Aconteceu concomitante a maturgg@medida que refletiam, discutiam, expunhai

Solucdo | suasideias, suasconclusbe N« o f o algo nAfeito a
discussoes.

Prova Até aqui, _néo hou_ve ainga um fechameRigemosuma nova tomada de posi¢éo,
prosseguindo a discusséo.
Ap6s os alunos concluirem que um subespaco deve obedetesmas propriedad

Tomada | do espago vetorial ao qual pertence, questhmsa dtés constataram que valem

de Posicdo| todas as propriedades, mas sendo assim, sera que € preciso verificar todas os
paraque seprovequetsme um subespa-o0 vetorial

Maturacdo | Novamente se da na discussao, no didlogo adge oslunos.

Tambémnao foi feita no papel, mas aconteceu concomitante & maturag&o. A mg

Solugdo | que discutiam, refletiam, iam elaborando solucdo a pergunta colocada. Os proéy
alunos chegarasoluc®.

Prova Aproyejtamosas respostas dos alunos e formafiaao assuntpapresentando a
definicdo formal e justificanda.

Tomada | Apresentacao de trés graficos com os quais 0s alunos deveriam dizer se eram

de Posicdo| subespacos.

Maturacdo | Discussdo engros alunos.

Solugdo | Acontece concomitante a maturacao.

Prova Apresentanosos subespacos de R? e R3.
E apresentada a quest&o: Verifique se o conjunto U de todos os pontos (X, y) e

Tomada . - : g

de Posicao tais que x O 0 e y Osségos @ndaorprimeud e s p

¢
quadrante!

Maturacdo | Os alunos se debrucam para resolver.

Os grupos divergem na solugcdo. Um aluno apresenta sua solucéo na lousa e d

Solucéo veementemente suNa resposta, em detrimento das res,postgs dosmbeémajs
medante as coloacdes dos colegas, percebe que esta equivocado e ele mesmg
corrige seu erro.

Aproveitamosas respostas &émosum fechamento da questé@presentando seu
Prova grafico. Destagamosa importancia de se defender ideias e que o erro é parte

importante da aprendizagem.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APEN~DICE I: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAQO DIDATICA 3.

Fase

Acoes realizadas

Tomada de Posigéo

Mostramodrés gréaficos e perguainosaos alunos se eram exemplos
subespacos vetoriais.

Os alunos responderam sem dificuldade os dois primeiros, mas tive

Maturacéo N o .
que fazer a verificacdo algébrica do terceiro.
Solucao Um aluno foi a lousa apresentar sua solucao, justificando
Prova Foi feita a sistematizacdo dadug;0es e foram relembradas as

propriedades dos subespacos.

Tomada de Posi¢éo

Indicamoscombinagfes de matrizes e pergamia Observando o
exemplo, o que é uma combinacao linear? Vocés estdo diante de u
combinacéo lirar, tentem descrever isso no plape

Maturacéo Os alunos se debrugam para responder.
Solucio Apés algum tempo, uma alueaprimesua definicdo de combinacao
linear.
Prova Sistematiamosas solucdes a definicdo formal de combinacao linear
Tomada de Posicdo | Questionaos Cdimo consuiir subespacos de R¥?
Maturacao Acontece concomitante com a fase da solugdo, mediada por pergu
sobre o comportamento de vetores no R2 quando s tez
Solugéo combinagdes lineares. Foi uma construgéo realizdda akinos gor
nés
Aproveitamosas respostas e discussdes para relacionar a construca
subespacos de R?, a ideia de subespago gerado, em que, apos exf]
Prova discutir com eles o que acontece, algebricamente e geometricamen

com as combinacdes lineares de um dado conjuntetdees apresenta
a definicdo formal de subespaco gerado.

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICE J: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHI VIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 4.

Fase Acdes realizadas
Sem que tivesse sido regidlo nenhuma questdo semelhante, foi
apresentado o seguinte exercicio:
Determine se os vetores geram o R3,
aw=(2,2,2) y=(0,0,3) ey=(0,1,1)
Houve discusséao sobre como resolver. Nuimeiro momento os alunosg
propuseram igalar a combinac&o linear ao vetor nulo. Mas, apos algu

Tomada de Posicéo

Maturagdo esclarecimentos decorrentes da discussao desencadeada, concluern|
deveriam igualar ao vetor genérico. S6 entdo se debrucam para resg
Solucédo Apresentan suas solucdes.
E feita uma brevexplicacdo sobre os procedimentos de resolucéo, uf
Prova vez que era a primeira vez que resolviam questdo como esta, no deq
do curso.

Determine os geradores dos seguintes espacos vetoriais:
a) S={(x, 2X); XY R} R2

b) S={(x,x+yy); x,yfR} R®

Tomada de Posi¢do | ¢) S ={(x,y, 2 R} x +y + z = 0}

d) S={xy, 2f R% xiy+z=0}

e)S= 3 g I M2o(R);a=-dec=20

Maturacao Os alunos se debrucam para resolver.
Solucédo Apresentam e discutem suas solugdes.
Fizemosum fechamento do assunto, explicando os procedimentos
utilizados na resolucéo dos exercicios.
Fonte: Pesquisa direta (2017).

Prova
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APENDICE K: RESUMO DAS FASES DA SEQUENCIA FEDATHYIVENCIADAS NA
SESSAO DIDATICA 5.

Fase Acdes realizadas
Tomada de | Questdes dirigidas sobre conjuntos geradores.
posicdo
Maturacao Alunos se debrucam para responder as questdes, utilizando o Geogebra.
Solucado Alunos apresentam suas solucdes.
Fizemos dechamento das questfes, destacando os principaisassgect
Prova conteudo estudado, tais como: combinacao linear, resolucao/discussao de
sistemas lineares e conjunto gerador.
Ao comparar 0s conjuntos de vetores trabalhados ridaatiy proposta
Tomada de | anteriormente, questiomes E possivel tirar um ver do item (C) e ele
posicao continuar gerando o subespaco? Quais as relagdes entre os vetores do ite
E entre os de (C)?
~ Aconteceu no didlogo, cujos raciocinios e reflexbes sapadithados,
Maturagao di . : . - .
iscutidos, aceitos, refutados, ampliando a visd@blwes sobre o conteldo.
Acontece quase concomitante com a maturacdo, sendo que os alunos nag
Solugéo debrugaram para resolver no papel, mas nos didlogos chegaram nos conc
esperads.
Prova Aprese;nt_agéq da dgfinig:’?to de independéncia linear,xtaatzandea com tudo
que foi discutido até entéo.
Tomada de | A discusséao continua partindo do questionamenmtpre acontece se tirarmos (¢
posicao acrescentarmos vetores no conjunto deres do item (B) e nos do item (C)?
~ Aconteceu como dizissaala qual todos participargrexpressando suas ideias
Maturacgao
0 modo como estavam compreendendo o assunto tratado.
Solugéo Aconteceu quase concomitante com a maturacao.
Prova Considerapdo 0 que (_ji§cutido, foi feita a formalizacéo QO assunto com a
apreserdcao da definicdo de base de um espaco vetorial.
Tomada de | Exercicio: verificar se os vetores do conjunto de vetores do item (A) formal
posicéo uma base de R3.
Maturacao Os alunos se debrucaram para resolver.
Solucédo Um aluno foialousa apresentar ssalucao.
Prova Houve um fechamento do conteydafatizando os procedimentos realizados

Fonte: Pesquisa direta (2017).
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APENDICEL: RESPOSTAS DA ATIVIDADE REALIZADA NA SESSAO DIDATICA 5.

02. Represente geamelricimente cada item ackess wsands o Geogebry. Em sezuida, salve cads anquive, separsdsmente, na
:::::: watalho {Anquivo == Gravar como) nomeado com “seanome_ITEM"™, Em seaulda, l‘mo qque s¢ pade no quadro

(A) (B) (C}
e s g 3
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ue 08 W i SV KAl .
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o s | 000l 012 VTDH unflee T GAD WD [
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@3, Inira nos graficos do itens “B” ¢ “C, respectivamente, as squagdes que somerun o sisteis kagossivel Em seguidy
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B} i
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0T, Rigessimbe perometricamenie cedn fem eelme ussido o Gespebra, Bm segmida, salve ceda arguive, scperademente, na
i e trabalho | Arpaive =2 Graver comog nomesds ot “scumsme_ITEM™, Em seguida, I':p-:-l:[uzu pads no qendm
wharima:

| 1A {15} [
{ Faga comibrinagpbes lingms - frin e plove | fawm, dSvuna plare
EDTE 05 velnras de cad e
item ¢ desoreva o que A
acinbies  modida que o
VELTES Wi pErdn
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| Tescieva o Ginrperiomento GrAl, Tl R AL SR B N
peomémnice dod vetares fue tl'llllf ﬂl__ﬂ_j e 5‘},‘; .-;nﬁg::mrﬁ:- iﬂi!-:."iﬂ.- ﬂw
T o e @ dos que ':-?“}
T e aaolts Pl ﬂ'ﬂi:."--"'.-:l" LMM

3. Insire nos graficns des lens “B7 ¢ “C7, ripectivamente, as equagdes qoe tameram o sliisns sapossivel Em sepuich
respomda;
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(2. Represeiite geometricamente cada item acima usando o Geogebra, Em seguida, salve cada arquivo, separadaments, na
arga de trabalho { Arquivo == Gravar como) nomeado com “seanome ITEM”, Em sepnida, fa;;aa que sz pede no q_uadm

abaixa:
- (A} (B) (]
Faga combinagdes lineares ];51,&.3_.:%-?’&”1?0 Lovg Mo GeEPav ppg? péL-2 ‘_j';.-sm Qe
e os veorssdecad | Gpqogss' avg tampetn | 01 L |
itemedescrevaoque |\ g pa g wSEp qu | fors £5120 OLPaval pos e Jramda
anmém_adldaqunus ﬂ-l'.i ALty Wn FhAN WA ??,-"-_;rﬁf_;r_
vetores vio sendo A E';t'-'-dLAr r
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3. Insira nos prificos dos itens “B" ¢ ", respecummnm as equagbes que tomaram o sistema impossivel, Em seguida

com este excrplo?

responda: |
(B) iC}
- Wual foi a equagho Y i;’ffw!;? My J.g::,-b as _,{Ji&é/ﬂ'iﬂ %H*;‘“}i{cm _
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{(A) (B) <y
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peontece i medida que os | * dardo At Ve ?Iu.;_.-:‘ Velongn Tomg ma T R Ty TR P
vetores vio sende oV e DU neadlve P s oy o alin ¢ af . ’ o .
combinadas. F‘;‘ g _.,a.g-ﬂm,, D. HI.-F,;_—' e, i h Ih L Tt .w! Ty, by ARTh Powe BTE
Tawnaeviors, Yo v FLp LA v e e 8 B L A ST R T T
Diescreva 0 comportamento at ) e ! [
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03. Insira nos graficos dos itens “B" ¢ “C", respectivamente, as equagdes que tomaram ¢ sistema inpassivel. Em sezuida
responda:
(B} 1Ch
Qual foi a equagiio Sy oy el fF ~Haay b 220 o
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) que se pode affrmar
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{12. Represents geometricamente cada item acima usando o Geogebrs, Em segnida, salve cuda anquivo, separadamente, na
area de trabalbo (Arquive == Gravar como) nomeado com “gepnome_ITEM®. Em seguida, faga o que ¢ pede no quadro

ghaixa:

(A) ()] [ i)

Faga combinaglies lineares
entre 05 vetores de cada
item e descreva o que
acontece A medida que os
vetores vio sendo
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13, Insira nos praficos dos ilens “B" «C", respectivamente, 85 equagles que tomanam & sistemna impossivel, Em seguida

responda:
B c _|
Qual foi 1 equagio bY 4Y =2, + no fudEles o Gy 4y-3%, mo guoplee Fei
inserida & que grifico foi ibido ym fy{a.nﬂ et dodor [Blaaole Lm FAEO-"\G enda @7
exibido? .
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Descreva as relagics
cnire 0F velores g o
grifico inserido,

O que ha em comum
entre 0 vetores de “B” e
de “C"?

Yodos faadene: o £°

Que diferenga ha entre 05
entre o5 velores de “B” &
de “C"

0 que se pede afirmar
eom este exemplo?
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02, Represente geometricamente cada item acima wsando o Geogebra. Em seguida, salve cada arquive, separadamente, na
grea de trabalho {Arquivo => Gravar coma) nomeado com “seunome_ITEM". Em seguida, faga o que se pede no quadro

ahaixo;

(B} {

Faga combinagdes lingares
entre 08 vetores de cada
ttem e descrevi o que
acontece i medide que os
vetores vilo sendo
combinados.

(A} C)
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03. Insira nos graficos dos itens “A” & 07 recpoethvamente, a8 equagBes que tameram ¢ gigtemn impoasivel. Em acguidn

responda:
—_— Q)
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APENDICE M: MODELO DO QUESTIONARIO | APLICADO APOS TERMINO DO
CURSO DE EXTENSAO.

Curso Introducéo as nocdes elementares dgebra Linear
QUESTIONARIO

Marque as opcbes de acordo com sua vivéncia ao longo das aulas e justifique sua resposta.

01. Emrelagdo a construcdo conceitual, feita através de exemplos, na qual se apresentou a definicédo
somente apoés a discussdo do conteviicd considera que:

() Tornou a compreensao mais consistente. ( ) Tornou o assunffzimais d

() Instigou a curiosidade matemética. () Tornou a aula cansativa.
Justifique as opgbes marcadas:

02. Sobre as perguntas feitas em sala pela professora aos alunos, vocé considera que:

() Instigaram a curiosédle matematica para buscar compreender o assunto.

() Tornaram a compreenséo confusa, logo foram desnecessérias.

() Fizeramme refletir mais sobre o conteldo estudado, favorecendo a compreensao do mesmo.
() Foram desnecessérias.

Justifique as agbes marcadas:

03. Sobre ir a lousa mostrar as solugdes dos exercicios realizados em sala, vocé considera que:
() Foi impotante, pois pode aprender com os colegas e discutir mais o assunto estudado.

() Tornou a aula cansativa.

() Dificultou a comprees@io do contetdo.

() Foi importante, pois fez com que fossem levantados novos questionamentos que ajudaram a
refletir sobre o assunto e compreefa@&e modo mais amplo.

Justifique as op¢Bes marcadas:

04. Em relacéo ao uso do Geogebra, vocé considera que:

() Foiirrelevante.

() Dificultou a compreenséo do conteudo.

() Ajudoume a visualizar o comportamento dos ve$oslo gerar 0s subespacos de R2 e R3,
() Tornou a aula mais dindmica e interessante.

Justifique as opg¢des marcadas:
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APENDICE N: RESPOSTAS D@UESTIONARIO 2 APLICADO APOS TERMINO DO
GRUPO DE ESTUDOS.

O que aprendi neste projeto?
Descreva o que vocé aprendeu neste projeto analisando como foi vivenciar a Sequéncia Fedathi como

“aluno”, nas aulas do curso de Algebra Linear, e em seguida, como “professor”, ao estudar e planejar uma
aula de Matematlca com base em seus pressupostos.
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O que aprendi neste projeto?
Descreva o que vocé aprendeu neste projeto analisando como foi vivenciar a Sequéncia Fedathi como

“aluno”, nas aulas do curso de Algebra Linear, e em seguida, como “professor”, ao estudar e planejar uma
aula de Matematica com base em seus pressupostos.
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