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RESUMO

Apesar de serem baseadas em conhecimentos codssleadquiridos, estatisticas
indicam altos indices de reprovacdo e de abandondlisciplinas de Célculo Diferencial e
Integral do primeiro ano universitario de cursos aefggenharia. Pesquisas em Educacao
Matematica procuram localizar os problemas e prepgestdes no sentido de minimizar estes
indices, 0 que se constitui em uma necessidadesptenpois, devido a crescente complexidade
dos problemas ligados & engenharia, estudos indigera base da sua formacdo deslocou-se
para a Ciéncia e a Matematica, mostrando que amatita ndo é apenas imprescindivel para a
formacdo do engenheiro, mas que o progresso dalege € dependente da compreensao de
novos conteudos matematicos. Visando fortaleceprenaizado da matematica dos novos
alunos, especialmente nos cursos de Engenharigpdgre, nesta tese, um modelo de
abordagem de ensino dos conceitos de Calculo Diferee Integral (CDI) que contempla tanto
0 seu aspecto derramenta como elemento gerador das principais idéias ttulcapor meio
de uma linguagem natural, quanto o algetq o qual permite resolver certas incoeréncias
advindas do uso desta linguagem natural. Utilizeselda metodologia da engenharia didatica
para a concepcao, aplicacdo e andlise de sequélec&ssino, fez-se uma construcdo, em sala
de aula, da nocéo de integral pela ética do canckitmedida em geometria, problematizada
por meio de idéias que contribuiram para a suaue&ol e significacdo. Os resultados obtidos
com a aplicacdo destas sequéncias motivaram a pgawalo modelo. O modelo proposto
valoriza a introducdo, em sala de aula, do ensg®abnceitos-chave de CDI, resgatando as
idéias que contribuiram para a formacéo destese@osctanto como uma forma de motivacao
para o seu aprendizado, quanto para fazer elos emihecimentos antigos e novos dos alunos.
A pesquisaapoia-se sobre o estudo da génese historica degitmnde limite, continuidade,
derivada e integral adaptada ao contexto da sadalde Por meio da historia, insere-se o aluno
de primeiro ano em um universo de conhecimentos rapioximados do saber cientifico,
propondo-se quebras na rigidez do pensamento miateraélquirido ao longo da formacéo do
aluno. Este modelo foi amadurecido através deleste experimentagfes realizadas em sala de
aula nos anos de 2005, 2006 e 2008, observandgsaani e considerando, principalmente, a
aceitacdo do aluno. Os principais aspectos e agdtdas experimentacdes bem como a analise

de seus resultados sdo apresentados, justificateliinécéo de cada etapa do modelo.

Palavras-chave Matematica no Ensino Superior, Engenharia Didatididatica da

Matemética, Teoria da Dialética Ferramenta-Objetogo de Quadros, Sequéncia Fedathi.






ABSTRACT

Statistics indicate the high failure and abandae @t the Differential and Integral
Calculus disciplines of the first year engineeriogurses, although these disciplines are
organized over the students’ previous knowledgenyasearches in mathematical education
try to identify the problems and make suggestiomsminimize these rates. That's really
necessary because various studies indicate thaiadays, science and mathematics are the
bases of the engineering education, what showsmgtthe mathematics importance, but that
the engineering progress depends on more mathentatawledge. Aiming to strengthen the
first year students’ mathematical learning, esplgci® the engineering courses, this thesis
proposes a model to the teaching of the main diffigzl and integral calculus concepts, which
considers their tool status, like a creator ofrti@n calculus ideas, by a natural language, and
their object status, like a mathematical sciencen&b element. By means of the didactic
engineering methodology, used to organize, appliyaaralyze teaching sequences, the integral
notion was constructed in classroom. It was comsitleéy the view of the geometric measure
theory. The ideas that contributed to its evolutmd meaning were discussed with the
students. The model was motivated by the applicatisults of these teaching sequences. The
model suggests that the main ideas that causedidglielopment of the limit, continuity,
derivative and integral concepts are discussedhénctassroom. Its aim is to motivate these
concepts learning and to make links between thdests’ old and new knowledge. The
research leans on a historical genesis study afatlwellus concepts and it is made an adaptation
of this history to the classroom context. By thstdwy, the first year student is immersed into a
nearest knowledge of the mathematical science tsevby means of ruptures in their rigid
mathematical thoughts acquired during their schowhation. The model was developed from
the studies and classrooms experiences organizedydbe years of 2005, 2006 and 2008. The
students’ opinions and activities were often comsad and analyzed. The main aspects and
results of these experiences and an analysis obthdts are presented here. Each model phase

is also justified.

Key-words: Undergraduate Teaching of Mathematics, Didactigieering, Didactic

of Mathematics, Tool-Object Dialectics Theory, Rbila Sequence.
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O estudo de teorias, de métodos e de sistemas rigolap que assegurem uma
transmissdo de conhecimentos de forma estruturadea preocupagdo antiga das
sociedades. As escolhas educativas séo influersciaalas religides, pela politica, pela
economia, pelas ciéncias e pelas técnicas, entteosodatores. Essas escolhas
influenciam, por sua vez, a relacdo mestre/alunsamde aula.

Nas ciéncias matematicas, em especial, o proptierspode ainda sofrer
influéncias da relagédo mestre/aluno. Como exengi.se a constru¢cao do conceito de
integral que estd embasada em um forte formalisnademmatico, o qual foi
desenvolvido em grande parte devido a necessidadesed transmitirem, sem
ambiguidades, os conteudos relacionados a esteitmride maneira mais geral, Peiffer
e Dahan — Dalmedico (1986) lembram que a obrigad@oensinar, imposta aos
matematicos do século XIX, foi uma das fontes deedeolvimento do rigor em
matematica.

Com o recente surgimento da Didatica da MatemdBE&OUSSEAU, 1986),
propdem-se variadas abordagens de ensino das nogiematicas respeitando-se as
caracteristicas proprias desta ciéncia e, a0 mésmpo, 0S processos cognitivos do
sujeito aprendiz. Nesta direcdo, sdo elaboradaguies baseadas em engenharias
didaticas (ARTIGUE, 1989), visando o ensino de emihentos matematicos
especificos.

Numa perspectiva ndo particularmente ligada a néteay teorias como a de
Piaget (PIAGET, 1971) e a de Ausubel (NOVAK, 20@3judam a relacdo entre a
estrutura cognitiva do aprendiz, considerando seafiecimento prévios, e a relacao
desses com 0s novos conhecimentos. Ferramenta®didagem de elementos dessa
estrutura tém sido propostas, como o0s mapas coaei(NOVAK, 2006), para
relacionar de forma significativa os diversos cadtes que foram ou devem ser
assimilados.

Sendo o ensino do Calculo Diferencial e IntegrdIjCno contexto dos cursos
de engenharia, o objeto de estudo desta tese,-séams trabalhos de Zuchi (2005),



Praslon (2000), Bloch (2000), que tratam do endim@onceito de limite, do conceito
de derivada e dos problemas da transicdo ensinmfgiyersidade em disciplinas de
matematica, respectivamente, como uma amostraedadat que vem sendo dada, tanto
em ambito nacional quanto internacional, ao apeaaldi destes conceitos no primeiro
ano da universidade.

No Brasil, em particular, a disciplina de CDI eptésente nos programas de
primeiro ano em praticamente todos os cursos dkigg@io em engenharia. Ela serve de
base para toda a matematica que permeia as des@iidas destes cursos.

Todo o conteudo de CDI se apdia no conceito dedmmeal e engloba quase
todos os ramos da matematica estudados pelos atéodinal do ensino médio, como
a geometria euclidiana, a algebra, a geometridtaaala trigonometria, a teoria dos
conjuntos, dentre outras.

Apesar de ser baseada em conhecimentos consideaddogidos e de seu
aprendizado ser determinante para o bom desempienaluno em um grande namero
de disciplinas da universidade, estatisticas imdiedtos indices de reprovacdo e de
abandono que ocorrem nessa disciplina. Um quadrcsii@cdo dos alunos da
Universidade Federal do Ceara, UFC, pode ser eractmem Barbosa (1994), e um
mapa mais geral dos indices de reprovacao na litiecigle CDI em diversos cursos de
universidades brasileiras pode ser visto em Da#d'%an(2006).

Diversas sdo as causas apontadas: algumas relativatuno, como as suas
dificuldades em lidar com a transicdo ensino méd&iho superior; outras relativas ao
professor universitério, tido, muitas vezes, como em conhecimentos, mas pobre em
metodologias de ensino; ou, ainda, relativas aprir@conteddo de CDI, considerado
inadequado aos objetivos dos cursos de engenhantg pelos alunos quanto por
professores de outras disciplinas.

Pesquisas em Educacdo Matematica procuram localizaroblemas e propor
solugdes no sentido de minimizd-los. Como exemgita;se o livro da professora
Helena Noronha Cury intitulado “Disciplinas Matemas em Cursos Superiores:
Reflexdes, Relatos e Propostas” (CURY, 2004).

Por outro lado, de acordo com o Relatd&ducating the Engineer of 2020:
Adapting Engineering Education to the New Cent(NAE, 2005) devido a crescente
complexidade dos problemas de engenharia, a basegadarmacao deslocou-se para os
fundamentos da Ciéncia e da Matematica. Este &illddixa evidente que a matematica

nao € apenas imprescindivel para a formacdo donbage, mas que 0 progresso da



engenharia é dependente da assimilacdo de novdsudos matematicos. Portanto,
tentar resolver o problema da matematica na enganhao significa, como pensam
alguns, limitar cada vez mais o0 seu ensino a umendinminimo de ferramentas
matematicas.

Inseridos neste contexto, departamentos de endanhar exemplo do
Departamento de Engenharia de Teleinformatica daetsidade Federal do Ceard,
DETI-UFC, pelo qual se realiza esta pesquisa, téwestido na formacédo de
profissionais que comungam com estas idéias.

Expandindo a sala de aula para uma dimensao wistiti, este trabalho de tese
vem ao encontro de mudancas que estdo sendo déiy@or meio do projeto de
Expansdo e Reestruturagcdo das Universidades FedRBUNI). Com o objetivo de
dar condicbes para ampliar o acesso e garantirr@apéncia dos estudantes na
universidade, a execucao do projeto REUNI, no dntét UFC, passa pela revisdo do
modelo académico em vigor. Neste sentido, o Depamnégo de Engenharia de
Teleinformética entrou neste processo realizanddamgas estruturais em sua grade
curricular. Relativamente as disciplinas de matexaaas mudancas efetuadas foram
articuladas com contribuicdo da pesquisa aqui aptada e organizadas em documento
elaborado conjuntamente por professores do DET Beapartamento de Matematica.
A proposta preliminar de reforma da matemética dis@€de Graduagédo em Engenharia
de Teleinformética é apresentada no Anexo VI (CAMM 2008).

De uma maneira geral, relativamente a conteuddscam-se, neste trabalho, o
limite, a continuidade, a derivada e a integralnstterando-se a sua inser¢cao no
contexto do curso de Graduacdo em Engenharia @énfieeimatica (CGETI) da UFC.
Experimentacbes foram realizadas envolvendo essggeitos baseando-se no
programa da disciplina de Calculo Fundamental, strismila no primeiro ano, no perfil
dos alunos do CGETI e nos livros-texto propostds parso.

Propde-se, nesta tese, um modelo de abordagensite elos conceitos de CDI
que contemple tanto o seu aspectéeti@menta como elemento gerador das principais
idéias do céalculo por meio de uma linguagem natgr@nto o debjeto (DOUADY,
1986), o qual permite resolver certas incoerénasndas do uso desta linguagem
natural. O objetivo principal desta abordagem ctasem trabalhar sobre esses dois
aspectos em sala de aula ndo de forma isoladaponaseio de situacdes matematicas
que possibilitem a passagem de um aspecto ao dbéstaca-se que, embora os

conceitos de limite, continuidade e derivada estgeesentes, de forma imprescindivel,



em todas as fases deste trabalho, optou-se pdalserar este modelo com base na
construcdo do conceito de integral, por se trat¢aum conceito para onde e de onde
convergem as demais nog¢des de CDI. Utilizou-se tadogia da engenharia didatica
(ARTIGUE, 1989) para a concepcéao, aplicacdo e smalas seqiéncias de ensino.
Nestas sequUéncias, a construcdo do conceito dgrahté realizada pela oGtica do
conceito de medida em geometria e problematizadenpm de idéias que contribuiram
para a sua evolucao e significacao.

Na préxima subsecdo, descrevem-se mais detalhatiaroenobjetivos desta

pesquisa.

O principal objetivo desta tese consiste em propomodelo para a introducédo em sala
de aula do ensino dos conceitos-chave de CDI, tasda as idéias que contribuiram
para a formagao destes conceitos, tanto como umaafde motivagcdo para o seu
aprendizado, quanto para fazer elos entre conhatasi@ntigos e novos dos alunos.
Para tanto, esta pesquispdia-se sobre o estudo da génese historica degitmde
limite, continuidade, derivada e integral e propdea adaptacdo desta historia ao
contexto da sala de aula. Sugere-se também, nesliglana inclusdo de tecnologia e de
ferramentas computacionais como instrumento de oapEmd processo ensino-
aprendizagem, abrangendo ai o importante papelmpesdado pela avaliacdo
formativa (PERRENOUD, 1999), em que o instrumentoavaliacdo deixa de ser
dedicado exclusivamente a medida do conhecimepé&s®a a atuar como ferramenta de
apoio a aprendizagem.

Por meio da histéria, pretende-se inserir 0 alun@rimeiro ano de engenharia
em um universo de conhecimentos mais aproximadasaber cientifico, propondo-se
quebras na rigidez do pensamento matemético céahstao longo de sua formacéo, na
qual se cré que objetos matematicos sao descoleedsimbelecidos magicamente, que
com eles solucionam-se todos os problemas de miten@aeles relacionados e que
todas as ferramentas matematicas necessariassaltaides sdo ensinaveis.

A seqguéncia limite, continuidade, derivada e irdegepresenta, em geral, a
ordem de apresentacao destes conceitos nos lierdSDd mais adotados no Brasil.
Constata-se, contudo, em textos de historia damddiea (DAHAN-DALMEDICO e

PEIFFER, 1986), ndo ser esta a ordem natural dewlacdo. O desenvolvimento do



conceito de limite até a sua forma atual, envolgend infinito, € um processo
indissociavel da construcdo dos numeros reais gargo, do conceito de integral
(quando estudada pela perspectiva de medida gaomgtor exemplo). Na verdade, a
integral, se considerada em seus primordios couhependente do conceito de funcao
real, propicia e exige o surgimento dos demais@itws:chave de CDI.

Neste sentidoppta-se, neste trabalho, pela apresentacdo de utelonde
ensino baseado na constru¢éo do conceito de ihtegrgual ele € abordado de forma
mais abrangente. Abrangente significa dar enfoga®tao processo e aos fundamentos
quanto as técnicas de integracdo, de tal mane@asegja possivel transgredir algumas
limitagOes relativas ao seu ensino, tais como geiisies concepg¢des formadas pelos
alunos: “A integral sempre existe. Integrar € pracwma primitiva. Para encontré-la,
basta saber escolher a melhor técnica”.

Ser a integral o principal conteado de CDI por negoqual se viabiliza esta
pesquisa ndo implica em se descuidar do ensinaléiosis conceitos-chave. Ocorre
exatamente o contrario, a abordagem desses canesitsala de aula deve preparar o
aluno para as sessdes didaticas da fase de exptagée voltada para o ensino do
conceito de integral. Ao mesmo tempo, a fase der@rpntacdo deve fazer um resgate
significativo desses conceitos na medida em qumetaduz a integral por meio de uma
perspectiva histérica que procura atrelar a subueiio aos conhecimentos prévios dos
alunos relativos aos processos de limite, ao deisweento de certos problemas de
continuidade e de derivada, dentre outros. Na derdam varios momentos desta

pesquisa, estes conceitos de CDI aparecem de fodisaensavel.

Este trabalho esta dividido em oito capitulos. Aodsntroducdo realizada neste
primeiro capitulo, os demais se encontram distiiksida seguinte forma:

O Capitulo 2 descreve a metodologia e o referktedaco.

O ambiente da pesquisa, caracterizado por umarigigscdo Curso de
Graduacdo em Engenharia de Teleinformatica, petfil pe aluno e por avaliacdes-
diagnéstico realizadas para se conhecer o alutes@&ito no Capitulo 3.

O Capitulo 4 conta uma histéria do conceito degral e organiza uma

fundamentacédo matematica deste conceito por meRedes de Petri.



No Capitulo 5, apresenta-se uma experimentacdosamm de aula, a qual
representa a forma como o conceito de limite espdicado nesta pesquisa.

A organizacdo, a aplicacdo e a analise das seiqsétidaticas de 2005, 2006 e
2008 para a introducdo do conceito de integral @gesmBnn estdo concentradas no
Capitulo 6.

Baseando-se nas experimentacfes apresentadapindocanterior, propde-se,
no Capitulo 7, um modelo de ensino para a introaluig conceitos principais de CDI
nos cursos de engenharia.

Finaliza-se o texto da tese com o Capitulo 8 sabmonclusdes.

Registram-se nesta Sec¢ao as principais contribsiigéeese:

Um método de realimentagdo no processo de avalidedoonteudos de
matematica o qual € baseado na metodologia da BRagenDidatica
(ARTIGUE, 1989) e nos principios da avaliacdo faiwaa Esse método é
apresentado de maneira detalhada em um artigm guaig publicacdo no
Boletim de Educacédo Matematica - BOLEMA em dezenuar@009;

Uma modelagem, em forma de fluxo de processos, miisa da
integrabilidade de funcbes reais na qual estdo leidas as integrais de
Cauchy, de Riemann e de Lebesgue. Essa modelagesstifoturada por
meio de Redes de Petri Coloridas. Em cada etapaarddise, sao
relacionados nas redes 0s conhecimentos necesparase passar a uma

etapa posterior;

Baseando-se na modelagem descrita no item antergpfe-se 0 uso de
Redes de Petri Coloridas para a organizacdo deelodrd de ensino de
nocdes matematicas ou de conteudos proprios dalesgge que aproveitem

as caracteristicas e propriedades dessas redes;

Uma abordagem de ensino do conceito de limite ahéteita uma conexao
entre as definigcbes intuitiva e formal por meio danstrucdo de uma
justificativa para a necessidade da definicdo farfBasa abordagem esta



descrita no capitulo 4 e deu origem a um artigdigadio nos anais do lll
SIPEM, em 2006;

Proposta de um modelo de ensino para a introdugsi@ahceitos-chave de
CDI nos cursos de engenharia, na qual se sugeramnstrucdo destes
conceitos por meio de sua epistemologia histércman o objetivo de

motivar a sua aprendizagem e de fazer relacOesifisaivas entre

conhecimentos antigos e novos dos alunos; que ioncede cada nogao
explore tanto os seus aspectos intuitivos quamods de forma a propor
caminhos que liguem estes dois aspectos; o usonde ferramenta que
propicie ao aluno realizar atividades de forma \llial; a

institucionalizacdo dos novos conteudos pelo psoiesum controle do
aprendizado por meio de avaliagdes e uma analismsioo com o objetivo
de corrigir eventuais dificuldades de aprendizaggstectadas durante a

abordagem das nocdes e de realimentar o ensinonanaplicacdo seguinte.

As contribui¢cdes anteriormente relacionadas forataldadas e deram origem a
algumas das publica¢gbes decorrentes deste trats#toronadas a seguir:

VANDEBROUCK, F. e BARROSO, N.: Des phénoménes dfinmentation
pointés dans [l'utilisation de bases d’exercices aigsse. In: Espace
Mathématique Francophone  (EMF). Théme : Instruntiemis
Technologiques dans I'Enseignement des Mathématiq&herbrooke.
2006 ;

BARROSO, N.; MOTA, J.C.M.; BORGES NETO, H.; SOARER, Limite:
Definicdo IntuitivaversusDefinicdo Formal. In: Il Seminério Internacional
de Pesquisa em Educacdo Matematica (SIPEM). Ageasirtdia, SP.
2006;

BARROSO, SOARES, M.; MOTA, J.C.M.; BORGES NETO, HUma
Sequéncia de Ensino para a Introducéo do Conceitotdgral de Riemann.
IX ENEM, Encontro Nacional de Educagdo MatematiBalo Horizonte,
MG. 2007;



SOARES, J.; BARROSO, N.; MOTA, J.C.M.; BORGES NET@,:
Instrumentacdo computacional e realimentacdo ncepsm de avaliacao
para o ensino de matematica: o conhecimento dédureal como estudo de
caso. SBIE — Sociedade Brasileira de InformaticacBtiva. Fortaleza-CE.
2008.

Trabalhos aceitos para publicacéo:

BARROSO, N.; SOARES, J.; MOTA, J.C.M; BORGES NETD, Limite:
Defini¢do IntuitivaversusDefinicdo Formal. Aceito como capitulo de livro
organizado pelo Grupo de Trabalho em Educacéo Bug&T-4). Previsao
de publicacdo: Outubro de 2009.

BARROSO, N.; SOARES, J.; MOTA, J.C.M.; BORGES NET@E,:
Instrumentacéo tecnoldgica e realimentacdo no psocde avaliacao para o
ensino de matematica na universidade: um métodeadasna Engenharia
Didatica.

Aceito para publicacdo na Edicdo numero 34 do Bolete Educacao
Matematica - BOLEMA, cuja distribuicdo esta prexigtara dezembro de
20009.



Para elaborar um modelo de ensino dos conceitoSQlepara os cursos de
engenharia, faz-se necessario mergulhar neste Pa&ia.isso, a pesquisa foi realizada
em sala de aula com alunos do Curso de Graduac&ngenharia de Teleinformatica
(CGETI) da Universidade Federal do Ceara (UFC)yimaados na disciplina anual de
Calculo Fundamental de quatro créditdgeste ambiente, foram efetuadas, durante trés
anos, experimentacdes em sala de aula, em que fm@postas abordagens diversas
dos conceitos de CDI, considerando sempre as ertedes dos alunos para o controle
da forma e do conteldo a ser ensinado. Os ressltaégsas experimentacdes
permitiram a adaptacdo gradativa dos objetivosniiefs para a presente pesquisa,
conduzindo-os de maneira mais precisa ao perfiestodante do primeiro ano do
CGETIL.

N&o sendo possivel tudo se considerar, nem tués@ever em uma pesquisa,
sendo necessario se fazer escolhas, privilegiaste frabalho o conceito de integral
como conteudo de referéncia para a concepcao delmoé ensino proposto. Esta
opc¢éao deveu-se principalmente ao fato de se podergar a integral como uma nogao
cuja evolugao provocou o desenvolvimento das denwiées de CDI, sendo, portanto,
sua historia bastante representativa das idéias pdiblemas e dos fundamentos do
calculo.

Costumeiramente, o ensino do conceito de intega, livros de CDI, ocorre
apos o ensino dos conceitos de limite, continuidadderivada. Esta ordem foi
preservada pelo professor/pesquisador, responspekl disciplina de Calculo
Fundamental ao longo das trés experimentacOes.u@mntno terceiro ano da
experimentacdo, é realizado um ensino mais aprafimddesses conceitos,
relativamente a abordagem dos livros texto de @Bx Capitulo 5), com o objetivo de

1 A partir do ano de 2009, a disciplina de Calculmd&amental do CGETI passou de quatro para cinco

créditos.



preparar o aluno para o aprendizado do conceitointegral, principal objeto
matematico aqui tratado.

As experimentac¢des foram viabilizadas em sala te@ar meio de seqiéncias
de ensino cuja organizagao, observacéo e anat@m fitndamentadas nas quatro fases
da metodologia da Engenharia Didatica (ED) (ARTIGWE9). As fases da ED foram
complementadas por teorias da didatica da matesmatecorreu-se a Teoria da
Dialética Ferramenta/Objeto e Jogos de QuadroséggnR Douady (DOUADY, 1986)
para se fazer uma analise do ensino atual de GI3&du-se em principios da Teoria da
Aprendizagem Significativa de David Ausubel (NOVAR)QO0) para a organizacdo do
material de ensino; apoiou-se na Sequéncia Fe(BORGES NETO e SANTANA,
2001) como orientacéo para a mediagao do profess@ala de aula.

Percebendo-se algumas distor¢des entre o ensmaatweitos de calculo no
primeiro ano dos cursos de engenharia e a suaeapaedo em livros de analise (de
ciéncias matematicas), procurou-se elaborar umnende integral no sentido de
minimiza-las, respeitando, contudo, o nivel de eeoithento dos estudantes. Cada
experimentacdo foi analisada e 0s seus resultaglvsrasn de contribuicdo para a
organizacdo da experimentacdo seguinte, decorreadeim, um processo de
realimentacao, caracteristico de uma ED. A realiagéo possibilitou a adequacédo de
um ensino mais aprofundado das nog¢des de CDI.

Falar de um ensino mais aprofundado, neste contesfiere-se a abordar os
conceitos por uma perspectiva nao apenas intuitie, mais rigorosa e mais proxima
do campo das idéias mateméticas sem, no entantpreseler a um formalismo
exacerbado e sem significado para o estudantesagalvido.

De uma maneira geral, a forma como 0s conceit@ astplicados em cada
experimentacdo pode ser resumida como segue:

Na primeira aplicacdo, em 2005, optou-se por unoadaigem intuitiva dos
conceitos de CDI. Os conceitos de limite, contindel e derivada foram
introduzidos por meio de uma linguagem natural, quahl aparecem em
certos livros de CDI. Consequentemente, fez-se @lles por uma
introducdo do conceito de integral de forma trahial, iniciando-se pela
definicdo de anti-derivada,;

Em 2006, foi feita uma primeira tentativa de intrgélo de uma linguagem
mais rigorosa dos conceitos de CDI. A construcadoahzeito de integral foi

realizada por meio de uma perspectiva histéricagqua foram explorados
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problemas que deram origem ao seu desenvolvimentformacéao,
caracterizados pelo viés do conceito de medida. s@ude histérico
epistemologico do conceito de integral, os conheotws prévios dos
estudantes, juntamente com suas intervencfes amealula, e uma analise
da experimentacdo de 2005 determinaram as escalhas situacoes.
Introduziu-se também o uso de uma ferramenta camojmral, o
GeoGebrj para a realizacdo de atividades individuais;

Baseando-se nas andlises das experimentacdes Sle 2202006, em 2008,
introduziu-se uma abordagem mais rigorosa dos doscede CDI,
trabalhando-se com definicdes formais e com prdeaeoremas. O aspecto
intuitivo esteve sempre presente de maneira fund@ahearacterizando os
conceitos em diversos contextos. Com relacdo acetionde integral, foram
feitas escolhas semelhantes as de 2006, considesandontudo, a forma na
qgual foi conduzido o ensino de limite, continuidadderivada durante este
ano de 2008.

Nestes trés anos, foram feitas avaliagbes dosslahativas a cada conceito por
meio do programa WIMS (WWWhteractive Multpurpose Serv®r o qual possibilitou
a resolucdo de um grande numero de atividades &dgpoitmicas, ligadas as técnicas
de limite, de derivacao e de integracdo, quangdivels a problemas mais gerais e, neste
caso, mais dificeis. O uso desta ferramenta pernitiastreamento de atividades e o
armazenamento de dados para posterior analisentipoctamento do aluno.

A experiéncia com esse programa foi iniciada em trabalho de pesquisa
anterior (BARROSO, 2005), em que o mesmo foi @diz com o objetivo de fazer um
diagnostico sobre os conhecimentos dos alunos oioejpo ano do CGETI e do
primeiro ano do DEUGHipléme d’Etudes Universitaires Généralesle ciénciasda
universidade de Evry, relativamente ao conceitdutedo real, em 2004 (ver secéo
3.3). Analisando as estatisticas de atividadesatlosos na resolucdo de uma lista de
exercicios sobre funcéo real, foi possivel idesdifialgumas dificuldades que eles

tinham em colocar em funcionamento este conceitmd; na época, o pesquisador nao

2 Programa disponivel em: www.geogebra.org/cms/
% Programa disponivel em: http://wims.auto.u-psidifns/
* Primeiro ciclo de estudos universitarios das usidades francesas, com duracdo de dois anos.

Equivale ao chamado ciclo basico das universidadesleiras.
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era professor destes alunos, ficou inviavel de escabrir, apenas pelos dados do
WIMS, porque alguns exercicios, aparentemente ssnpido tinham sido resolvidos

por eles. Por esta razdo, para se reaplicar adestxercicios no ano seguinte, 2005,
agora apenas com os alunos do CGETI recém chegados/ersidade, foram feitas

modificacbes na lista, inserindo-se exerciciosrimegliarios, mudando a ordem de
outros, com o objetivo de tentar preencher estesssde informacéao.

Essa sistematica deu origem a um modelo de avaliaghtinuamente
realimentado (SOARESt al, 2008), apoiado por uma ferramenta computacianed,
passou a fazer parte integrante do ensino durasies drés anos. Esse modelo esta
descrito na segao 3.

Além disso, os resultados dessas avalia¢des coinaib para se tracar um perfil
dos alunos de primeiro ano do CGETI em seu ambamtmprendizagem. Para se fazer
um estudo mais completo desse estudante, des@ewe-£apitulo 3, 0 meio no qual

ele esta inserido: o curso de Engenharia de Telandtica.

2

O arcabouco desta pesquisa € a metodologia da Eaggeidatica (ED) proposta por
Michelle Artigue em 1989.

O termo engenharia didatica designa uma formaralealho didatico cuja
metodologia € comparavel ao trabalho do engenimeirque diz respeito a concepcéo,
planejamento e execucdo de um projeto. Neste serdicED se constitui em uma
metodologia da didatica da matemética que considsreelacfes entre a teoria e a
pratica.

Dividida em quatro fases,analises preliminares analise a priori,
experimentaca® analisea posteriorji a Engenharia Didatica, como uma metodologia
de pesquisa, pode ser caracterizada por um esgerpgimental baseado sobre a
concepcao, a realizacéo, a observacao e a anélseqdiéncias de ensino aplicadas em
sala de aula. A engenharia didatica, vista comoomala progressao didatica
(ARTIGUE,1989), pode ser utilizada tanto pelo pésagor/educador, como
instrumento de diversos tipos de investigacdo dessema bastante complexo que é a
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sala de aula, quanto pelo professor, como suparte @ elaboracdo de suas sequéncias
de ensino.

Um fator que distingue a ED de outras metodologegesquisa da didatica
reside em seu modo de validacdo essencialmentaanteindado sobre a confrontacéo
entre as analisespriori e a posteriori

Definem-se, a seguir, as fases de andlises preliesn concepcgdo e analige
priori, experimentacdo, analiseposteriorie validacdo. Esclarece-se que, embora seja
esta uma divisdo temporal do processo experimelatdtD, uma pesquisa pode nao

seguir exatamente esta ordem.

A fase de andlises preliminares é dedicada ao esfiod conteudos mateméticos
visados pela pesquisa. Atendendo sempre aos ageiav investigacdo, geralmente, as
analises preliminares incluem:

uma analise epistemoldgica do saber em questéo;

uma analise do ensino usual e de seus efeitos;

uma analise das concepcdes dos alunos, das difitergde obstaculos que

marcam a sua evolugao;

uma analise do campo das restricbes nas quaisusgasa realizacdo didatica

efetiva.

A enumeracado das dimensfes acima nao implica cage ddvam ser todas
privilegiadas em uma ED. Algumas podem fazer pdeg analises preliminares de
forma implicita ou mesmo nem ser mencionadas. Quigsdor pode ainda considerar
outras dimensdes de seu préprio interesse.

Caracterizam-se como analises preliminares nessgu@Ea: um estudo da
génese historica do conceito de integral, considkergroblemas que contribuiram para
a sua evolucao, desde suas origens até a suardpgaseatual disponivel em livros de
CDI; e uma anélise do ensino atual e de seus &fpo meio dos livros de referéncia

mais adotados no Brasil e com base na experiéa@ald de aula.

Segundo Artigue (1989), a fase de anaig®iori se apGia em um quadro didatico geral

e nas analises preliminares e é na concepcao pasquisador decide agir sobre certo
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namero de variaveis do sistema de ensino, denoesnagriaveis de comando,
consideradas por ele de relevancia para o probdéemestudo.

Artigue distingue dois tipos de variaveis de conwands varidveis macro-
didaticas ou globais, relativas a organizacdo ¢lolbaED; e as micro-didaticas ou
locais, relativas a organizacéo local da ED, og,sejprganizacdo de uma sesséo ou de
uma fase. Ambas podem ser variaveis de ordem geralariaveis dependentes do
conteudo didatico visado pelo ensino.

E sobre esse conjunto de variaveis que se iniaisilisea priori cujo objetivo é
determinar, dentre as variaveis escolhidas, agselar® as quais se pode exercer algum
tipo de controle, relacionando o conteddo estudamo as atividades que os alunos
podem desenvolver para a apreensdo dos conceitgsestéo (PAIS, 2001). Para isto,
a analisea priori deve se fundamentar em algumas hipoteses solreamsa validacéo
estara, em principio, indiretamente envolvida,ovipie a validacdo sO ocorre na quarta
fase no momento da confrontacdo entre as an&ispdori e a posteriori Neste
sentido, a analisa priori € formada de uma parte preditiva e outra desaritiv

No ambito deste trabalho, a concepcdo das se@i$edei ensino, as escolhas
didaticas e as previsdes de interesse que serdonbtas ou ndo no momento da

experimentacéo estdo indicadas nas sec¢0Oes quepmrdem a esta fase.

Sobre a fase da experimentacao, considerada umaléssica, Artigue (1989) nao faz
nenhuma sugestéo. Deixa as escolhas a cargo daigzehoy.

Tendo por base a Sequencia Fedathi (BORGES NEIANTANA, 2001), em
algumas sessdes didaticas da experimentacéo, dagkar do conceito de integral foi
realizada por meio de problemas que desencadearana @&volucdo, dando maior
énfase ao processo de construcdo deste conceit@legimento de um ensino que

valoriza apenas a obtenc¢ao de resultados corretos.

A analisea posteriorié feita sobre o conjunto dos dados recolhidosxparementacao.
Consiste, em geral, em observacdes realizadas tduesn sessées de ensino, mas
também sobre as producdes dos alunos efetuadasasse ou fora da classe. Estes
dados podem, contudo, ser completados por outrbdosbpor meio da aplicacéo de
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metodologias externas tais como questionariosewstas individuais ou em grupos,
etc.

Quanto a validacdo das hipoteses envolvidas natigegdo, ela é caracterizada
como um processo interno o qual é efetivado poomaiconfrontacédo entre as analises
a priori e a posteriori Sendo um processo interno, a validacdo em uman&bDse
inclui nas validagbes realizadas por meio de a$izd6 associadas a certas
experimentacdes em classe.

Destaca-se que, nesta pesquisa, visa-se uma \idag tipo qualitativa
baseada na interpretacdo das observacdes de saldagelas atividades escritas e na
comparacao do desempenho das turmas envolvidas.

Para finalizar, ressalta-se que, na organizacdal gesta pesquisa, a ED esta
envolvida em dois niveis: macro e micro-engenharia.

No nivel de uma macro-engenharia, no que diz respeiima analise global do
ensino dos conceitos de CDI e de sua influénciaesabaprendizagem do calculo e
sobre o conceito de integral, em particular, coobjetivo de construir um modelo de
ensino para os conceitos em geral. Neste nivdh-$& de uma pesquisa de longa
duracdo, de um contato permanente com a sala de dwiante todo o ano, nao se
restringindo a aplicacdo de algumas sequénciasaap&egundo Artigue (1989), em
um trabalho de macro-engenharia, uma analipeiori € praticamente incomunicavel
por extenso. Este fato ressalta a dificuldade eneserever e se controlar uma macro-
engenharia, o0 que é publicado representa, na adalidlgumas escolhas;

No nivel de uma micro-engenharia, relativamentegarizacao das sequéncias
para o ensino do conceito de integral. Restritasta eonceito e a algumas sessoes,
torna-se mais facil a implementacéao e a descriggoedquisa. Em relacédo a este nivel,
serdo identificadas, ao longo da tese, as divéasisas da ED relacionadas.

Embora todo o trabalho realizado tenha sido esadtupor meio da sisteméatica
da ED, tanto a um nivel macro quanto micro didatsadienta-se que ndo é feita uma
correspondéncia exata entre as fases da ED eps @ta pesquisa. Sao realizadas, na

verdade, adequacfes que concorram para um melltmegpmento das investigacoes.

"#$ % &

A Teoria da Dialética Ferramenta/Objeto e Jogo dadbs, desenvolvida por Régine
Douady (DOUADY, 1986), se constitui em uma modefagke um tipo de relacéo entre
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0 ensino e a aprendizagem de matematica em umeaseadar. Ela apresenta algumas
possibilidades de andlise tanto de engenhariadicidga elaboradas quanto das que
ainda estdo em fase de elaboracdo. Seu objetivdeédeterminar algumas condi¢des
nas quais os alunos sejam capazes de desenvolgec@ehecimentos e de coloca-los
em funcionamento, adapta-los e transforma-los patar de forma eficaz algumas
situacdes problematicas diferentes daquelas emaslviem suas primeiras
aprendizagens.

Para Régine Douady, a express@ioconhecimentos em matematssa reveste
de um duplo aspecto. Por um lado, trata-se de ssaif 0o conhecimento matematico
por meio do aspecto funcional da matematica no quak no¢cbes e teoremas sao
usados como instrumentos para a resolucéo de prabléNeste caso, fala-se do status
de ferramentada matematica que é engajada por alguém, em umrdathento, para
resolver uma questéo. Este funcionamento da seatidatematica ensinada. Por outro
lado, trata-se de expressar o conhecimento matmmatr meio da descricdo de
conceitos, de suas propriedades, das relagdescemnireitos, de teoremas nos quais eles
estejam envolvidos na demonstracdo. Neste casassdaldo status debjeto da
matematica.

Alguns matematicos inventanobjetos matematicos quando eles estédo
envolvidos na tarefa de fundamentar ou reorgardlarm ramo da matematica. Mas,
para a grande maioria, a criacdo do saber se $atvemdo problemas ou conjecturas
nas quais a matematica esta investida em seu gepetramenta até que uma parte
dela seja percebida como interessante para sesrdestualizada e trabalhada para se
tornar umobjeto do saber. Assim, se instala na criacdo matematica dialética
ferramenta-objeto que permite o desencadeamento desenvolvimento de uma
dialética antigo-novo.

Neste movimento de idéias, um motor realiza um Ipageencial: anudanca de
guadros Novos quadros sao criados quando uma quantidafigeate deobjetos
novos, formando um corpo coerente e rico de propdes, € produzida por meio da
resolucdo de problemas. Uiuadro € constituido dosobjetos de um ramo da
matematica envolvendo suas definicdes, propriedakEsemas, relacdo entre os
objetos Distinguem-se 0s quadros numérico, algébricomgdaco, analitico, dentre
Varios.

Umamudanca de quadros um meio de se obter formulacdes diferentes de um

problema. Segundo Douady, umaudanca de quadropermite que as dificuldades
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encontradas pelo aluno, ao trabalhar em certo quadissam ser acessadas de forma
diferente em outro quadro, podendo, eventualmseetem confrontadas.

Para uma apresentacdo mais completa desta tewtiea-se o livro Educacao
Matematica — Uma Introducdo (MACHADO, 1999).

Nesta pesquisa, verifica-se quanto o ensino atamhdcdes chave de CDI esta
comprometido com uma abordagem que considere pegéss tanto em seu status de
ferramentaquanto deobjetq ndo de forma isolada, mas valorizando as intagdes
ferramenta-objete objeto-ferramentaxistentes na formacao dessas nocdes. Para isso,
apresenta-se na Secdo @@a analise de alguns livros de CDI mais comumente
adotados em disciplinas de calculo, correspondeadoma parte das analises

preliminares realizadas.

( ) ot

Teorias da aprendizagem provéem explicacbes pamaezsnismos envolvidos nos
processos de aprendizagem. Elas permitem agrupasokados de varias pesquisas e
integrar numerosos principios de aprendizagem. dbaste, contudo, que nenhuma
teoria é capaz de, isoladamente, explicar tudoecagpesquisas tém descoberto sobre a
forma como se aprende. Elas tendem a se focalddare salguns de seus aspectos
especificos.

Dentre essas teorias, destacam-se as teoriasieistgst que ddo énfase ao papel
articulado dos processos mentais internos tais cpemsar, memorizar, conhecer,
resolver problemas. Os resultados de suas pesq@@aduzem a uma maior
compreensao de como o ser humano pensa e apreéde entribuido, no ambito
educacional, com idéias sobre de que forma se paileor ajudar o outro a aprender
(ORMROD, 2004).

Relativamente a explicagcbes de como ocorre a apegg&m cognitiva no
contexto de uma sala de aula, cita-se, em espexidleoria da Aprendizagem
Significativa (TAS) (NOVAK, 2006) que € baseadaR=icologia cognitiva de David
Ausubel (ORMROD, 2004). Com base na TAS, sdo orgalois os conteudos de
integral da seqiéncia de ensino da ED proposta trasialho.

A aprendizagem significativa € um processo por mnoio qual uma nova
informac&o ancora-se em conceitos ou proposiclesarges preexistentes na estrutura

de conhecimentos de um aprendiz. Estes conceitos a quais interage a nova
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informacéo sdo denominados por Ausubetdeceitos subsuncoresl, simplesmente,

subsuncores

Para Ausubel (PONTES, 2006), para que ocorra aayem significativa

pressupde-se:

1)

2)

3)

Disposicao da parte do aluno em relacionar o natarser aprendido de modo
substantivo e ndo arbitrario em sua estrutura tiegniPortanto, para que a
aprendizagem seja significativa, € necesséario @j& interesse do aluno em
aprender;

Presenca de idéias relevantes na estrutura caguitivaluno. Segundo Ausubel
(MOREIRA, 1999), o fator que mais influencia naamtizagem € aquilo que o
aluno ja sabe;

Material potencialmente significativo, ou seja, atemial a ser aprendido deve
ser relacionavel a estrutura cognitiva do alunofatena substantiva e néo
arbitraria.

A organizagdo do conteudo das sequéncias foi basead dois ultimos

principios, acima citados, da TAS:

O estudo do perfil dos estudantes envolvidos naraxpntacao foi direcionado,
principalmente, para uma investigacdo sobre oseammentos dos alunos, no
sentido de preparar 0s novos conteudos fazendoulgghccom tais
conhecimentos;

A idéia de se abordar os conceitos por uma pelispdustorico-epistemoldgica
tem por objetivo organizar os conteudos de formatoma-los mais
significativos.

Com tais principios, objetiva-se atingir o outregsuposto da TAS: despertar o

interesse do aluno para o aprendizado dos conceitos

+./

A Sequencia Fedathi é uma proposta metodolégictiatknno ensino de matematica.

Esta concepcéo considera que os maiores probleanedutacdo matematica no Brasil

estdo vinculados mais a problemas de ensino dalguprendizagem e, neste sentido,

estdo mais associados a formacao do professane@&ica em sala de aula.
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Os fundamentos desta teoria vém sendo desenvoldekie a década de 1990
pelo grupo de pesquisa em educacdo matematica Hordtério Multimeio3 da
Faculdade de Educacao (FACED) da UFC. Mais detafifeetem ser vistos em Borges
Neto e Santana (2001). Faz-se, no entanto, nosnpuéxparagrafos uma apresentacao
resumida.

Para uma abordagem de ensino de conteldos matesnétit sala de aula, a
Teoria Fedathi propde uma sequéncia didatica deveatai “Sequéncia Fedathi”, uma
metodologia de ensino que sugere que a sala desgalam laboratério de matematica,
no qual o professor proporciona ao aluno assumpapel de um cientista matematico.

Em uma aula experimental de quimica ou de fisigaptessor ndo manipula os
instrumentos de trabalho pelo aluno. Sugere-semasglie em um laboratorio de
matematica o professor proponha problemas que w@stimo aluno a reproduzir a
atividade de um matematico, incentivando-o a ingast estabelecer conjecturas,
construir estratégias de resolugéo e ndo, simplgemapresente os resultados prontos,
advindos do seu préprio conhecimento e ndo dosecimientos do aluno. A funcéo de
mediacdo do professor €, portanto, fundamentatp taa organizacdo das sessodes
didaticas e na escolha de situacdes-problema adigsj@ patamar de conhecimentos
dos alunos, quanto em proporcionar um ambientealZede aula que seja propicio a
interacdes e a discussdes, onde o0 aluno possasigeidéias e solugdes.

A Sequéncia Fedathi esta estruturada em quatr@astapmada de posicao,
maturacao, solucdo e prova. De acordo com Rocl@B)2@stas etapas sao definidas

COmo a sequir.

Tomada de Posicao

Em uma primeira etapa da sequiéncia, o profess@eexm problema em sala de
aula, o qual deve estabelecer elos entre os conbets prévios dos alunos e o
conteudo que ele pretende ensinar.

Observa-se que parte desta etapa antecede o motsesata de aula, quando o
professor trabalha na escolha das situacdes-prabkenma organizacdo da sessao

didatica.

® Pagina do Laboratério Multimeios: www.multimeids.br
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Debrucamento

Neste momento da sesséao didatica, o professorsgeaproximar dos alunos por
meio de discussdes, procurando identificar, em snasifestacfes, estratégias de
resolucdo do problema e incentivando-os a aprassués solucdes. O professor deve
também estar atento, nesta etapa, para percepessiseis dificuldades dos alunos em

compreender o problema em questao.

Solucéo
A etapa denominada solucdo representa a expospggoalgum aluno, de

alguma estratégia de resolucdo do problema quieggnvolvida por ele sozinho ou em
grupo. O professor deve convidar o aluno a aprasemtsua solucdo. Para isso, é
necessario que o ambiente de sala de aula sejawidospara dar seguranca ao aluno,

que o favoreca a superar o seu medo de errarassa®s e bloqueios (ROCHA, 2008).

Prova

Neste momento, o professor efetua uma validacdemadica de alguma
solucéo do problema. Ele determina as condi¢coegu@mrocorrera a formalizacdo dos
argumentos utilizados nos niveis anteriores.

Ressalta-se que esse tipo de pratica se diferamiademasiado de uma
abordagem de ensino tradicional, na qual o profesmm, em geral, uma atitude
imediatista: expde o problema e o resolve em saguiélo deixa tempo para que 0s
estudantes reflitam e nem procura ouvir o quetélesa dizer.

Nesta tese, sdo relatadas diversas sessdes didatas quais se ressalta a
importancia de o professor ouvir 0 aluno e de iticédo a se manifestar. Destaca-se,
em particular, que na primeira sessdo da sequéecensino do conceito de integral,
gue trata da génese deste conceito, as fases darserFedathi foram contempladas
por meio da apresentacdo de diversos problemasdiglanem geometria (ver Capitulo
6). Pautando-se na filosofia da sequéncia, foi @sgacial atencéo as intervencdes dos
alunos cujas analises conduziram a modificacogsepmaracéo da seqiéncia seguinte.

O proximo Capitulo descreve o ambiente no qualdalizada esta pesquisa,
apresenta algumas informacdes sobre o perfil dooatlo CGETI; e relata avaliagbes
que foram realizadas anualmente por meio de umrgmay computacional com os
alunos recém ingressos do CGETI, com o objetiveadéazer um diagndstico sobre o

nivel de seus conhecimentos relativamente ao dondeifuncéo real.
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O campo cientifico da didatica da matematica s®rdre no cruzamento de diversos
outros campos: matematica, epistemologia, lingidistpsicologia, sociologia, historia,
ciéncias da educacédo, dentre outros. Uma pesgmisdidética da matematica pode,
portanto, se apoiar em metodologias com caradtassttipicas de pesquisas em
ciéncias humanas. Dentre estas, destaca-se a ggesgado a qual € uma forma de
pesquisa aplicada que tem por objetivo compreemnd#ervir em certo meio social.

A sistematica desta tese é baseada na metodolagtagénharia didatica (ver
Capitulo 2) que é considerada um tipo de pesqg&a-da didatica da matematica. O
seu ambiente de experimentacdo € a sala de aulstjito@la pela relacdo professor-
saber-aluno, denominada comumente de trianguloticlidaTratando-se de uma
pesquisa-acdo, que visa agir sobre o sistema ealald, conhecer apenas o saber ndo &
suficiente, como créem alguns. E imprescindivegatrao perfil do aluno, conhecé-lo
como sujeito-aprendiz, inserido em seu ambienteeusitario.

Com este objetivo, descreve-se neste capitulo socde Graduacdo em
Engenharia de Teleinformatica (CGETI) da Univerdald-ederal do Cearad (UFC),
ambiente do qual faz parte o estudante envolvidganpesquisa e apresentam-se
algumas caracteristicas relacionadas ao perfilradpedo profissional engenheiro de
teleinformatica formado pela UFC.

Ainda com o objetivo de conhecer o aluno, foramlizadas avaliacdes-
diagndstico por meio de um programa de computadima prerificar os seus
conhecimentos sobre o conceito de funcdo real -Amoiundamental para a
compreensao dos conceitos de CDI. De 2004 a 20a@#&tuando 2007, apos cada
aplicacdo, foi feita uma analise dos resultadosual gerviu de parametro para a
preparacao da avaliacdo do ano seguinte. Estegsmagiginou uma proposta de um
método de avaliagdo continuamente realimentadogarsino de matematica, baseado

na engenharia didatica, que é também descrito Gegtiulo. O programa adotado foi o
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WIMS, o qual passou a ser usado corriqueiramerriz mapor avaliacdes em sala de
aula durante todo o ano.

Este Capitulo est4 organizado da seguinte fornmaepo, faz-se uma descri¢cao
do CGETI; em seguida, algumas caracteristicasudwalo primeiro ano do CGETI sdo
delineadas; e, por ultimo, descreve-se o procedomda aplicacdo das avaliacdes-
diagnostico e apresenta-se o meétodo de avaliacd@ingamente realimentado,

juntamente com a ferramenta computacional utilizada

#1$

Constatando-se, na atualidade, as diversas infasesntre areas de conhecimentos
tidas como independentes e, mais do que isso, om&igéncia de tecnologias, foi
gerada a area de Engenharia de Teleinformaticaalaégconstituida pela fusédo entre as
areas de TelecomunicacOes e de Informatica.

Em 2003, por iniciativa de um grupo de professdeed)niversidade Federal do
Ceara (UFC), foi criado o Curso de Graduacdo emelimgria de Teleinformatica
(CGET]I), integrando-se ao Centro de Tecnologia & .U.ogo no ano seguinte, em
marco de 2004, ocorreu o primeiro concurso vesibualo qual ingressaram 40 alunos.

De acordo com a Proposta de Criagdo do CGETI, mada sob a
responsabilidade do Prof. Carlos Pimentel de S@RBAENTEL, 2008), o curso tem
por objetivo geral formar engenheiros de teleinfatioca com uma soélida e consistente
formacdao profissional técnica e cientifica que $ghilitado a absorver e desenvolver
novas tecnologias, estimulando a sua atuacdo acréicriativa na identificacdo e
resolugdo de problemas afins, considerando seestasppoliticos, socio-econémicos,
ambientais e culturais, com visdo ética e humaaigm atendimento as necessidades
da sociedade.

Alcancados estes objetivos gerais, espera-se quefigsional engenheiro de
teleinformatica tenha um perfil que, dentre outoagacite-o a:

planejar, conceber, especificar, projetar e impldare sistemas de

comunicacoes e sistemas de computacgao, transnuesé@uz, dados e imagem,

bem como modelar e dimensionar os canais fisicashenicacao;
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analisar projetos, oferecer consultoria técnicentacao técnica, supervisionar

e coordenar estudos e projetos de sistemas de @andes e computacao;

desenvolver habilidades para acompanhar o acele@eskenvolvimento

tecnoldgico da area de teleinformatica;

propor solu¢des inovadoras que permitam maior daddé dos produtos e

servicos em teleinformatica.

De acordo com a fundamentagédo do curso, para go@ecer tantas atividades
(quanto as enumeradas acima) e atuar em areasaauisplexidade, a quantidade e a
qualidade da informacdo estdo em constante crestmé necessaria uma sélida
formacdo multidisciplinar. A Fisica, a Matemati@,a Ciéncia e a Tecnologia da
Informacao séo os pilares de sua formacao ciestiéicnologica (PIMENTEL, 2008).

Observa-se que foi assumido no paragrafo acima pel pmndamental da
matematica no contexto do CGETI.

Quanto a sua insercdo institucional, a concepc@&amlirdo curso constava de
duas disciplinas anuais especificas de matematicaalculo Fundamental e a
Matematica Aplicada a Engenharia, constituidos deld 3 créditos, respectivamente.

Embora ja seja esta uma proposta bastante ousadaapadisciplinas de
matematica, diferenciada dos demais cursos de a@tddu em Engenharia, o
Departamento de Engenharia de Teleinformética ([PEdin participando de reunides
locais, de coléquios nacionais e internacionais @owbjetivo de fazer uma melhor
adequacdo dos conteudos de matematica e de faworece relacédo
ensino/aprendizagem/avaliacdo (EAA) desta ciéncacontexto da Engenharia de
Teleinformética.

Nestes cinco primeiros anos de existéncia do CGieTdm também realizadas
experiéncias, como a desta pesquisa, e discussiesdderentes professores de
Matematica e de Engenharia, preocupados e compdmaetom a melhoria da relacéo
EAA, gue culminaram com uma nova proposta de coloteide carga horaria para as
disciplinas de matematica do CGETI.

Para o primeiro ano, em especial, a disciplina @lelo Fundamental passou de
quatro para cinco créditos e foi acrescentada airmiaciplina de Algebra também com
cinco créditos. Além disso, foi incluido um difecél ao ensino dessas disciplinas: um
estudo dirigido semanal, com acompanhamento deuioste presenca obrigatoria do
alunado. Esta mudanga passou a ser implementagameiro semestre de 2009 do
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CGETI, tendo sido aprovada em 2008 no contextoedlarmulacdo deste curso de
graduacéo (PIMENTEL, 2008).

O CGETI foi, na verdade, submetido a uma reformstitucional mais
abrangente. A partir do vestibular realizado nalfeo ano de 2008, 0 curso passou a
oferecer duas turmas: uma diurna, com 60 vagasya noturna, com 40 vagas. Em
ambas as turmas, o aluno tem a possibilidade d& obtliploma de Engenharia de
Teleinformética com énfase em Engenharia de Telenarac6es ou em Engenharia de

Computacéao
%& () *
+ & +

Esta pesquisa tem por objetivo principal propor @bhardagem de ensino das nocdes
principais de CDI no primeiro ano dos cursos deerhgria. Para tanto, €
imprescindivel considerar-se a quantidade de camieeto acumulado dos alunos, logo
na entrada da universidade, como fator que podedstgrminante para o seu
desempenho na disciplina de matematica.

Pesquisadores comprometidos com o ensino de C2bodam que uma sdlida
concepcao sobre funcédo real é parte indispens@d&lcdnhecimentos prévios dos
alunos, recém chegados a universidade, para odpaeio dos conceitos de calculo
(HAREL e DUBINSKY, 1992). Compartilhando desta m@éiforam aplicadas
avaliagcdes-diagnostico para verificar o nivel dehezimento dos alunos de primeiro
ano do CGETI relativamente ao conceito de funcgab re

A identificacdo, a partir da analise dos resultadlss certas dificuldades dos
alunos para colocar em funcionamento o conceitdfudeédo real conduziu a um
planejamento do ensino de CDI com o objetivo ihicla sanar tais dificuldades,
facilitando, com isso, a compreenséo das nocoésasade calculo.

As avaliacbes foram organizadas no programa WIMfplieadas nos anos de
2004, 2005, 2006 e 2008. Os resultados de cadmgd@lserviram de parametro para a
elaboracao da avaliacédo seguinte. Este procedineeatotegracao do WIMS ao ensino
como ferramenta de avaliacdo resultaram na elabhorde um processo de avaliagao,
com apoio de uma ferramenta computacional, contiemée realimentado, o qual &

descrito nesta secao.
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Concentram-se, nas Subsecdes que se seguem: aagaotieriginal para a
organizacdo das avaliagBes-diagndstico; um relatpriomeira avaliagdo realizada em
sala de aula, desde sua concepcdo até a sua apjicaga apresentacdo do programa
computacional WIMS no qual sédo elaboradas as @@t uma discussdo sobre a
analise da experimentacao e algumas concluséesipa método proposto, com um

detalhamento de suas fases; e, para encerramelsig@es e perspectivas.

(C ") # ) * )

De um modo geral, assinala-se um grande numeroepi®vacdes de alunos nas
disciplinas de matemética do primeiro ano das usidades brasileiras, como
constatado através de pesquisas como Barbosa (9@ury (2004). O baixo
desempenho néo é restrito aos que tém um histésicolar considerado “ruim”, mas
atinge também aqueles que, antes de ingressalveasitdade, eram considerados bons
alunos.

Diversos séo os fatores apontados como causaggsaalificil transicdo ensino
meédio/ensino superior: fatores econémicos, psitcddy cognitivos, pedagdgicos,
didaticos, conceitos mal formados, etc. Este prohlendo € exclusivo do Brasil.
Registros indicam problemas semelhantes na passamgemsino médio para o superior
pelos estudantes da Franca, como apresentado gslorP{2000). Baixo desempenho,
perda de motivacdo, alto indice de reprovacdo elmndono nas disciplinas de
matematica do primeiro ano sdo considerados comusegdiéncias do desnivel
liceu/universidade ao qual é submetido o estudasmeés.

Visando a analise deste problema, foi elaborada awsiacdo-diagnostico
sobre a nocdo de funcéo real, levando-se em coasie critérios de classificacdo
estudados em Didatica da Matematica cujos fundasemngodem ser vistos
em Brousseau (1986).

Dada a importancia de se ter um conhecimento rbaasgente sobre o conceito
de funcao real para a apreensédo das nocfes déoc@lando dominio desse conceito
pelo aluno pode ser um empecilho para o seu apaswlide CDI. Por este motivo,
optou-se por se verificar na avaliacdo as possdtlié@ildades dos alunos em colocar
em funcionamento o conceito de funcao real nawe8dolde exercicios, os quais foram

elaborados no programa WIMS.
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A fundamentacdo tedrica, a especificacdo da prdileane da metodologia
empregada e a maneira como um programa de compuaaxibou o desenvolvimento

desta experiéncia sdo apresentadas em seguida.

((

Destaca-se que se decidiu separar uma parte danemiacao teodrica desta secao, em
vez de apresenta-la juntamente com as demais, pitu(®a2, por ela estar associada de
forma especifica ao contexto da avaliacdo e nadordea direta, a construgdo de um
conceito.

Os exercicios integrantes da avaliacdo foram orgdos e classificados por
nivel de dificuldade, segundo um critério propgxto Aline Robert (1998).

De acordo com Robert, os conhecimentos empregadosesolugcdo de um
exercicio podem ser divididos em trés niveis: nisiehples/isolado em que um
exercicio é considerado simples se os conhecimemtesrem utilizados sédo bem
familiares ao aluno e é dito isolado se um sé caintento antigo esta envolvido em
sua resolucao; nivehobilizavel, no qual os conhecimentos empregados na resolucao
de um exercicio podem ser identificados em seu aado e sdo suficientes para
resolvé-lo, mesmo que algumas adaptacdes ao comaxticular do enunciado sejam
necessarias; e nivalisponivel em que o aluno deve procurar sozinho em seus
conhecimentos o que é pertinente para a resolugagatcicio.

Com o objetivo de formular questbes que envolvemheoimentos de funcéo
real que correspondem a cada um dos trés niversmaztados, recorreu-se a teoria da
dialética Ferramenta/Objeto e Jogo de Quadros tiawe Régine Douady (1986).
Segundo Douady, durante o seu processo de formagéapnceito matematico pode
assumir dois status: o derramenta quando esta sendo usado como um instrumento
para a resolucdo de um problema, ou oobgtg quando questdes tedricas a ele
relacionadas séo tratadas, tais como sua definstés, propriedades, teoremas que o
envolvem, entre outros aspectos que o particulariza

Nessa teoria, umuadro é constituido pelos objetos de um ramo da mateajati
como, por exemplo, o quadro geométrico, o algéhwic numeérico, dentre outros, e
um jogo de quadrosse constitui em um meio de obterem-se formuladdesentes de
um mesmo problema, remetendo a novas interpretagdpoblema inicial em diversos

quadros (ver mais detalhes no Capitulo 2).
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Com o suporte da teoria da dialética ferramentafobg jogo de quadros, de
Douady, e pautando-se nos critérios de classificagium exercicio, propostos por
Robert, os exercicios da avaliacdo foram organzaem ordem progressiva de
dificuldade e os seus enunciados foram formuladosgjeadros variados, nos quais o
conceito de funcéo real ora assume o status denfenta, ora o de objeto. A Figura 3-1
mostra as possibilidades de enquadramento de umnci@resob a perspectiva dos

critérios utilizados.

Figura 3-1. Classificacdes e contextualizagfes possiveis para um exercicio.

((C 0#

O objetivo da avaliacdo é saber até que nivel odeste € capaz de adaptar seus
conhecimentos antigos combinados a seus conhecmerivos para resolver 0s
problemas propostos. Os estudantes conseguemeeaplenas exercicios de resolucao
imediata do nivel simples/isolado ou eles sdo @pde adaptar seus conhecimentos
para encontrar solucdes de problemas que se eacomin nivel mobilizavel ou no
nivel disponivel?

O conteudo dos exercicios envolve conhecimentosiadios no Ensino Médio,
considerados conhecimentos antigos para essessalmmesclados a conhecimentos
adquiridos recentemente na universidade, consideratbnhecimentos novos. A
ordenagcdo dos exercicios sugere um aumento gradativnivel de dificuldade ao
passar de um exercicio a outro, dificuldade dedirpela experiéncia empirica e pela

metodologia descrita na secéo anterior.
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Na analise da avaliacao, verifica-se até que miselunos do primeiro ano sao
capazes de adaptar seus conhecimentos na resdegses exercicios sobre a nocéo de
funcéo real. Inicialmente, duas experimentagcéeanforealizadas no ano de 2004: a
primeira com uma classe de estudantes de primegcaaJniversité d’Evry na Franca,

e a segunda no Brasil, com uma classe de estuddotgsimeiro ano do curso de
graduacdo em Engenharia de Teleinformética (CGHal)Universidade Federal do
Ceara (UFC). Nos anos seguintes, 2005, 2006 e 20fi& andlises e modificacdes
sucessivas, mais trés aplicacbes foram feitas camos do primeiro ano do

CGETI/UFC.

Embora néo fizesse parte dos objetivos originaigralmalho, foram verificadas
contribuicdes e limitagbes advindas da utilizagcgoudch programa de computador no
estudo dos tracos das atividades dos alunos. @$se principal recai, particularmente,
nas informacgdes extraidas dos registros armazemadoprograma. Tais registros ndo
seriam facilmente observaveis a partir de avalsg3eritas tradicionais.

Através da instrumentacdo computacional, além daipitidade de andlise de
dados e verificacao de estatisticas, apresentarse om elemento de substancial valor,
para um professor acostumado a praticas convengjomdacilidade de elaboracéo,
modificacdo e execucdo de novas avaliagOes. Eslaléale, aliada a velocidade para
realizar adaptacoes e re-aplicar avaliacdes, teenam elemento motivador para que o
professor experimente novas abordagens e ensatesghe as proprias avaliacdes, em
forma de listas de exercicios interativas, podengsevadas e re-utilizadas a qualquer
momento por qualquer professor, 0 que potenciaizelacdo inter-classes e, por que
nao dizer, interdisciplinar entre docentes.

Este contexto, inicialmente secundario no trabatinminal, constitui um
elemento de base para o método de realimentacpmoesso de avaliagdo apoiado por
ferramentas computacionais proposto neste capitilmbora diversos instrumentos
computacionais possam ser utilizados para ess@gitopas experiéncias realizadas se

apoiaram no uso da ferramenta WIMS, apresentageonana secao.

(- 0 1) ) 23 +

Para estudar o desempenho dos alunos, utilizomsprograma interativo que oferece
um banco de questdes, bem como recursos paregdada novos exercicios: o WIMS
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- WWW Interactive Multipurpose Sen/erum programa livre que pode ser acessado
através de qualquer navegador web na internet. ®SNVpermite o emprego de
guestdes bastante diversificadas cujos enuncia@loss&ioc comumente explorados em
salas de aulas tradicionais. Além disso, os dadandnciado de um mesmo exercicio
sdo modificados a cada interacdo, dificultandolancacopiar o resultado obtido pelo
colega ao lado ou descobrir por tentativa e ergsposta correta.

As avaliagbes no WIMS sao organizadasfelinas de trabalhpcontendo, cada
uma, um conjunto de exercicios. Essas folhas taltra sdo disponibilizadas ao aluno
a partir de classes publicadas em um servidor \Refa acessa-la, os alunos devem ser

previamente cadastrados e receber uma senha de.aces

Titre : IRévisiDns sur les fonctions

CETTE FEUILLE FAIT PARTIE DU PROGRAMME DE

.
Description : |[REVISION SAUF LEY EXERCICES 14, 15 ET 16 badifier |
hd

[gui ne compteront pas non plus dans

Page de présentation I aide
Date d'expiration : || 15 jl aout jl 2004 =

Contenu de la feudle : [ Version imprimable ]

Collection d'intervalles, 10 points de podds 1.
Walenr dune fonction I, 10 points de poads 1.
OFEF affine, 10 points de peids 1.
Ceoincidence Libre T, 10 points de poids 1.
Coincidence Libre IT, 10 peints de poids 1.
Jeant niveau 1T, 10 pomnts de poads 1.
Fonctions graphicues, 10 points de poids 1.
Dénvee graphioque niveau I, 10 pomts de poids 1.
. Continuité et suites 111 , 10 pomts de poids 1.
. Continuité et suites I3, 10 points de poids 1.
. Cercle, 10 pomnts de poids 1.

. Teur, 10 points de podds 1.

. Trangle dredt, 10 points de poids 1.

. Min-Wazx, 10 pomts de poids 1.

- Dénvées mitées I, 10 points de peids 1.

. Deénvees limitées IT, 10 points de peids 1.

L I

el

—
L]

= L e e
L B e

Figura 3-2. Folha de exercicio criada para a avaliagao de funcéo real.

Para a primeira experimentacéo, foi criada umaaliiuiha de trabalho contendo
dezesseis exercicios, sendo quatorze escolhidos est disponiveis no banco de
questbes da plataforma e dois elaborados comiaagéb dos recursos de edicdo do
programa. Os exercicios foram organizados de nmea@egeguir uma ordem crescente

de nivel de dificuldade, do mais simples ao queessta de um maior numero de

® http://wims.auto.u-psud.friwims/
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adaptacOes para ser resolvido, critério estab@&eded acordo com a fundamentacéo
tedrica apresentada anteriormente e pela expaii@zciequipe de pesquisadores. Na
Figura 3-2, mostra-se a folha de exercicios crigalacomo ela foi apresentada no
WIMS aos alunos da Franca. Para facilitar a sueagéo pelos alunos do Brasil, ela
foi traduzida para o inglés, por se tratar de uioni@ melhor dominado por eles do que
o idioma francés e, também, pelo fato de muitosal@scicios utilizados possuirem
versao registrada em inglés no WIMS. Ressalta-se, quntes de cada nova
experimentacéo, as atividades realizadas pelo®alua experimentacdo anterior eram
analisadas, provocando, naturalmente, alteracfedolha de exercicios. Para as
aplicacdes que se seguiram, exercicios intermedifsram acrescentados e a ordem de
alguns deles foi alterada, ja baseada na expemg@mianterior.

No ambiente WIMS, para resolver um exercicio dadade trabalho, o aluno
deve clicar sobre @wyperlink com o nome da questdo. Seu enunciado e 0s campos
necessarios a sua resolucdo sdo apresentados egadar Web, permitindo a sua
resolucdo de maneira interativa e apresentandoswoltado ap6s a submissdo da
resposta, 0 que permite ao aluno f@adbackinstantaneo. Um exemplo é apresentado
na Figura 3-3. E importante destacar que o prograsranite o uso de graficos
animados e que tal recurso possibilita a elabordednunciados que seriam de dificil
implementagcéo em avaliagdes tradicionais.

O WIMS oferece diversas modalidades de interacéa gae o aluno responda
um exercicio, podendo ser uma resposta de mukgsalha, o preenchimento de uma
expressao algébrica ou de um valor numeérico, saimdta possivel elaborar exercicios
mais complexos, contendo um encadeamento em vérgms até a conclusdo da
guestao.

A primeira das avaliacdes, cuja folha de exerciéi@presentada na Figura 3-2,
foi entdo aplicada a duas classes de primeiro ama: do DEUG Diplome d'Etudes
Universitaires Généralesorrespondente a estrutura de ensino universitidncés em
seus dois primeiros anos, vigente até 2004) Stiguei daUniversité d’Evry Franca, e
a outra do primeiro ano do curso de graduacéo egertfraria de Teleinformatica da
Universidade Federal do Ceara - UFC. Os tracos alasdades individuais dos
estudantes foram registrados pelo programa e adidz na realizacdo da analise dos
resultados da experimentacdo. A maneira como a#gstros sdo efetuados é

apresentada em seguida.
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Wous voyez ici la courbe dune Fonction réelle F(x) définie sur lintervalle [-1,1] Votre but est
de treuver une fonction dont la courbe est la plus proche pozsible de celle de f (x).

T
£

Enwvoyer Ivotre essal mumeérs 1 (sur 100

glx) =| Aide surles noms des fonctions (Wotre définition de gix) est
lirmdtée & 25 caractéres aprés le traitement pat le serveur)

Figura 3-3. Exemplo de exercicio apresentado pelo WIMS.

(4 o
Ao término de um exercicio, o WIMS atribui uma nqtee varia entre 0 e 10, segundo
o grau de sucesso do aluno na resolugdo da quéstiinda possivel efetuar diversas
tentativas de resolucdo de um exercicio sem quetas obtidas sejam consideradas na
média final, permitindo ao aluno refletir sobrecduséo antes da execucdo de maneira
definitiva. A nota final atribuida pelo WIMS a unxegcicio € parametrizada pelo
professor no momento da preparacdo da folha. Pedeegtabelecido um tipo de
dificuldade percentual caso o aluno refaca umatgoespos um erro. Contudo, isto
permite a eventual recuperacdo de notas baixasasm de o aluno descobrir ou se
lembrar de como resolver corretamente uma quept@wan fracasso.

Outros dados quantitativos sdo também registradds programa como o
namero de tentativas, as notas parciais obtidésn(dla média final) e o tempo gasto

pelo aluno para resolver uma questéao.
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Statistiques d'activite

Feuille 1. Eévisions sur les fonctions (Durée théorique 74 min)

‘Kiurcice points ‘ Totaux ‘lllﬂ}'Em’scom

TEUUSS [ ey [score |poinis (durée points [durée
1. Collection dintervalles 10 | 333 306] 2840 62[9.3 [02
| 277 249| 2200 46|88 |0.2
| 10 | 511| 494/ 4010/ 102/ 8.1 | 0.2
| 10 | 326| 97| 592| 453|6.1 |47
| 10 | 70| 12| 41| 94[34 |78
| 10 | 233| 136 so00| 271|539 | 2
| 10 | 179| 119| 815 183/ 6.9 | 1.5
1| 10 | 136] 72| 354| 176|439 |25
| 10 | 323] 267| 1681| 283| 6.3 | 1.1
10. Continuité et suites X | 10 | 173| 136 580| 94|43 |07
|
|
|
!
|
|

o

‘2. Valeur dune fonection I il

|3. OFF affinie

‘4. Coincidence Libre [

e

|5. Coincidence Libre I1

s

‘6. Jnint nivean 11

|T. Fonctions graphicues

‘8. Deérivée graphique niveau I

|9. Continuité st suites 11

11, Cercle 10 | 218| 150| 854 282 57 | 1.9
12, Tour 10 | 145 91| 459| 204| 5 |22
13, Trisngle droit 10 | 89| 59| 350| 132[59 |22
14, Min-Max

10 | 45| 13| o] 45| 0 |35
10 | 72| 34| 30| 52/09 |15
10 | 30| 21| o] 12| 0 |06
160 (3160|2256 [15606 2491 - | -

|15. Diésivées limitdes |

|16. Diésivées limitdes 11

‘ Somme

Figura 3-4. Estatisticas globais.

Os dados para a analise das atividades dos estsdardem ser apresentados de
maneira global, como mostra a Figura 3-4, ou indigl, como mostra a Figura 3-5.
Nesta Ultima, os dados correspondem a uma panegikiro de atividades de um aluno
no dia 10/02/2008 de 15:20:07 as 15:23:29 sobseercizio 2 da folha de trabalho.

Na coluna Etat’, as menc¢desriew e “renew significam a execucédo (ou re-
execucao) de uma questdo. A mencaml€ significa que uma resposta foi submetida
ao WIMS, apresentando a sua nota. A mengé@scoré indica que a nota obtida nao
foi contabilizada para a média final, isto €, aiddde do aluno sobre o exercicio foi

considerada como um treinamento.

Date Heure feuille exercice Etat Score Etat d’enregistrement
20080210 15:20:.07 1 2 new noscore

20080210 15:20:12 1 2 score 10 n oscore
20080210 15:21:14 1 2 renew noscore

20080210 15:21:18 1 2 score 10 noscore

20080210 15:22:20 1 2 renew noscore

20080210 15:23:25 1 2 new

20080210 15:23:29 1 2 score 10

Figura 3-5. Um trecho dos tracos de atividades realizadas por um aluno.
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Descrevem-se, na préoxima secdo, a primeira avahdig@ynostico, de 2004,
usando o WIMS e a forma como a andlise participaupreparacdo da avaliacdo

seguinte, de 2005.

((5 0) 6 ) ' ) , 7

Antes da avaliagdo com os alunos, uma andligeori dos exercicios foi efetuada para
identificar os possiveis conhecimentos e procedioserque os alunos poderiam
empregar em sua resolucdo. Com base nessa anéliggercicios foram classificados
quanto ao nivel de dificuldade.

Esta andlise permitiu justificar ou compreenderhmelo desempenho e os
procedimentos realizados pelos alunos bem como causecimentos. Entretanto, a
auséncia de registros escritos do desenvolvimentmisstitui em uma limitacdo para a
execucdo da analise dos resultados. Apesar das@oeveita sobre os provaveis
caminhos que poderiam ser seguidos pelo alunocu@e uma solucdo, ndo se pode
saber exatamente quais procedimentos foram esoslh@ra a resolucdo de um
problema. Por outro lado, esta dificuldade podepsecialmente contornada utilizando
as estatisticas e os registros de atividades grayzalo WIMS.

Embora uma avaliacdo de um pequeno grupo de gsestbeduas classes de
alunos pareca uma experiéncia bastante simplesJume de dados registrados pelo
programa WIMS pode ser extremamente grande (nodagwimeira experimentacao,
chegou a aproximadamente 9000 linhas). Estes murd0 seriam viaveis ou, no
minimo, dificilmente obtidos a partir de avaliac@ssritas.

Para se realizar a andlise destes dados, os eaeritiam agrupados em fungéo
do tipo de entrada requerida para as respostasogoama WIMS. Entre outros dados
importantes, foram utilizados, por exemplo, o tengpapregado na resolucdo de um
exercicio e o niumero de tentativas. A analise descrdestes dados conduziu a
reflexfes inicialmente inesperadas, que nao sepassiveis a partir de uma prova
convencional. Por exemplo:

o tempo empregado pelo aluno no desenvolvimentmdexercicio e o numero de
tentativas para resolvé-lo séo fortes indicativmgihu de dificuldade encontrado na

busca de uma solucéo;
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em um exercicio de resolucdo imediata, a alteradentire erros e acertos pode
indicar que o aluno nao sabe realmente resolvé-lo;

a progressao das notas obtidas por um aluno nlugésode um exercicio é um
indicativo de que ele conseguiu, apés varias teatgtadaptar seus conhecimentos
na resolucao do exercicio.

A seguir, usa-se o exercicio 5, Coincidence Lilbreld folha de exercicios da
Figura 3-2, para representar uma amostra de comexesicios foram analisados
previamente, como os resultados de cada exefoiem agrupados e de que forma foi
realizada a andlise dos resultados desta expedg@mt Em seguida, expde-se
brevemente a forma como a andlise dos resultadosnfilicada no ensino do ano

seguinte e na elaboracéo da préxima avaliacéo.

Anélise Preliminar do Exercicio 5

Este exercicio apresenta o grafico de uma furi@dodefinida no intervalo
[-1,1]. O seu objetivo é determinar a formula de umafimg(x) cujo grafico € o mais
proximo possivel do grafico dé&). O ideal, na verdade, é encontrar a formul§>je

O aluno tem direito de fazer nove tentativas. lBada férmula que ele digita no
espaco reservado pagé), o programa faz o seu grafico no mesmo par deseio
gréfico def(x). Assim, o aluno pode medir a distancia entreaarsgposta e a resposta

ideal.

Wous voyez ici la courbe d'une fonction réelle 1 (x) définie sur l'mtervalle [-1,1]. Votre but est
de trouver une fonction dont la courke estla plus proche possible de celle de 7(x).

2 T T

T
fixd

Envoyer |votre essai numero 1 (sur 93

g(x) =| Adde sur les nems des fonctions, (Votre définition de gix)
est limitéde 4 28 caractéres aprés le traitement par le serveur)

Figura 3-6. Exercicio do WIMS sobre relagao entre funcao e grafico.
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Observa-se que, neste problema, trabalha-se coomaeito de fungédo em seu
status deobjetg pois a sua resolucéo é restrita ao campo da ratitene coloca em
evidéncia propriedades caracteristicas deste donceirelacdo entre representacéo
geomeétrica e representacao algébrica.

Ndo se trata de um exercicio de resolugdo imedidta.verdade, ele é
considerado um exercicio do niwdisponivel ja que a sua resolucdo € dividida em
etapas e o0 seu enunciado néo oferece pistas de resmlwé-lo, deixando a busca de
uma solucédo completamente a cargo do aluno.

Destacam-se dois provaveis procedimentos de reégvldeste exercicio pelos
alunos:

1. Imaginar que a curva é o grafico de uma parabolaeatundo grau.
Neste caso, encontrar trés pontos sobre a curlatitsirlos na formula
f(x)=ax’+bx+c e resolver um sistema de trés equacbes e trés
incégnitasa, bec.

Para a resolucdo do sistema, pode-se ativar adusgéicionadora de sistemas
de equagd€sconstante no WIMS.

Observa-se que nédo € tdo imediato de se encostes |gontos ja que 0S €eixos
coordenados nao estdo representados explicitameaffigura.

2. Fatorar a expressdo f(x) =ax’ +bx+c na forma
f(x) =a(x- x).(x- x,), descobrir no grafico um valor aproximado para
X1 € X, 0S zeros dd(x), escolher um ponto qualquer sobre a curva,
substitui-los emf (x) =a(x- x).(X- x,) para determinaa.

Resultados

Sao apresentados, na Tabela 3-1, os resultaddisasla resolucdo feita pelos

24 alunos do CGETI que participaram da avaliacaQ@od .

Tabela 3-1. Notas do exercicio 5 — Avaliagao 2004 (UFC).

Quantidade de alunos por intervalo de notas

. [0,3] 13.6] 16,8] 18,10] Nenhuma
Exercicio tentativa
5 3 10 2 2 7
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Apesar de os conteudos necessarios para a resaliesi® exercicio serem
bastante familiares aos alunos, foi neste exercig@oeles obtiveram as piores notas e
que houve o maior numero de abstinéncia relativearesidemais questdes.

Outro dado importante que mede a dificuldade desézcicio € a média das

notas da sala e o tempo médio empregado em suag@so

Tabela 3-2. Média Geral e Tempo Médio do Exercicio 5 — Avaliagao 2004 (UFC).

Exercicio Média
Notas Tempo (min)
5 4.5 12,4

Analise dos Resultados

Pelos resultados, pode-se supor que este exelfoiciconsiderado bastante
dificil pelos alunos. E claro que ndo se trata deauguestdo simples/isolada, é
necessario ter conhecimentos disponiveis para gacouma solucdo. Contudo, é
surpreendente constatar que uma grande porcent@gSs) de alunos sequer tentou
resolvé-la, mesmo sendo um enunciado familiar asod

Podia-se supor que este resultado ruim tivesseidocodevido ao fato de os
eixos coordenados nao aparecerem explicitamerfigura. Porém, na questao anterior,
gue tinha 0 mesmo enunciado que esta, mas seardbagrafico de uma reta, a média
foi 6,5, 0 tempo médio de resolucao foi de 9 miapenas um aluno ndo tentou resolvé-
la, ou seja, o deslocamento dos eixos coordengmsnpediu que os alunos tentassem
resolver a questao.

Para reforcar a dificuldade deste exercicio, dastacque os alunos franceses
tiveram um desempenho pior. Dos 23 alunos partitgsa apenas um obteve uma nota
no intervalo §,8], que foi 7,3 — e ele levou 22 min. para encordraolucdo — , dois em
13,6], um em D,3] e os demais, 19, nem tentaram resolvé-la.

Colocam-se, em seguida, algumas suposi¢cdes sajre pode té-los impedido
de conseguir resolver o exercicio:

o0 sistema de trés equacdes e trés incognitasnf@iior fator de dificuldade, caso

eles tenham associado a curva um polinémio de i

eles perceberam que seria necessario muito tralpaltsoresolvé-la, que havia

muitas etapas a cumprir, por isto preferiram reraunou;

eles ndo sabiam sequer por onde comecar.
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N&o foi possivel saber os verdadeiros fatores fieultiade na resolucdo deste
exercicio, pois as estatisticas do WIMS n&o fonrmeeéementos suficientes para se
chegar a esta resposta. Além disso, ndo houvetoaum estes alunos apds a sesséo de
experimentacao.

Com o objetivo de apresentar a forma como os eBudt globais e individuais
desta experimentacdo foram agrupados, representa-Sabela 3-3, uma amostra geral
das notas dos alunos da UFC, de 2004, por exeeioay ordem decrescente de média

final.
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Tabela 3-4. Alunos por ordem decrescente de notas (2004) — UFC.

Al. Questdes Qtd. Note
1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13

24 12 9,44
5 10 8,92
14 8 8,86
6 8 8,65
18 10 8,61
20 7 8,59
3 11 8,54
11 10 8,47
16 8 8,42
1 9 8,12
9 8 7,95
17 6 7,78
12 6 7,24
4 7 6,59
7 7 6,50
8 7 6,40
19 6 6,26
10 5 5,98
15 6 5,94
13 5 5,84
22 7 5,81
21 6 5,06
23 3 4,09
2 4 3,07

O exercicio 4 foi considerado correto para notas acima de 7.

O exercicio 5 foi considerado correto para notas acima de 6.

Legenda utilizada:

! Exercicio respondido corretamente
|:| Exercicio ndo respondido ou respondido incorretamente

|:| Exercicios nos quais as notas se alternam:

Exercicios 1, 2, 3 e 10 — alternancia entre 0 e 10 ;
Exercicios 6 e 7 — alternanciaentre0 e 5 ;
Exercicios 8 — alternancia entre 0, 1,1e 5,6 ;
Exercicios 9 — alternancia entre 0 e 4,4

Da Tabela 3-4, podem ser extraidos os seguintefia@ss, dentre outros nao

apresentados:
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uma grande concentragcdo de respostas corretas aslgaatro primeiras
questdes e sobre as trés ultimas;

0 mau desempenho sobre a quinta questdo, que fEidepada como
respondida corretamente por apenas quatro alunos;

elevada quantidade de alternancia de notas nosiexsr8 e 9.

Conclusbes:

Como foram feitas apenas suposi¢cOes, a partir egistros de atividades do
WIMS, sobre o que impediu os alunos de buscar &olpara certas questbes, como a
questao 5, concluiu-se ser necessario, para uneaphcacao, elaborar exercicios com
etapas intermediarias para se tentar localizaifiasldades.

Globalmente, os estudantes investiram mais na ugdol de exercicios
algoritmicos. Observou-se, a partir dos regist@¥WMS, que o aparecimento de uma
simples etapa, ou de uma fase de adaptacdo de cooehéos, levou alguns a

desisténcia de resolver o exercicio.

A Experimentacdo de 2005

A partir da analise dos resultados de 2004, foeitad modificacdes na folha de
exercicios para a aplicacdo em 2005, dentre eachm-se: houve uma troca na
ordem de alguns exercicios; foram acrescentadasiexes com etapas intermediarias
que pudessem facilitar a resolucao de outros. Tesgpassim, particionar um exercicio
para se obter certa precisdo sobre o ponto deildifide do aluno.

Com respeito ao exercicio 5, na aplicacdo de 2808scentou-se antes dele um
exercicio cujo enunciado relacionava, de formaieitpl o grafico de uma curva a uma
funcdo do segundo grau. Pretendia-se, desta mameitiicar se a dificuldade estava
mais associada a esta situacdo, caso contrana,remessario se fazer outra hipotese e
se modificar de novo a lista para uma proxima apéo.

Denota-se que, embora a reaplicacao seja feitautna tnirma — ndo podendo se
descartar, por isso, a possibilidade de se obtezsuitados completamente distintos de
um ano ao outro — existe certa homogeneidade mdgeconentos dos alunos, pois eles
sao, em geral, preparados pelas escolas locai® amjetivo principal de se submeter a
uma selecéo do tipo vestibular.

Com respeito ao ensino do ano de 2005, procurouese, momentos

convenientes, propor situacdes que pudessem levaraasuperacdo das dificuldades

39



encontradas na analise dos resultados da aplickcd604. Em relacdo ao exercicio 5,
em particular, constatou-se, por meio do calcul@laiico de certos limites em sala de

aula, que a fatoragéb(x) =a(x- x).(x- x,) ndo € um conhecimento bem estabelecido

por estes alunos. Logo, pode ter sido realmentedom fatores que impediram a
resolucdo do exercicio 5.

Esse processo de preparacéo-aplicacao-analiseicagdib-reaplicacdo levou a
criacdo de um método de avaliacdo baseado na eargenldatica, o qual € descrito

nas subsecdes seguintes.

(8 % ) )) :

Face aos novos elementos de reflexdo oriundossdastdiacbes, destacam-se alguns

pontos positivos e negativos considerados relegante
Em geral, para um professor de matemética habitaadanétodos tradicionais de
ensino, ao introduzir em suas praticas o uso de'ses tecnologicos, € de extrema
importancia, ndo sé o apoio, mas a participacadivafede profissionais de
Tecnologia de Informagéo (TI), haja visto ser geawdnimero de conhecimentos
adicionais necessarios a elaboracdo, a disporabgéide a manipulacdo de
informacdes eletronicamente registradas. Na ausé&lgdtes, a resisténcia e a falta
de incluséo digital do professor podem ser impeaitipara a realizacao de tal
intento, como lembra Rocha (2008). Ao longo destdalho de pesquisa, essa
necessidade manifestou-se diversas vezes, desdenpreensao e operacao da
ferramenta até a edicdo e cadastramento de quéstiissoniveis na base de dados;
Existe uma forte tendéncia do professor em coreidgue as modificagdes ou as
adaptacOes sobre os materiais avaliados séao dal difiplementacdo, mesmo
quando ndo € realmente o0 caso. Isto o leva a tdaimr tais adaptacdes
externamente ao programa, ou mesmo a renunciartexndeadas partes da
avaliacao, retornando aos poucos a pratica traditi®or isso, as avaliagcdes devem
ser concebidas desde o inicio com caracteristigadmitas, permitindo uma
continua realimentac&o do processo e sua constatiézacao;
Nas avaliacOes realizadas, deparou-se frequientersent a falta de um historico
do registro escrito do raciocinio do aluno, ndogmalh determinar-se qual dentre os
caminhos supostos na andlaeriori foi trilhado para resolver uma questdo, ou se

ainda o aluno optou por uma solucdo ndo documentAdanexisténcia do
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desenvolvimento escrito das atividades dos alumpdida na necessidade de maior
segmentacdo das questbes propostas, de maneirarn@tirpeuma melhor
identificacdo dos pontos de facilidade ou dificdielalos alunos. Neste caso, vé-se
gue o esforco necessario a elaboracdo passa aggranquanto que a atividade de
correcdo passa a ser facil, ja que é realizada, pehos na sua maior parte, por
uma ferramenta automatizada;
Mesmo apdés uma cuidadosa elaboracédo, pode havesswamde de interacOes
adaptativas durante a avaliacdo. As avaliacbesspmcial as de carater formativo,
devem estar abertas as interacdes professor-alahme-aluno, e tais ocorréncias
devem ser registradas a fim de auxiliar no procegsanalise e realimentacéo do
processo avaliativo;
Se a avaliacdo tem um carater diagnostico, objalivaompreender um fenémeno
ou fato recorrente, € necessario que ela se repgodumaior nimero de vezes
possivel, cobrindo uma grande quantidade de pessaasque as conclusdes sejam
consistentes. Cada avaliacdo pode e deve contrgarst 0 aprimoramento da
avaliacao subsequente.
Esses pontos levaram a uma reflexdo sobre a néadssile uma metodologia
que possa ser empregada na elaboracéo/execuciialide@es que valorizem aspectos
diagnésticos, formativos e, eventualmente, somatitasta metodologia é apresentada

na préoxima secao.

((9 0) ,

As experimentacdes realizadas com o programa WM& &m a uma intensa reflexao
sobre a pratica avaliativa. O processo ciclicoxgeementacdes, aqui apresentado por
meio das avalia¢des, conduziu a idéia de se faparadaptacdo de algumas fases da
Engenharia Didéatica (ED) ao contexto da avaliag@oa maiores detalhes ver Capitulo
2).

Compartilhando da opinido de Douady (1987), segundoal a ED se constitui
em um instrumento privilegiado para se consideraoraplexidade da sala de aula,
propde-se nesta secdo uma adaptacdo desta metadatbgontexto da avaliagéo,
explorando, em especial, suas func¢des diagndstfoonetiva, apoiando-se no uso de

instrumentacdo tecnologica. Ressalta-se, porémnégaee feita uma correspondéncia
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isomorfica entre as fases da ED e as do métodmgimpue concerne, exclusivamente,

a situagdes de avaliacéo.

(G ,
1<

A Figura 3-7 apresenta de maneira esquematica ratwgst geral do método ora

proposto, cujas etapas sao apresentadas em seguida.
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Figura 3-7. Fases e atividades constituintes do processo de avaliacéo.
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Fase de Analise Geral do Problema

Nesta fase, sdo realizados o estudo preliminaralagma e a identificacdo das
dimensdes criticas que definem o conjunto de hfedtesobre as dificuldades
relacionadas ao assunto tratado. Entende-se poenddes criticas as dificuldades
registradas pelos alunos e as hipoteses sobre gmque originam tais dificuldades
no contexto do processo ensino-aprendizagem. Pa#nconsideradas dimensodes
criticas, por exemplo, 0 ndo cumprimento, no arteraor, do programa considerado
como pré-requisito para o conteudo que se pretabdalhar, ou a falta de maturidade
ou de assimilacdo prévia de conceitos indispensaVeis dimensdes nao podem ser
simplesmente negligenciadas pelo professor. Nestsgulsa, em especial, foram
analisados os programas de ensino médio e de poimagio universitario no que
concerne o0 conceito de funcdo real e determinadbspantos de reconhecida
dificuldade, com base na experiéncia dos professere/olvidos, que devem ser

considerados na avaliagéo.

Fase de Modelagem e Implementacao

Esta fase envolve inicialmente a elaboracdo da éseifl de questdes,
normalmente, organizada em ordem crescente deddwdificuldade.

E neste momento que a fundamentacio tedrica délizzesse trabalho é
valorizada, quando, na escolha dos exerciciosjdmnasn-se enunciados que conduzem
a solucéo de problemas nos quais a nocéo visadmess status de ferramenta ou de
objeto; ao mesmo tempo em que, a partir dessashasc@brangem-se 0s niveis de
dificuldade simples/isolado, mobilizavel e dispaiiv Trabalha-se igualmente a
contextualizacdo, aplicando-se o jogo de quadrosa@objetivo de elaborar enunciados
gue nao sejam familiares aos alunos participardesvdliacdo, o que os forca a adaptar
ao novo contexto seus conhecimentos relativos anagsada.

Outra importante acdo desta fase € a preparac@mb@nte de execucdo da
avaliacdo, que envolve a escolha das ferramentasluiho, a definicdo eventual das
pessoas envolvidas entre técnicos, avaliadoresl@ados, o local da avaliacéo, o tipo
de maquina e material utilizado, entre outros efgose complementares. Além das
atividades iniciais, outra atividade, posterioroacusao de avaliacbes anteriores, pode
intervir nesta etapa, motivando uma realimentaggaz de modificar, enriquecer ou

mesmo corrigir eventuais problemas detectadoslrierde, uma analisa priori deve
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ser efetuada a fim de identificar os possiveis eomhentos e procedimentos que 0s

alunos poderdo empregar na resolucdo dos problemas.

Fase de Avaliacdo

Na fase de avaliacdo sdo feitos a aplicacdo daae@ial e o0 registro de
atividades, com eventuais interacbes adaptativas,goais sdo realizadas acdes que
venham a complementar ou auxiliar a avaliacdo emtogon&o previstos. Tais
interacbes devem ser registradas de alguma mareimaalise de resultados é entéo
realizada a partir dos dados registrados pelaagdlc da avaliacdo e eventualmente das

interagdes adaptativas.

Fase de Conclusodes

Finalmente, apos a apresentacdo dos resultadssanébses, sdo registradas as
conclusdes, podendo ser consideradas “definitfyagiando o volume de informacées
se revelar suficiente quantitativa e qualitativategpu parciais, quando forem obtidas
atraves de informacgdes incompletas ou verificadi@vés de tendéncias, necessitando
obrigatoriamente de reavaliagdes.

As conclusdes realimentam o processo de avaligétendo-se retrabalhar a
reclassificacdo dos niveis dos exercicios e 0 jdgoquadros. Em uma proxima
aplicacdo, podem ser eliminadas ou inseridas nquastdes ou, ainda, proceder-se a
fragmentacdo de exercicios, visando a identificagars precisa do tipo de dificuldade
ou limitacdo encontrada pelo aluno. Note-se questiumentacdo computacional € de
grande ajuda, pois, além de fornecer registrosoriisis para andlise, facilita o
reaproveitamento de todas as estruturas de avediagiieriores, permitindo correcoes e
adaptacOes apenas onde necessarias. Assim, agsé@schjeram elementos de entrada
para a fase de modelagem e implementagéo.

No método proposto, a realimentacdo atribui umaactaristica ciclica ao
processo, em que a avaliacdo anterior, na perspedg Luckesi (1998), subsidia
decisbes a respeito da aprendizagem dos educandoscemna como elemento
regulador da proxima avaliacdo. Aliando-se aoscfpins de Hoffmman (1998),

defende-se ainda a realizacdo e retomada de al@sdde avaliagdo frequentes e

" Colocou-se aqui a palavra entre aspas para indinarmenor rigidez em seu significado, visto qua um

conclusdo pode muitas vezes ser repensada e naoldific
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sucessivas, pois, a acdo avaliativa, enquanto g@éiando se caracteriza como um
momento do processo educativo, mas é integramplécita a todo processo. Pretende-
se, desta maneira, garantir a qualidade na co@stid conhecimento.

((= R 1

Na ED, a fase de validacdo se caracteriza porrseprocesso realizado por meio da
confrontacdo entre as fases de an&ipeiori e de analisa posteriori Observe-se que
a validacdo, com os mesmos propositos da ED, esgdida na Fase de Conclusao do
método ACR. Entretanto, as conclusbes do métodpopto sdo enriquecidas com
outros elementos historicos de confrontacdo, cowadiagdes realizadas em outras
ocasifes com 0 mesmo grupo ou mesmo com grupasruids.

E importante mencionar que, na ED, Artigue (1983talca que o professor esta
pouco presente na analisepriori e que este afastamento possui razfes historicas
relativas ao desenvolvimento da pesquisa didatiofluenciada pelas teorias
construtivistas do conhecimento. Artigue afirmadainque, na teoria didatica, o
professor ocupa sempre uma posi¢do marginal ecqu&) ele ndo € convenientemente
considerado, os fendmenos didaticos nos quais #i# ienplicado tendem a ser
percebidos como ruidos. No método ACR, o profeésenvolvido desde a concepcao
da experimentacdo e pode inferir sobre o aproveitéme aprendizado do aluno a
partir da analise do seu comportamento de manaéwanacessariamente dependente da
analisea priori. Em outras palavras, as conclusfes ndo sao erausnte obtidas pela
confrontacdo das analises priori e a posteriori Assim, as hipoteses podem ser
validadas ou n&o de diversas maneiras: pela ingpg@valiacdes, pela manifestacao
espontanea dos alunos, através de indagacoes i@epldo professor, entre outras
possibilidades. Além disso, considerando a trasslidade de alguns conteudos
matematicos, pode-se apreciar o desenvolvimentalwmo em outras disciplinas do
mesmo curso que utilizem determinados conteddoemddicos. Neste ultimo caso, é
obrigatéria a implicacao dos professores de ditesedisciplinas, o que néo & trivial.

(( 1 >4 ) )

Destacam-se aqui alguns aspectos relacionadosiéapaaliativa e aos beneficios e

limitacdes da insercéo de recursos tecnologicos panteracao e registro de atividades
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com fins de avaliacéo, os quais foram deduzidastr plas experimentacdes e analises

descritas nesta segao:
O envolvimento do profissional de tecnologia daoinfacdo para dar suporte a
elaboracdo de avaliacbes manifesta-se ndo s6 comma fde dar sustentacdo a
transicdo de metodologias de ensino tradicionasés aomo uma necessidade real,
considerando a interdisciplinaridade cada vez rpeasente nas praticas modernas
de ensino e aprendizagem. O ensino e a avaliaggermial podem, desta maneira,
adquirir caracteristicas de trabalho cooperativop e€ontraposicdo a sua
caracteristica habitualmente individual;
A realimentacdo na prética da avaliacdo deve swgiderada desde o momento de
sua concepcao, ndo s6 com a perspectiva de contoidagem, mas também
facilitando correcbes e adaptacbes em um ambiemecritemente dinamico
envolvendo alunos, professores e dominio de esiekta maneira, pode-se tratar o
processo de avaliagdo com propdositos formativasnigiado orientar o trabalho do
professor na identificacdo das deficiéncias de eontento do aluno com o
objetivo de perseguir um melhor aprendizado;
O tradicional tempo necessario para a correcaardealumoso numero de provas,
temido por qualquer professor, pode ser diminuidim ©® auxilio de programas
automatizados. Por outro lado, para uma avaliaftéaze o tempo de elaboragéo de
avaliacdes deve ser significativamente aumentadayindo possivelmente a
colaboracéo de outros profissionais;
A elaboracéo de provas que envolvem um alto nigehteratividade com o aluno
permite que as avaliagbes contribuam de maneirivafpara o raciocinio e o
consequente aprendizado do aluno, em contraste @otradicional objetivo
classificatorio das avaliacdes. Nesta perspectivajimero de avaliagbes pode e
deve ser aumentado, visto que elas passam a seergtes ativos do processo de
aprendizagem. Ainda neste contexto, a postura érdgqinente passiva dos
professores no momento das avaliacbes pode sernsidecada, sendo
possivelmente necessérias interagbes adaptativaeawrer de avaliagcdes, o que
permite corrigir eventuais equivocos ou erros dejeps, ou ainda contribuir
positivamente para o desenrolar das avaliacoes;
Os registros de avaliagbes armazenados, incluirda@eo turmas anteriores ou

concomitantes, podem fornecer importantes subsig@® re-dimensionar 0s

46



processos de ensino e aprendizagem, auxiliandompreensdo do comportamento
do estudante e na construcdo de novas estrat€yiim questdo importante € o
favorecimento da colaboracdo entre docentes, dewadopossibilidade de
disponibilizar e compatrtilhar exercicios e avaleg@través de ferramentas como o
WIMS;

Fazem-se necessarias discussbes e reflexdes sopost@a do professor ao
intermediar sessdes de avaliacbes para os sewsaRor esta raz&do, nas atividades
futuras, introduzir-se-4 uma acdo de mediacdo ez para o desempenho das
atividades, minorando algumas dificuldades queesurg@ que séo relatadas neste
trabalho. Para isso, pretende-se adaptar as sedsfasaliacdo, o modelo de
mediacdo proposto na Sequéncia Fedathi (BORGES N&ETBANTANA, 2001)
gue é indicado para a abordagem de um problematimatica em sala de aula.

O método proposto, simples em sua esséncia, ndengesesgotar o assunto,
mas organizar o inicio de um conjunto de novas raxgatacfes que valorizem as
avaliacdes apoiadas em ferramentas computaciooaie parte integrante do processo
de aquisicdo de conhecimentos.

Conhecendo, neste Capitulo, um pouco sobre ostasijdesta pesquisa € 0
ambiente do qual eles participam, apresenta-se, Qapitulo seguinte, uma
fundamentacéo historico-epistemoldgica e puramensgematica do conceito de
integral — objeto de aprendizagem destes alunosnp®m do qual se edifica 0 modelo
proposto de ensino.
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- @ 1 A

Sabe-se que o0 conceito de um objeto matematicosedoeduz a uma defini¢cdo
(D’AMORE, 2005). Envolve todo um contexto de sitbes criadoras de significados.
Em muitos casos, a definicdo de uma nocéo so @kdada apos séculos (ou milénios)
de trabalho intelectual realizado sobre tal no€&mm respeito ao conceito de integral,
ele se constitui em um objeto matematico rico eniicados e aplica¢des, cuja origem
remonta a época de Arquimedes, séc. lll, (SEIENITZER e STEPRANS, 1994)as
cuja definicao foi, historicamente, consolidada B@mann no séc. XX Na verdade,

0 conceito de integral continua a se expandir, digvprincipalmente, a necessidade
tedrica de se elaborar definicbes mais abrangeotesp a Integral de Lebesgu®
inicio do séc. XX, e outros tipos de integrais.

O estudante brasileiro € levado a pensar que prgaeiro contato com a nogao
de integral de Riemafrse inicia na universidade. Porém, j& nos primeioss de
escola, o conceito de integral vem sendo constrpfmoocasido, dentre outros, do
ensino do conceito de medida de comprimentos.

Com a pratica de ensino, constata-se a grandaulddide dos estudantes de
primeiro ano universitario em apreender este ctmcélo inicio do segundo ano, a
representacdo que a maioria deles tem sobre a mmdntegral estd associada, em
geral, ao calculo da integral indefinida de ummirnio. Ou seja, a integral é reduzida a
uma ferramenta para o calculo de uma primitiva.

Para se ter uma visdo mais geral do significadoatheeito de integral e da sua
insercdo no contexto escolar/universitario, apress@ neste Capitulo uma breve
histéria de sua origem e evolucdo. Esta historiatéonbém, modelada de maneira a
fundamentar matematicamente nocdes e processodvidogoem sua formacgao. Para
isso, adotaram-se como ferramenta de modelageredesRle Petri (MURATA, 1989),
as quais, além de possibilitarem uma visualizagaficg e hierarquizada dos processos
e de suas relacdes, permitem ressaltar as pré-@pdg;des para a execucdo de cada

8 Riemann esta representando aqui alguns de setesigmraneos como Cauchy, Darboux, etc.
° Considera-se, neste texto, a integral de Riemamo@ integral definida de uma funcao real, limitad
em um intervalo fechado.
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um deles e fazer simulacbes e analises do modebstraedo. Este estudo foi
determinante para a escolha das situacdes didafivgdicadas na fase de
experimentacao.

Denota-se que o estudo do conceito de integragsaptado neste Capitulo,
corresponde a uma parte das escolhas feitas p&maeadas andlises preliminares
relativas ao conteudo. Esta fase sera completadanpm de uma analise do ensino
atual realizada na Sec¢ao 6.3.

Este Capitulo tem a seguinte organizacao: iniciatejyeconta-se uma breve
historia do conceito de integral; para melhor faila leitura e compreensao das redes
de Petri aqui apresentadas, definem-se redes deePkiz-se uma descricdo de seu
funcionamento; uma reflexdo sobre o uso das redeRetti como um modelo para a
organizacdo de conteudos para o ensino € realizgidesentam-se as definicdes das
integrais de Cauchy, de Riemann e de Lebesgue quanfescolhidas para a
modelagem; propde-se, em seguida, uma modelagemoddg;des de integrabilidade
de funcdes reais por redes de Petri; aproveitarabédm para se fazer uma comparagao
entre RPs e mapas conceituais (NOVAK, 2006); e,uatono, apresentam-se algumas

conclusoes.

- L&)

Conceitos matematicos podem surgir a partir dalugdo de problemas rotineiros e
bem contextualizados ou a partir de situacdes téeesse “apenas” matematico. Dentre
estes, alguns levaram milénios para ser elaborg@ssaram por mentes brilhantes e
continuam, até hoje, a sofrer transformacdes ptadar as necessidades de uma
comunidade cientifica. O conceito de integral, eamtipular, constitui-se em um
exemplo que participou, e que ainda participa,ed®lucdo de problemas rotineiros e
que evoluiu, e continua evoluindo, para niveis tetracdo que ainda ndo foram
alcancados pelas ciéncias aplicadas.

Pode-se considerar que o gérmen para a elaboragéandeito de integral tem
suas raizes na necessidade primidieanedir e de construir medidas.

Comecando pela medida de um objeto geométrico riastatuitivo, o
segmento, a idéia de medir o seu comprimento éalatContudo, ao se impor o fator

precisdo como condicdo, essa medida pode ser at@animpossivel.
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Por outro lado, convencionando-se um tamanho came unidade de medida
de comprimento, o problema de construir medidasaléiplos fracionarios da unidade
tornou-se “trivial” ap6s séculos de trabalho eatwémas como o de Thales.

Durante muito tempo ndo se cogitava sobre a exist@&e um comprimento que
nao fosse uma fracdo da unidade até que, por idendestino, o Teorema de Pitagoras

apresentou uma medida que nao era fracionaria (8JNKB98). Mesmo assim, esta

medida era construtivel. E como lidar com as meditio-construtiveis com&/2 ?
Como aceitar as ndo-construtiveis, mas transceesleamop ?

Por outro lado, estimando-se que medir um compiionémmedir um intervalo
da reta, sabe-se, hoje, que ao se considerarxgampo, o intervalo(,1] como unidade
de medida e se estabelecer uma fungdo para mdatorguntos da reta, existem
subconjuntos que ndo podem ser medidos por meita deacdo. Cita-se, como
exemplo, o conjunto de Vitali (ROYDEN, 1971).

Ao mesmo tempo, 0 homem precisava medir e constredidas de porcdes do
plano, do espaco, etc. O que, na verdade, repeesénttro lado da mesma medida” de
segmentos.

De forma mais geral, na Geometria Euclidiana, datoobjeto geométricd,
com certa medida, procura-se construir outro oljetmmeétricoB que tenha a mesma
medida deA. Provou-se (STWEART, 2004), contudo, ser imposdialeconstrucao
quando grandezas nao construtiveis estdo implicaelste processo. Como exemplo,
citam-se os famosos problemas gregos da quadrdtuicirculo e da duplicacdo do
cubo.

Com a chegada da Geometria Analitica, alguns abgdométricos passaram a
ser representados por equagdes que, em alguns, cBwsfungbes. Esta nova
apresentacao permitiu uma extensédo da medida @lass®e maior de objetos.

No plano, se a regidao puder ser delimitada porasurepresentadas por funcdes
continuas definidas em intervalos fechados, a liatede Cauchy (1789-1857) (e de
varios outros matematicos) representa uma maneicisp de se medir tal regiao.

Ainda no século XIX, o matematico Riemann (1826€)8Ge outros
imprescindiveis) envolvido com a determinacdo daveméncia de séries de Fourier,
cujos coeficientes sdo dados por integrais de fsicdesenvolveu uma teoria de

integracéo caracterizada pelo estudo da convem@éasi somas superiores e das somas
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inferiores. Tal teoria, conhecida por integracdoRiemann, permitiu a extensao do
conceito de medida a por¢cdes menos comportadaso. p

No inicio do século XX, Lebesgue provou que meddiadeterminadas por¢des
do plano pela Integral de Riemann sédo possivesedeealizadas se, e somente se, as
funcdes envolvidas forem continuas em quase toda (@ seja, descontinuas apenas
em um subconjunto de medida nula no intervalo deigéo da fungéo) (RUDIN,
1976). Com o intuito de aplicar o conceito de iraé@ uma classe maior de fungoes,
Lebesgue elaborou uma teoria de integracdo que & extensdo da integral de
Riemann. Para isso, ele considerou particbes dmtemvalo que contivesse o conjunto
imagem da funcdo, em vez de particbes do domingstendeu a definicdo de medida
de um intervalo para a medida de subconjuntos inogrda reta.

A integral de Lebesgue, sendo mais geral, € maispicada do que a de
Riemann, entretanto, além de permitir a integrad@aima classe maior de funcoes,
alguns problemas relativos a convergéncia de segg#de fungdes integraveis podem
ser resolvidos por meio da sua aplicacéo.

Nocdes mais gerais de integral foram introduzidasdjenjoy e Perron, em 1912
e em 1914, respectivamente, e por Henstock e Kilfzme meados do século vinte. Na
perspectiva de generalizacdes, esta historia méoni por aqui, segue inspirada pelo
“pensamento mateméatico que pode ser caracterizado ama aspiracdo ao completo”
(BACHELARD, 1934).

Essa histdria, contada em uma linguagem imprectkareaneira extremamente
resumida, além disso, vista por um determinado langu das medidas, pode ser
recontada de forma mais abrangente e completa aidmgdiagens formais. Pretende-
se, assim, recontar a histOria acima na proximaegi#im, por meio das redes de Petri.
Isso é feito com o objetivo de fundamentar cierdifiente algumas idéias matematicas
imperceptiveis em uma linguagem natural e, alémsogdisle concentrar de maneira
l6gica e em um pequeno ambiente quase todo o estlativo ao contetudo de integral
realizado pelo professor/pesquisador para munidgeum conhecimento que o
permitisse melhor conduzir esta pesquisa.

Para facilitar a compreensdo das redes de Peteseqadas, descrevem-se,

primeiramente, as redes de Petri e as suas prs@psriedades.
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Propostas por Carl Adam Petri (1962), as redesealie fRP) constituem-se em uma
ferramenta matematica e grafica de uso geral. figasitem modelar o comportamento
de sistemas dinamicos a eventos discretos, descesvaelacdes existentes entre
condicOes e eventos e visualisar propriedadesctais paralelismo, sincronizacao e
compartilhamento de recursos.

Uma rede de Petri pode ser definida formalmenteocoma quintupla RP = (P,
T, A, W, Mo), em que:

P ={pw p2, ..., Pm} € um conjunto finito de lugares;

T = {t1, to, ..., ty} € um conjunto finito de transi¢des;

Al (PxT)E (T xP)é um conjunto finito de arcos;

W:A® {1, 2, ...} éafuncéo peso associada aos arcos;

Mo:P® {0, 1,2, ...} éamarcacao inicial.

As RPs séo representadas graficamente por um prgf@rtido consistindo de
dois conjuntos distintos de nés denominados lugarémnsicdées e um conjunto de
arcos com pesos associados, nos quais:

lugares sao representados graficamente por uniagircu

transicbes sao representadas graficamente por guinsnto de reta ou um

retangulo;

arcos orientados e ponderados conectam lugareansiciies e transicoes a

lugares.
Uma RP modela os estados de um sistema e suas ¢gagd&sses estados sé&o

modelados pela adicdo flehasaos lugares da RP. A uma determinada distribudgao
fichas, denomina-s@arcacaoda RP.
Na Figura 4-1, € apresentada uma RP especificantimdes os seus elementos:
P = {p1, P2, pa};
T={a b, q
A ={(p1, @), (a, p2), (a, p3), (P2, b), (p3, @), p1), (c, P1)};
W ={[(r1, &), 1], [(a, p2), 1], [(a, p3), 1], [(pD), 1], [(P3, c), 1], [(b, p1), 1],
[(c, p1), 11}
Mo = {(p1, 1), (p2, 0), (p3, 0)}
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Figura 4-1. Rede de Petri Ordinaria com trés lugares e trés transicdes.

Os lugares conectados a uma transicdo no sentidar-ftansicdo sao
denominados de lugar de entrada daquela transf@dolugares conectados a uma
transicdo no sentido transi¢cdo-lugar sdo denom@ato lugares de saida daquela
transicdo. Por exemplo, na RP apresentada na Hglya lugamp, € lugar de saida e
de entrada das transicées b, respectivamente.

A marcacdo de uma RP, em um dado instante, modettado da RP ou, mais
precisamente, representastadodo sistema modelado pela RP.

Em uma marcacédo, cada lugar contém um numeroanfeasitivo ou nulo) de
fichas O numero de fichas em um determinado lygasera denotado pavi(p;) ou
simplesmentd/;.

A dindmica de um sistema, ou suas mudancas deoegtadodelada em redes
de Petri pela geracéo ou eliminacéo de fichasadea re

Se a marcacao define o estado da RP, a mudangdadi® €orresponde a uma
evolucdo da marcagéo e essa evolucdo se produzligpkro das transicdes, o qual
obedece a seguinte regra:

Uma transi¢éo € dita habilitada ou sensibilizadaaska um de seus lugares de

entrada contém um numero de fichas maior ou igaapeso do arco que o

conecta a transicao;

Uma transicao habilitada pode ou nédo disparar;

Ao disparar, fichas sdo removidas de cada lugaremteada da transicéo

disparada e fichas sdo acrescentadas aos seusslulgasaida. A quantidade de

fichas removidas e acrescentadas depende do pesoado

Observa-se que, na Figura 4-1, a transga@sta habilitada, poig; € 0 Unico
lugar de entrada d& existe uma ficha e e 0 peso do arco que ligaaa é igual a 1.
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Na Figura 4-2, é apresentada a nova marcacao daapgs o disparo de Neste caso,
uma ficha foi retirada deg;, uma ficha foi acrescentada @ e uma ficha foi

acrescentada, pois € esse 0 peso dos arcos que ligam, respecitea ap,; e aps.

N/- \(
o
—9a
p2/- \/ \v \}_?3
I'\?/’ &/
—p e

Figura 4-2. Rede de Petri Ordinaria da Figura 4-1 ap0s disparo da transicao a.

Como pode ser visto pela Figura 4-2, uma nova maoaesultante do disparo
de uma transicéo, representa o novo estado donsisteodelado. Vale lembrar que o
disparo de uma transicdo é uma acgdo atbmica (dispstantaneo). A nova marcacao
da rede é M= {(p1, 0), (p2, 1), (p3, 1)} ou, simplesmente; M(0 1 1).

As RPs oferecem ferramentas de analise que podesiareinformacdes
importantes sobre a estrutura e o seu comportandardmico do sistema modelado por
ela. Entretanto, devido ao baixo poder de repraséontde uma ficha, a modelagem de
sistemas complexos pode gerar diagramas grandesddicil leitura. Para lidar com
esse tipo de restricdo, conceberam-se as RPs deNAlel (RPA), que tornam os
modelos menores e de mais facil visualizacdo asendin relacdo as RPs. Para isso, as
fichas armazenadas em lugares recebem um tipo dte (dar), podendo representar
estruturas mais complexas, como listas (estrutleatados com multiplos elementos) e
registros (elementos de dados compostos por oetemsentos). Uma linguagem de
programacao € associada a rede, permitindo cusaoroizontrole dos disparos das
transicOes, realizar operacdes nas informacOefidieas removidas e atuar na geracao
de informag¢des dos lugares de entrada. Também pa@entonstruidas subredes,
formando modelos hierarquicos, potencializandogmsatacdo e contextualizagdo de
partes da estrutura global da rede.

Dentre as redes de alto nivel, destacam-se as dedestri coloridas (RPC), que
sdo atualmente as mais usadas no mundo e foramsgmrempregadas no presente
trabalho (JENSEN, 1997).
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As redes de Petri coloridas (RPC) sdo formadasup@ 9-tupla que pode ser
representada por RPC = (P, T, AV, C, G, E, I), em que:

P € um conjunto finito de lugares.

T € um conjunto finito de transicdes.

A € um conjunto de arcos direcionados ligando legar transicoes e transi¢coes

a lugares.

€ um conjunto finito de conjuntos de cores naaeovaz

V é um conjunto finito de variaveis do tipo

C é a funcdo que atribui um conjunto de cores a haghr da rede.

G é a funcéo que atribui uma guarda a cada trandeg@iede.

E é a funcéo que atribui uma expresséo a cadalarcede.

| € a funcéo de inicializacédo que atribui uma mgéoanicial aos lugares.

Neste trabalho é utilizada uma ferramenta autorddiz para modelagem e
anélise de RPC, denomina@®NTools°, que é gratuita para instituicdes educacionais e

de pesquisa.

, - 1+ 3 3

As RPs, embora criadas com o objetivo de modektersas a eventos discretos,
podem ser usadas para modelar sequéncias de acaggidades de qualquer natureza.
Como exemplo, cita-se o emprego de RPs como femant® apoio a modelagem de
processos de negdcios, mais precisamente, comaldg@nde gerenciamentworkflow
(PADUA et al, 2004;AALST, 1998). Outros exemplos dizem respeito agilzacio
como ferramenta de modelagem de processos liganlosnsino e a aprendizagem
(PARK e KIM, 2008).

No ambito deste trabalho, a motivacdo de modelarr@des de Petri surgiu
originalmente do fato de ser a matematica, segéhdsel (2007), uma ciéncia que se
confunde com a légica. Neste sentido, sendo osteverlacionados em uma RP de
maneira logica, percebeu-se que as suas propriedamigem ser satisfatoriamente
aproveitadas para a representacao de conceitopreaEssos matematicos.

Relativamente ao modelo apresentado neste Capdtoderva-se que as fichas

definidas em suas redes contém estruturas que @marazos atributos significativos

1% Disponivel em: http://wiki.daimi.au.dk/cpntoolsbrhe.wiki
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selecionados para o problema em estudo. Variagst@odem ser adotadas para 0s
lugares da rede ou pode-se trabalhar com apenas Ameonvencédo para a
representacdo da ficha deve ser especificada deirmaméo ambigua, indicando o
significado de cada campo da estrutura utilizada.

As transicdes representam as operacdes, que pagtedefmidas em um alto
nivel de abstracéo, quando, em geral, podem sdoblieglas em sub-redes, detalhando
uma operacao contextualizada dentro de um sub-gsoce

E importante notar que a modelagem aqui realizégase trata de um tutorial
para a resolucdo de um problema e nem do desemaito de sua solucdo em si. O
objetivo é oferecer um suporte estrutural no gqielmaneira especial, os professores e,
eventualmente, os alunos, possam visualizar, eerstig niveis de abstracdo, devido a
hierarquizacdo da rede, 0s conceitos necessari@s @adesenvolvimento de seu
planejamento didatico.

Destaca-se, especialmente, em um planejamentoicdid& elaboracdo do
material de ensino. Segundo Ausubel (MOREIRA, 198@)a das condi¢cbes para a
ocorréncia de aprendizado € que ele seja organizidorma potencialmente
significativapara o aluno, sendo as novas idéias expostas migrmado arbitraria e de
tal forma que a sua natureza possua significagiicddara poder se relacionar a idéias
que estdo dentro do dominio da capacidade humaapreedizagem (PONTES, 2006).
Neste caso, 0 conteldo e a organizacdo do madegiasinar devem ser vinculados aos
conhecimentos prévios dos alunos aos quais elé@ige.dara ressaltar essa condicao
para a aprendizagem, no modelo proposto, 0s canbatds necessarios a execucao de
uma operacao sao representados por quadradosdosloem forma de legenda, nas
proximidades da transicdo que representa essacdpefeer Figura 4-4 e Figura 4-5).
As informacdes associadas as legendas podem deragrientacdo ao professor sobre
guais conhecimentos prévios deve ter o aluno pargeender o0 que vai ser ensinado.

Delineadas algumas caracteristicas das redes,g@sg@a secdo 4.5, um modelo
em Redes de Petri Coloridas para analisar a iriigiede de funcdes. Representam-se,
de maneira logica e significativa, diversas conex@etre as integrais de Cauchy, de
Riemann e de Lebesgue. Ressalta-se que, normalnestds integrais sdo ensinadas
separadamente, em disciplinas distintas, e ned&arorO interesse reside em visualizar
a integrabilidade pela perspectiva da generalizadifioilmente alcancada por meio de

um ensino fragmentado. Antes de passar ao modatcgtanto, apresentam-se na
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proxima secdo as definicbes matematicas das imedea Cauchy, de Riemann e

Lebesgue.

,, 0" ' 45 1 6

As definicbes de cada uma das integrais de CauthyRiemann e de Lebesgue
assumem aparéncias variadas, porém, equivalemeadiyersos livros de matematica. A
escolha por uma ou outra apresentacdo da defisgdleve, por vezes, a uma melhor
adaptacdo ao contexto matematico no qual se abhando.

Como exemplo, apresentam-se dois formatos de d@ésipara a integral de
Riemann constantes nos livros do Rudin (1976) Ralen (1971).

Definicdo do do livro do Rudin

Seja f uma funcdo real, limitada e definida em umervalo [a,b)].
Correspondente a cada particao P [@eb], denota-se:

M, =supf (x), X, £ XE X e m=inf f(x), x,EXEX

U(P, f)= ’ MDx e L(Pf)= ’ mDx,

i=1 i=1
e definem-se as integrais superior e inferior degpectivamente, por:

"fdx=infU(P,f) e  fdx=supL(P, f)

onde o inf e 0 sup sdo calculados sobre todas eg:pas P dda,b).
Se as integrais superior e inferior forem iguais-de que f € Riemann integravel

em[a,b] e denota-se este valor comum por

b b
a1‘dx ou f (X)dx

0 qual é a integral de Riemann de f em [a,b].

Definicdo do Royden

Para alguma subdivisdo da,b] e algum conjunto de constantgs uma funcao

escada/ definida enja,b] tem a seguinte forma:

J(X)=c, X, <X<X
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. e b, n
Sua integral € definida por: j (X)dx= ¢ (X - x_,)

a i=1
Neste caso, definem-se as integrais superior gionfee f, respectivamente,

por:

: fdx=inf :j (X)dx, para toda funcéo escada(x) 3 f(x)
e

: fdx=sup :j (X) dx, para toda funcéo escad&(x) 3 s (x).

Caso as integrais superior e inferior sejam iguaikz-se que f € Riemann

integravel e que o valor comum € igual a integmlRlemann de f efa,b].

Na dimensdo na qual € realizada esta pesquisalhesao-se definicbes
compativeis com o nivel de conhecimentos dos alemslvidos, cujos elementos
formadores da definicdo pudessem ser manipuladosig® Procurou-se, contudo, nao
entrar em contradicdo com o campo da ciéncia maicané nem se afastar do saber
tradicionalmente ensinado nas disciplinas de CDdrdeeiro ano da universidade.

Normalmente, € a seguinte definicdo de integralpdenada integral definida,

que é encontrada em livros texto de CDI mais adstéeer secao 6.3):

Definicdo extraida do livro do Leithold (1994)

Se f é definida em um intervalo fechgddn], entdo a integral definida de f, de a

até b, denotada por: f (x)dx, é dada por

lim  f(x)DXx, se o limite existir
[pleo

b
. f(x)dx=

onde D representa uma particdo do interval@,b] e x um numero de cada

subintervalo da particao.

O inconveniente desta definicdo esta ligado ao fi#oenvolver todas as

particbes do intervaloalb] e todas as possiveis escolhas para os nimeto,b .

Além disso, este limite ndo tem a mesma conotagadintite de uma funcéo real

ensinado anteriormente na disciplina de CDI. Qesst®&lacionadas a existéncia da
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integral tornam-se, também, dificeis de ser reptas@s e interpretadas no nivel de

conhecimentos dos alunos de primeiro ano.

Por esses motivos, optou-se por se viabilizar adestda integral (fazendo
adaptacbes ao ensino) por meio das somas supeiidereor de Riemann. Para a
modelagem do processo de andlise da integrabilidadeedes de Petri, descrita neste
Capitulo, escolheram-se os elementos descritoguir se

Inicialmente, definiram-se as aqui denominadas soimgerior e superior de
Cauchy, que sao, na verdade, uma adaptacdo das slenmfRiemann para o caso de

funcdes continuas.

Definicdo de Somas de Cauchy

Sejam f :[a,b] ® Ruma funcéo continua e P uma particdo do interJaldy).

As somas de Cauchy superigr 8 inferior $ de f relativas a particdo P sao definidas
por:

n n
S= MDx e s= mDx
i=1 i=1
onde n representa 0 numero de sub-intervalos ddigéa, M e m representam,
respectivamente, o Valor Maximo Absoluto (VMA)valor minimo absoluto (vma) de f

em cada subintervalo i da particao P.
Remarca-se que, nas condi¢gfes acima, a existéa§a € des> esta garantida
pelo Teorema do Valor Extremo (TVE) (ou ®eierstrasy cujo ensino é parte

integrante de, praticamente, toda disciplina de @Dprimeiro ano.

Definicdo de Integral de Cauchy

Seja (R) uma sequéncia de particdes de um interyalt], na qual|P,[® 0. A
integral de Cauchy de f efa,b], denotada por: f (x) dx, é definida por:

b , . b :
] f(x)dx—nl(!arp¥ S, ou, equwalentementea, f(x)dx—r!ér& Sp -

Observa-se que esta definicdo: envolve limite drié&ecias de nimeros reais;

possibilita o calculo de valores aproximados pamtegral; os elementos envolvidos
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podem ser interpretados em varios quadros matessagcpermite uma passagem mais
natural na direcdo de uma generalizacdo desse itmnedcancada por meio da
definicdo de integral de Riemann.

Definicdo de Somas de Riemann

Sejam f :[a,b] ® Ruma funcéo limitada e P uma particdo do intervidob).

As somas de Riemann superigr&inferior $ de f relativas a particdo P sédo definidas

por:

n n
S= MDx e s= mDx
i=1 i=1
onde n representa 0 numero de sub-intervalos ddigéar, M e m representam,

respectivamente, os valores supremo e infimo dedagla subintervalo i da particéo P.

Remarca-se que a existéncia das somas de Riemt@ngageantida pelo fato de
serf limitada.

Definicdo de Integral de Riemann

Sejam (R) uma sequéncia de particbes de um interyalt], na qual|P,|® 0,

e f:[a,b]® R uma fungédo limitada. As integrais superior e iiderde f s&o

b b
denotadas por fdx e fdx, respectivamente, e definidas por:

fax=lms, e | fdx=lims,,

n®+¥ " ne®+¥ "
onde S, es, representam as somas de Riemann superior e infeeid relativas a

particdo R,.
Caso as integrais superior e inferior sejam iguaiiz-se que f é Riemann
integravel e que o seu valor comum € igual a irdkde Riemann de f efa,b).

Na definicdo da integral de Riemann, estdo envatvzido¢cdes mais gerais,
relativamente a integral de Cauchy — portanto, nadistratas —, tais como funcéo
limitada, supremos e infimos.

Um nivel ainda mais elevado de generalizacdo damde integral pode ser

alcancado por meio da definicdo da integral de sgbe. Embora, ela ndo tenha sido
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discutida com os alunos, algumas questfes levantana sala de aula relativas a
medida de um subconjunto do plano, a ndo existéeiantegral de Riemann, por
exemplo, conduziram a uma indagacao sobre a pldade® de existéncia de um
processo de integracdo mais abrangente.

Na modelagem do processo de analise da integrathdjdconsiderou-se a
definicdo da integral de Lebesgue enunciada a is@dgrntre outras) e extraida do livro
do Royden (1971).

Antes de se enunciar essa definicdo, definem-sgifunaracteristica e funcéo

simples.

Funcao Caracteristica

Uma funcdo é dita caracteristica quando assume Mrvéeum” em um

subconjunto mensuravel e zero fora dele.

Funcdo Simples

Uma funcao é dita simples quando pode ser repradanpor uma combinacao

linear de fungdes caracteristicas.

Definicdo da Integral de Lebesque

Se f € uma funcdo mensuravel, limitada e definfdauen conjunto mensuravel

E, define-se a integral de Lebesgue de f sobrerE po
Ef(x)dx:inf Ey(x)dx,paratodafungéo simplgs3 .f
Observa-se que varios conceitos novos estdo pessemsta definicdo, tais
como, funcdo mensuravel, conjunto mensuravel, funginples e, de forma néo
explicita, funcdo caracteristica. Além disso, leagenas estas linhas ndo € possivel de
se perceber nenhuma relagdo entre as integraisiesheaRn e de Lebesgue de uma
funcdo f:[a,b]® R, nem de visualizar o processo de integracdo dbesgue

relacionado ao calculo de medidas de imagens iasels intervalos cuja unido contém

0 conjunto imagem de
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Nesta secéo, apresenta-se uma conexao de um adinbformacdes dispersas em
varios textos de livros ou artigos concernentesrestcucdo do conceito de integral. A
formacdo deste conceito € considerada pelo viésnddise da integrabilidade das
funcdes reais relativamente as integrais de CautghRiemann e de Lebesgue.

Observa-se que um primeiro curso de integral dexaaluno, em geral, a
certezade que todas as funcdes sdo ndo apenas integcveismann, mas tém
primitivas. Logo, assumindo o lugar de um aluno mleneiro ano, analisar a
integrabilidade de uma funcédo parece desnecessstooocorre porque, de um modo
geral, a representacdo que se tem de uma funcéle @ae ela é ndo apenas continua,
mas suave em todos os pontos, portanto, integrBeeém, no universo das funcdes
reais, a quantidade de funcbes suaves é muitaanf@rde funcbes descontinuas em
todos os pontos de seu dominio (CHEN e SMITH, 2068, neste caso, ndo sao
integraveis a Riemann. Este fato, contrario a @i ja justifica a necessidade de se
fazer tal analise.

Na modelagem da integrabilidade ora proposta, {s&rtge uma funcabreal e
limitada, definida em um intervalo fechado da retaseja:

f1 ,onde {g:[ab]® R;g é limitada}

Em principio, ndo é feita nenhuma outra restrigiwes. Pretende-se integrér
caso seja possivel, por Cauchy, por Riemann ol.gdmesgue. Para isso, a medida fjue
vai percorrendo a rede, uma analise de suas pdajles, relativas a sua continuidade, €

realizada para indicar o melhor caminho a seguir.

CAUCHY

Rede principal ,
INTEGRAR ANALISE

LEBESGUE

RIEMANN ]
NAO INTEGRAVEL ]

Figura 4-3 — Hierarquia das Sub-Redes representativas do Processo de Analise da
Integrabilidade.
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Um modelo hierarquico foi construido para reprement conjunto de etapas
constituintes do processo de andlise da integdabiéi de uma funcdoreal. A Figura
4-3 apresenta de maneira esquematica a hierar@siasub-redes que compdem o
modelo.

Na RP, séo considerados, portanto, trés processogetjracdo de uma funcéo:
integracéo por Cauchy, por Riemann ou por Lebesgue.

A Rede Principal é apresentada na Figura 4-4, sad®de ter uma idéia geral

dos passos realizados da analise a resolucaoetpdhtie uma func&o

_I.rﬂi:_eara_r Analisar Cauchy Lesbegue Riemann

ANALISE DA INTEGRABILIDADE DE FUNCOES LIMITADAS
1) 1°((~1)(~1),(~1)"INDEFINIDA" )|
17 (~1,~1,~1,"INDEFINIDA")

Funcao
Q CONWVENCAQO PARA A FICHA

F
(Cauchy, Riemann, Lesbegue, Continuidade )
onde os valores dos quatro primeiros elementos

v possuem o seguinte significado:
~1 - NAO e integravel pelo metodo
nalisar 0 -integravel pelo metodo
1, - foiintegrada usando o metodo

[Bnalisar]

1" (g,r,l,cont)

Finalizar
processo

[e={~ 1), r=(=1), |={=~1]]

Riemann

1" (c,r,l,cont)

Figura 4-4. Rede Principal apresentando a hierarquia que contém a andlise da integrabilidade e
o calculo das integrais.

Na RP da Figura 4-4, ao passar gedasicdo Analisara funcéo € submetida a
uma andlise de propriedades que vao de condicbdés meatritivas, como a
continuidade, a condi¢cdes mais gerais, como a man$idade. S&o condi¢bes que
permitem a integracdo por Cauchy (C), por RiemdR) por Lebesgue (L) ou por
nenhum deles. Neste processo, a nocédo de integjraevestendendo a uma definicao

mais geral e, a0 mesmo tempo, de menor compreensao.
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Todas as transicdes da Rede principal apresentadgigura 4-4, exceto a
transicdo nomeada “Finalizar processo” sdo chamddasnsicdes de substituicao
Representada por um retangulo de moldura dupla,ttanaicdo de substituicdo indica
que 0 processo a ela associado € modelado em wwade) portanto, representado
independentemente. No modelo proposto, as quatreresies sdo modeladas para
descrever as etapas necessarias para: verificategrabilidade da funcao (transicao
“Analisar”), integrarf por Cauchy, integrdrpor Riemann e integrdupor Lesbegue.

A sub-rede apresentada na Figura 4-5, relativaaasigdo de substituicdo

“Analisar” da Figura 4-4, representa a execucaardaise da funcab

Integrar Analisar | Cauchy ' Lesbegue 'Riemann

ANALISE DA INTEGRABILIDADE
1 1'((~1],I{~1],[~1),"INDEFINIDA"]|

Pode-se indicar
;|| ande nu de
flCh'—l‘: raprase n—ntanr‘IL

r

.:nmlm' maiar

peant Verificar
Continuidade .

1" (c.r,lpcont
1'(c,r,| pcont | t
b (c,rl,pcant)
\"/F l [peont="D"]

Subconjunta das
- descontinuidades
tem medida nula ?

[pcont = "C"] e

Integrarf a
C,Roul

1°(0,0,0,°C

Funcao
mensuravel ?

. Existencia da limite
PR _ _'_.._ neont) . Medida de canjuntos

. Medida de imagens
inversas

Figura 4-5. Sub-rede apresentando os passos para a analise da integrabilidade.

Do conjunto , retira-se, de maneira aleatéria, uma funtaepresentando a
escolha arbitraria de uma funcdo num conjunto itafide possibilidades. Na abstracdo
aqui utilizada, esta funcdo visita varios lugares rdde que sao interligados por
caminhos, em que cada caminho é representado @otransicdo. Em cada transicéo a
qualf & submetida, € realizada a analise de alguma é@mdige indicara qual ou quais

os lugares ela deve visitar para que possa sgraua.

64



A ficha que representa a funciaque percorre a rede possui uma estrutura
composta de quatro campos: trés campos de va®rardg uma string de caracteres. Os
trés primeiros campos representam, respectivamanpessibilidade de a funcao ser
integrada por Cauchy, Riemann e Lesbegue. Para ¢esvencionou-se o seguinte
significado para os valores desses campos:

(~1)— a funcao ainda nao foi analisada para este mg¢tod

(0) — a funcao foi analisada para este método, podesdmtegrada por
ele;

(1) — a funcao foi analisada para este método eic@udse que nédo é
possivel ser integrada por ele.

O quarto e ultimo campo representativo da funic&omn analise indica se a
mesma é continua ou ndo, podendo assumir os vaIBIBDEFINIDA”, se ainda nao
foi verificada, “C”, quando se trata de uma fung@mtinua, ou “D”, caso seja uma
funcao descontinua.

Enfatiza-se que, no lugar inicial, chamado de “Boiqa rede da Figura 4-3, as
Unicas condi¢cdes impostas a fundasdo que ela seja limitada e definida em um
intervalo fechado e limitado da reta.

Ao sair deste lugaff, segue um caminho que a leva a uma sub-rede naéqual
feita uma analise da sua continuidade. Usandoeng&b proposta para representar 0s
conhecimentos envolvidos em cada parte do proces®mne (quadrado vermelho) na
transicdo “Verificar Continuidade” indica, confornoetexto associado na legenda, a
necessidade de conhecimentos sobre existénciande.lVerificada a continuidade de
f:

Casof seja continua, ela passa por uma transicdo goemafque ela pode ser

integrada por C, R ou L, indicando Cauchy, Riemanesbegue. Escolhe-se

um destes métodos, integrafgeo processo termina para esta funcéo e, subindo

na hierarquia da rede, retorna-se a rede ilustradagura 4-4.

Caso contrariof passa por uma transicdo que faz uma andlise dtipsede

descontinuidade (“Subconjunto das descontinuidéelesmedida nula?”). Para

isso, 0 icone azul indica a necessidade de conkatis sobre medidas de
subconjuntos da reta. A saida dessa transi¢ao déctamal, como mostram as
instrucdes escritas nos seus arcos de saida.draig;6es verificam:
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o Sef for continua em quase todo ponto (qtp), quer dgaio conjunto de
seus pontos de descontinuidade tem medida nul@odka ser integrada
por R ou L. Neste caso, remonta-se a ao nivel supda rede, onde
escolhe-se 0 método, integra-se a funcéo e o Eo@tesnina.

o Caso contrério, ela vai para o lugar “d” guardaadoformacéo sobre a
sua descontinuidade qtp. Na subrede da Figura et$a condicdo €
simulada aleatoriamente pela retirada de uma daadido lugar “c”. Do
lugar “d”, f percorre uma transicdo que faz uma andlise da sua
mensurabilidade. Para essa verificacdo, € necessadonhecimento
sobre medida de imagens inversas de intervalosp dodica o icone
verde associado a transicdo “Funcao MensuravelZndlise para essa
transicdo procede da seguinte maneira:

Sendof mensuravel, garante-se a sua integrabilidade pet L
novamente, remonta-se ao nivel superior da higagriopiegra-se

a fungéo e acaba o processo.

Caso contrariof ndo pode ser integrada por C, por R e nem por
L. Tais informacBes sao configuradas na ficha e, ninel
superior da hierarquia da rede, finaliza-se o Esc@ard.

Note-se que na RP da Figura 4-5, esta estruturddian@ como o conceito de
integral foi evoluindo a partir de no¢cdes mais t@si(porém, ndo tao simples), como a
de continuidade, a no¢cbes mais gerais, como a deurabilidade. Aléem disso, é
possivel extrair da rede alguns resultados imptasacbmo:

“Se f1 for continua, entabé integravelaC, R e L.”
“Se fi1 for descontinua qtp, porém, mensuravel, erfta® integravel a

Lebesgue.”

Destes dois resultados, pode-se guestionar, ponm&esobre a veracidade de
suas reciprocas ou, ainda, se fungfes continuases@ssariamente mensuraveis. E
assim, grande parte da teoria vai sendo consteuidedida que se transita pela RP.

Representa-se, na Figura 4-4, a sub-rede na qumbsessa uma integracao de
uma funcéo usando Cauchy. Optou-se por apresequiaapenas este procedimento, e
ndo R ou L, por ser a integral de Cauchy a maisecda. Ela €, em geral, a Unica
integral a ser, pelo menos parcialmente, abordadauma primeira disciplina de
Calculo Diferencial e Integral (BARROS&2 al, 2007).
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INTEGRACAO POR CAUCHY

171 TP
@ Escolha de (Pn) lozme="ct =0l

. . 17 (c,r,l,cont)

MNorma de Pn e Refinamento
1°f |
. Particaoc

Calaulo do lim Sn Maximo ou minimo

. Limite de sequenda

Figura 4-6. Rede representativa da Resolucéo por Cauchy.

Destaca-se que, embora haja uma grande concenttagabormacao nas redes
expostas, a modelagem ora apresentada pode sar cdgto uma representacao
sintética, mas sem ambiguidades, do estudo histépistemoldgico-cientifico sobre o

conceito de integral que foi realizado para dapsi@ggmatematico a esta pesquisa.

,8 1 3+

Devido as suas caracteristicas gréficas e esqumEmath linguagem proposta nesta
pesquisa para o uso de Redes de Petri em contskioacionais relaciona-se em alguns
aspectos aos Mapas Conceituais (MPs), outra femamieastante usada no meio
educacional para representar conceitos, ndo apeassnaticos, e suas associacoes.
Faz-se necessario, portanto, uma comparacao coalogittre RPs e MPs.

Os MPs sado apropriados para organizar e represagnbecimentos através de
uma linguagem simples (Novak, 2006). Em um mapeceitual, os conceitos séo
colocados em caixas elipticas ou retangulares quemdo relacionados entre si, sdo
conectados por segmentos. Quando necessario, podessrever textualmente essa
relacdo. No entanto, as funcionalidades represasitads caixas tém carater temporal

constante.
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Diferentemente dos Mapas Conceituais, uma RP pedesada também para
modelar sistemas dinamicos, percebendo-se de raan@o ambigua as pré e poOs-
condicOes associadas a uma transicéo. A cadatestafichas depositadas nos lugares
da rede determinam o estado do sistema, o que r@présentavel usando mapas
conceituais. Em um mapa conceitual, as conexdes imdicam caminhos, mas
associagfes légicas entre conceitos, que podemeprrsentadas diferentemente para
cada individuo em func¢ao da sua estrutura cognitiva

Portanto, a organizacdo de certas no¢cfes por neeRRIse torna importante
quando propriedades da RP, por exemplo, conflimatia de decisdo, dinamica,
podem ser identificadas com as funcionalidadesrdoesso de construcdo do conteudo
envolvido.

Enquanto os mapas conceituais objetivam represanéstrutura cognitiva do
individuo e a maneira como 0 mesmo inter-relacmaonceitos adquiridos, as RPs, da
forma como se propde neste trabalho, fazem a gBstidas operagdes necessérias aos
processos de construgdo ou de resolugdo de probleratematicos. Sao evidenciados
0s momentos de aplicacdo dessas operacdes e, awesrite, a presenca de abordagens
alternativas ou a existéncia de subproblemas. Pada operacdo, registram-se 0s
requisitos, em termos de conhecimentos, necessargmsa realizacdo. Nao se trata,
portanto, de um modelo da estrutura cognitiva derafjizes, embora possa ser utilizado
como organizadores prévios para facilitar a asséoi#gica entre conteudos.

Deve-se deixar claro que a breve comparacdo feia r@éo tem por intuito
minimizar a importancia do uso de mapas conceitnaignsino/aprendizado, mas de
oferecer ao professor outra alternativa de ferrémnde apoio que, em determinados

contextos, pode levar a resultados mais eficazes.

9 '

Segundo D’Amore (2005), um conceito est4 permanegriee em fase de construcéo e,
nesta construcdo, encontra-se a parte mais protbanegamais rica de seu significado.
No contexto da sala de aula, elaborar a constrdeaona nocao néo trivial quanto a de
integral ndo se constitui, portanto, em uma taféfal. Entretanto, o dominio do
conteudo por parte do professor corresponde a BnPE@@SUPOStOs para que esta tarefa
seja bem cumprida. De acordo com Pais (2001), quama sujeito passa a ter um

dominio sobre um determinado saber, € possivelndadear uma acdo mais
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transformadora, geradora de novos saberes. Sabe¥, mdntudo, suficiente, € preciso
ouvir, interagir. Neste sentido, nas diversas sssdilaticas desta pesquisa, na medida
em que os conteudos de CDI introduzidos em sakulieiam abrindo portas para que
os alunos fizessem questionamentos mais abrangentesr vezes, inesperados, foi
surgindo a necessidade de se recorrer a um corgr@cmmatematico mais
generalizado, adaptando-o sempre a situacdes geenflomais compreensiveis para o
aluno.

Além de ouvir, interagir e conhecer, € importarggistrar de maneira mais
sisteméatica o saber visado para o ensino. Estgustifica a modelagem por redes de
Petri realizada neste trabalho.

Uma quantidade muito grande e imprescindivel derinficées sobre o conceito
de integral esta organizada nas RPs deste tralizdina tanto, foram feitas pesquisas em
livros que tratam de conteudos de CDI, de anaiak de teoria da medida, de historia
da matematica, dentre outros. Observa-se também,redes apresentadas neste
Capitulo, que a organizagdo dos conteudos carraga ema forma de raciocinar sobre
0S objetos matematicos que é tipicamente ineremteampo de conhecimentos da
matematica. Percorrendo, por exemplo, a RP da &igt5, podem-se enunciar os
seguintes teoremas avangados da teoria de integraca

Se f:[a,b] ® Ré uma funcéo limitada e mensuravel ent@integravel a

Lebesgue.

Sef:[a,b]® Ré uma funcéo limitada e continua qtp entao f ésuevel.

Proposicdes desse nivel guiaram a pesquisa no nond@nconcepcao das
sequéncias de ensino, pois transportam informagdesiao pistas sobre as origens do
conceito de integral e os provaveis obstaculos vadtires de uma busca por uma
generalizacdo deste conceito. Para relacionaruacdiés que fizessem elos com os
conhecimentos dos alunos, elaborou-se uma abordqgem a sala de aula que
considerasse a medida de segmentos como uma das gdkadoras do conceito de
integral, evoluindo com a descoberta de novos nosngrassando pela invencao de
diversos ramos da matematica até alcancar o névabdtracdo de um conjunto plano,
limitado e ndo-mensuravel.

Com o intuito de contribuir, de uma maneira maigalj com uma sistematica
que auxilie o professor na organizacdo de contecolmplexos, tais como 0s conceitos

de calculo, interligando-os de forma matematicamerterente e tornando-os mais
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acessiveis ao professor, propde-se a introduc&edes de Petri como uma ferramenta
de organizacdo de material de ensino, considersadoras caracteristicas dinamicas e a
forma como conteddos podem ser organizados em ea@ Modavia, € bastante
provavel que, sozinho, o professor de matematiocacoésiga realizar todos 0s passos
para a sua implementacéo, pois, para se elabonadalagem deste trabalho, contou-se
com a participagdo de um profissional de inforn@dtide um matematico, de um
especialista em RP, de um profissional de EducMztematica e, para dar sentido a
pesquisa, de um professor atuando em sala de aula.

O modelo por RP proposto refere-se a conteudosnmasitms. Porém, sendo
esta pesquisa realizada no ambito da engenhaeado derramentas de modelagem,
tais como as redes de Petri, bastante familiaressagenheiros, a sua utilizagao pelo
professor-engenheiro para a organizacdo de seuwiahade ensino em disciplinas
especificas da engenharia seria de mais facil mgacdo e também ensejaria um
aporte significativo no caso de conteldos que, danma forma que em matematica,

pudessem se beneficiar das propriedades das RPs.

Apresentado, neste Capitulo, um resumo do estualizado sobre integral,
conceito sobre o qual foi construido o modelo derenaqui proposto, relata-se, na
secao seguinte, uma sequéncia de ensino do coueeltmite, representando a forma

como este conceito esta implicado nesta pesquisa.
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Embora o principal objeto matematico implicado aepesquisa seja a nocdo de
integral, tem sido reforgada ao longo de todo testi® a imbricacdo desta nogao com 0s
demais conceitos-chave de CDI. Tem-se enfatizaddaague o ensino das outras
nocdes, na ordem em que € geralmente estruturade, greparar o terreno para o
ensino do conceito de integral.

Foi na disciplina de Calculo Fundamental, durantensino do conceito de
limite, que surgiu a necessidade de se propor lnm@agem dos conceitos de CDI que
fizesse uma interligagéo entre as linguagens iméué formal, estendendo-se a todos 0s
conceitos.

A curiosidade dos alunos e a inquietacdo recorréameo em 2005 quanto em
2006, com a presenca dos épsilons e deltas nos lil CDI levaram a se refletir sobre
a possibilidade de incorporar, ndo de forma isqlada pouco de rigor ao ensino de
CDI. Considerando a maturidade intelectual deskass e planejando o ensino com
base em seus conhecimentos prévios, resolveu-denmaptar esta idéia. A primeira
tentativa foi feita por meio do ensino do conce&limite, testando a capacidade do
aluno em aceitar e compreender essa linguagem.

Relata-se nesta secdo uma experimentacdo sobte, liealizada em 2006, com
0 objetivo de fazer o aluno atentar para a necadsidle sua definicdo formal, na
medida em que as definicbes intuitivas apresentadasbora cada vez mais
abrangentes, eram percebidamente restritivas. Ne@steocorreu no ensino uma leve
mistura entre rigor e intuicdo, a qual ja fez paldepreparacdo para a aplicacéo das
sequéncias didaticas relativas ao conceito deraiteg

Essa experimentagdo sobre limite foi reaplicada2@&®3 com modificacdes
decorrentes da analise da experimentacdo de 2@#¥a Dez, a linguagem formal foi
integrada ao ensino.

Enfatiza-se ser indispensavel ouvir os alunos. Eamlen 2005 tenha sido

realizado um ensino basicamente intuitivo, em toekies trés anos em sala de aula,
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eles cobraram uma justificativa para a existén@atal definicdo de limite, tao
complexa e incompreensivel, mas presente. Alguesiaqn apenas um bom motivo
para se livrar do peso de estuda-la, outros seasernganados ao se fingir que ela nao
existia. Foi também esta uma das razfes que mativar busca por um caminho

matematico conectando as duas defini¢des.

7 6 :0" & & 0" 2

Semelhantemente ao ensino de integral, em gerd@ramil, € na disciplina de Calculo
Diferencial e Integral (CDI), do primeiro ano deiwersidade, que o estudante tem pela
primeira vez conhecimento da nocdo de limite. Acigisia de CDI pode ser
caracterizada pelo estudo de propriedades de fang@es ligadas aos processos de
limite e pelo fato de seu conteudo apoiar-se sgbese todo o saber escolar ensinado
aos alunos até entéo.

Segundo Cornu (1991), o conceito de limite € ung@agarticularmente dificil,
que envolve raciocinio tipico de matemética avaac@bmo fundamento para a teoria
das aproximacdes, da continuidade, do Calculo &ifgal e Integral, ele ocupa uma
posicdo central que permeia toda a analise matesmati

A definicdo formal de limite, tal qual se encorticge nos livros de anélise real e
em alguns livros de CDI, usando épsilons e deftasnseqtiéncia de mais de um século
de tentativas e erros, e expressa, em pouquispata@gas, o resultado de um esfor¢o
persistente para formular este conceito sobre urase bmatematica aceitavel
(COURANT, 1978). Todo estempenho para elaborar uma definicdo precisa para o
conceito de limite, dando-lhe assim o statusobgto (DOUADY, 1986) do saber
matematico, reside, em grande parte, na necesstat@nsmiti-lo e de manipula-lo
matematicamente de forma coerente e sem ambiggidade

Devido a complexidade do conceito de limite, dé&cdiflade em apreendé-lo e,
certamente, em ensina-lo é que, em geral, os ldeadSDI ap6iam-se sobre abordagens
intuitivas, que utilizam uma linguagem natural ema sonstrugcdo. Percorrendo a
historia do limite, desde os paradoxos de Zenonséwulo V a.C., até Cauchy, no
século XIX, considerado por muitos o primeiro maidoo a apresentar uma boa idéia
para uma definicdo formal de limite (KLEINER, 1988pnstata-se que, apesar de a
construcdo desse conceito estar arraigada a ungaaiem natural, existe uma

discrepancia entre a idéia intuitiva e a linguagermal (COURANT, 1978) utilizada
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em sua definicdo. Logo, a sua origem pode justifieen parte, o tratamento apenas
intuitivo de limite presente em alguns livros.

Discutem-se aqui alguns pontos relevantes do prabléo ensino/aprendizado
do conceito de limite ora apoiado sobre uma abemamtuitiva, ora sobre a sua
definicdo formal. Essa anélise tem como motivacaimde ser possivel para um aluno
obter excelente desempenho na disciplina de CDI¢ca@az de resolver praticamente
todos os exercicios propostos pelo livro texto,,sementanto, entender o conceito de
limite, de onde derivam todas as defini¢cdes prisiplo Calculo. Além disso, tanto em
2005 quanto em 2006, houve varias manifestacé@dudes incomodados ou curiosos
relativamente a presenca dos épsilons e deltadivios de calculo. Portanto, este
trabalho é, de certa forma, uma reivindicacéo doal

Apresentadas as motivacdes deste Capitulo, a §e8&esume a problematica
aqui tratada; a secdo 5.4 apresenta os procedimmemttodolégicos utilizados; uma
andlise das dificuldades das abordagens formdlgiva € feita na sec¢éo 5.5; na secéo
5.6, faz-se uma critica sobre a abordagem do dongdeilimite presente em dois livros
de CDI; um relato de uma experimentacdo de ensstecconceito em sala de aula é
realizado na secédo 5.7; a secao 5.8 discute @celegdadeira entre aprendizado e bom
desempenho no que se refere ao conceito de liagtepnclusdes sdo apresentadas na
secao 5.9; por fim, na secao 5.10, relata-se uapicacéo desta sequéncia em 2008.

$ &' (&' % )

A problemética desta secao € centrada em questéesag freqlientemente levantadas,
entre professores ou alunos de CDI, relativdefanicdo formale adefinicdointuitiva
(definicdo utilizando a linguagem natural) lglaite ou questionamentos que surgiram
com a pratica de varios anos de ensino dessa liiscipm cursos de graduacao.
Seguem-se algumas destas questdes.

Por que recorrer ao formalismo (tdo complexo, domt@ode vista da
aprendizagem) se, em geral, 0s objetivos constawutegprogramas das disciplinas de
CDI podem ser alcancados contornando-o? Por coiméegaomo resolver as provaveis
ambiguidades, frutos de possiveis imprecisdespqdem surgir devido ao uso apenas
da linguagem intuitiva em sala de aula?

Que suporte tem o professor brasileiro de CDI pgarsstruir juntamente com

seus alunos o conceito formal de limite? Sua foémapmo professor de matematica,
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os livros de referéncia, a atual politica educaaidrasileira sdo fatores que tém
contribuido para que o professor encontre solupaes problemas desta natureza que
surgem em seu ensino?

Qual a implicacdo de uma abordagem intuitiva doceta de limite no
desempenho do aluno na disciplina de CDI e no d@ado e sedimentacdo de seus
conteudos?

Na secdo seguinte, sdo apresentados os procedinmaptodoldgicos utilizados
para investigar as dificuldades de um ensino apémasal ou apenas intuitivo do
conceito de limite e para justificar a necessiddeaima reflexdo sobre a abordagem

empregada pelos livros para o seu estudo.

Além de elementos recolhidos ao longo dos anosatende aula durante a aplicacéo de
disciplinas de matemética de primeiro ano da usidade, foram analisados alguns
pontos relativos ao conceito de limite encontrashod®is livros texto freqlientemente
adotados para o ensino de CDI no Brasil (ver s&gg) Adicionalmente, foi realizada
uma experimentacdo com 37 alunos do primeiro anccuiso de graduacdo em
Engenharia de Teleinformética da Universidade Fedier Ceara, UFC.

A experimentacdo consistiu em trabalhar o concdeolimite de maneira
intuitiva durante dez horas-aula, seguindo-se da umwvestigacdo, em que, apresentada
a definicdo formal de limite, pedia-se ao alunoapaxpressar por escrito a sua
compreensao sobre esse conceito.

E relevante ressaltar que esses estudantes fazse ¢e um grupo recém
ingresso no bastante concorrido curso de Graduaaengenharia de Teleinformatica
da UFC. Tais alunos obtiveram um bom desempenhproza de Matematica do

concurso vestibular (ver Capitulo 3).

$$ &!" (+ (% &!" (
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Segundo Douady (1986), uma grande parte do sahenraaco € criada por meio da
resolucdo de problemas, por meio de conjecturasitradede situacbes bem

contextualizadas nas quais a matematica assumgapelide ferramenta. Quando esse
saber é considerado de interesse da comunidadéficeenele é descontextualizado,
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despersonalizado para ser transmitido e re-trathallpar outros. Isto significa que o
surgimento de uma noc¢ado matematica pode tambémwastallado a necessidade de
criar-se uma ferramenta, em algum momento da Fastpara a resolucao de algum
problema real, que pode, posteriormente, desligatesciclo histérico que a criou para
assumir um papel bem definido de objeto do saleetidico.

Muito antes de assumir seu statuobgtoformalizado do saber matematico, a
idéia de limitefoi utilizada como uma ferramenta na resolucadalislersos problemas,
em épocas e contextos diferentes, como o métodaalstdo empregado por Eudoxo e
Arquimedes, a.C., no calculo de areas. Newtornzatiltambém, no século XVII, a
idéia de limite como uma aproximacdo para o caloddo retas tangentes e de
velocidades.

Segundo Legrand (2000) e de acordo com a SequEedsthi (2001), para que
um aluno aprenda matematica de forma efetiva, ele tbrnar-se temporariamente um
matematico e a sala de aula deve atuar como umanidgade cientifica. Portanto, para
gue o aluno aprenda um conceito matematico coma dingite, por exemplo, é
necessario que ele seja construido considerandargaicéo, os erros, as dificuldades
enfrentadas pelos matematicos em sua elaborac&om Agara encontrar significacao
em um conceito matematico, € preciso, em muito®scagivenciar as condicbes
experimentais nas quais ele foi formulado.

A linguagem natural empregada em alguns livros d@d @ara abordar o
conceito de limite tem por objetivo, provavelmeritena-lo mais proximo das idéias
gue Ihe deram origem. Porém, um ensino apoiadoremmabordagem apenas intuitiva
desse conceito caracteriza-se comoemsino realizado por metaforgBLOCH, 2000),
que restringe o contexto no qual o conceito € lnald@ e onde todos os exemplos
considerados tém uma determinada propriedade, oddigelta a apresentacdo de
contra-exemplos. Por exemplo, € comum o aluno thtend que sea é um ponto de
acumulacdo do dominio de uma fundd@ ndo existéncia do limite deem a esta
condicionada ao fato de disnites lateraisexistirem mas serem diferentes. Embora
alguns livros de CDI apresentem um ou dois contearplos da ndo existéncia de

limites laterais, como o limite ddf (x)=senl/x &m0, a maneira pela qual o

conteudo é apresentado impede o aluno de atribusignificado adequado ao conceito
de limite e, consequentemente, de perceber osaceréimplos que sdo termémetros de

aprendizado.
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Nesta secao, sdo apresentados e analisados afgpperdos da abordagem do conceito
de limite dos livros de CDFinney et al.(2004) e Leithold (1986), os quais foram
também discutidos em sala de aula com o0s estudatéesEngenharia de
Teleinformética.

O livro Finneyet al. apresenta a seguinte definicdo intuitiva pararceio de
limite no infinito:

Diz-se qud(x) tem o limiteL quandax tende ao infinitdmais infinito) e
escreve-se

lim f(x)=L

X® ¥
se, a medida que se distancia da origem no sentido positi{g), fica cada vez mais

préximo del.
A seguir, Finneyet al. faz o calculo do Iimiteligg‘l, gque se adapta
X®¥ X

perfeitamente a essa definicdo. Na pagina segdmtiévro, enuncia as regras para o
calculo do limite de uma funcdo quanxitende a+ ou a- e, nessa mesma pagina,

calcula, usando estas regras, o limite

®+% 3x?+2 3
Ao lado deste calculo, Finnewt al. (2004) apresenta o grafico de

2 -
f(x)= w , ilustrado na Figura 5-1.
3X°+2

Z'_,l e
~ ] _‘ Reta y= 3
\ |
| \¥ 1 I N T I T T T
-3 \ 0 5 10

V- 2 FORA DE ESCALA

Figura 5-1. Gréfico extraido de Finney et al. (2004).
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Essamudanca de quadro$do quadro algébricopara oquadro graficg, que é
sem duvida enriqguecedora do ensino, participa coma forma de validacdo da
aplicacdo das regras de calculo. Porém, obsergaese gréafico dé(x), na Figura 5-1,
representa uma situacdo que contraria a definiedorite no infinito apresentada por
Finneyet al Assim, algebricamente, o limite €&) no infinito pode ser calculado, logo
existe, mas esse limite ndo € um limite no infipkoque contraria a definicdo: observa-
se gue, no intervalo do dominio flentrex = 1 e x = abscissa onde f assume seu valor
maximqQ enquanta se afasta da origem no sentido positiig) também se afasta do
limite 5/3.

Tal situacéo pode ser criadora de obstéaculos, pat#encdo do conhecimento
cientifico de limite, que dificilmente sao percaisdelo professor ou pelo aluno.

Quanto ao livro do Leithold, ele ndo se arriscasctever definicdes intuitivas e
procura ndo apresentar contradicbes em seu texgmd descreve informalmente de
um conceito, enfatiza que é apenas uma idéia.

Para introduzir a nogao de limite de uma fungcdouemponto, vale-se de um
exemplo numérico no qual elabora uma tabela oralerm percebe que a medida que a
variavel independente “tende” a um valor fixo, agem da funcdo também “tende” a
um valor fixo. A seguir, utiliza a linguagem de #mss e deltasadaptadaao caso
particular deste exemplo e escreve logo depoisfiaigho formal de limite. Tenta
“traduzir em palavras” essa definicdo antes delvesalguns exercicios nos quais ela
utilizada para demonstrar a existéncia do limite.

Ressalta-se que o livro de Leithold, ap6s apresant@finicdo de limite, que ja
é extremamente dificil de ser compreendida, agli¢garediatamente, como se fosse
natural, na resolucéo de exercicios.

O que se observa nessa abordagem do livro do Leti¢h®94) € que, embora o
autor procure ser mais preciso em relacdo a dabrde limite, o trabalho de construcéo
para a aquisicdo da concepcdo fundamental destdonogo é realizado. Fica
inteiramente a cargo do professor, que o adota dwnaootexto, fazé-lo ou ignoréa-lo, e,

neste ultimo caso, apoiando-se apenas nas idéigtsvias.

$/ +*-" (0 4+

As situacdes expostas acima refletem bem a dificidddle construcéo, pelo ensino, do

processo de aquisicdo do conceito de limite, dejateavés de uma linguagem natural
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ou através de uma linguagem formal. De fato, pasinar este conceito, ndo se pode
abdicar nem da linguagem natural nem da linguagemmdl. A maior dificuldade,
contudo, esta na existéncia de um grande abisme elds, fazendo-se necessaria e
fundamental a elaboracdo de uma conexao légica.

A fim de exibir a dificuldade do estudante em faaera relacdo entre as duas
linguagens, uma experiéncia realizada em um cuegolar de CDI, planejada e
aplicada pelo proprio professor da disciplina,létaela a seguir.

Defini¢Bes intuitivas de limites encontradas emoglivros texto e exemplos de
limites que ndo sdo enquadrados por essas definiipiam apresentados, gerando
muita discusséo em sala de aula.

O cerne da experimentac¢ao consistiu em:

Apresentar e discutir em sala de aula uma definigfidtiva de limite extraida

de algum livro-texto;

Em seguida, representar graficamente e algebridemen exemplo claro de

limite de uma funcdo que néao se enquadrava nefis&de intuitiva;

Neste caso, os alunos eram impelidos a estendefiragdo de limite com o

objetivo de contemplar esse exemplo;

Encontrada, pela classe, uma definicdo mais abnéggapresentava-se um

novo exemplo que nao era atendido por esta dedfinica

Novamente, os alunos tinham que estender a dafimedimite para que esse

novo exemplo fosse satisfeito por ela;

O processo parava quando ndo se conseguia mardd@sta definicdo, de

maneira natural, a algum exemplo apresentado pefegsor;

Neste momento, o professor “vendia” a necessidadeaurda definicdo que

abrangesse todos os casos, 0 que desembocava etefimtio formal.

Embora o conteldo das aulas tenha se apoiado iséiae intuitivas, procurou-
se ndo entrar em contradi¢do e buscar sempre eesauflitos tais como 0 exposto no
exemplo acima extraido do livro Finne al. (2004). Em algumas situacfes, foi
empregada a nocado de intervalo como vizinhancardemero real para dar a idéia de
proximidade de um ponto. Porém, nao se recorrdaramlismo.

Ao final da décima aula sobre limite, foi entregaecada aluno uma folha
contendo a definicdo formal de limite de uma fungéoum ponto e foi pedido a eles

gue expressassem de alguma maneira, por grafieoexpmplos numéricos, atraves da
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linguagem natural, etc., o que eles entendiam psa éefinicdo. A folha continha o
seguinte enunciado:

“Sejaf uma funcéo real definida em um intervalo abertot@adox,, mas nao
necessariamente ery. O limite def(x) quandox tende ax, é igualL, LT R, se, e

somente se, dado um 0 existe uma  Otal que

se0 ‘x- X,

d entdo0 ‘f(x)- L e

Apés uma semana, as folhas foram recolhidas e todoalunos as tinham

respondido. Algumas respostas dos alunos sédo apaidas a seguir:

Quandox® x, o @ fica menor e diminui também e. Quanto mais proximo

deXxp 0 X estiver, og vai diminuindo e os tende a zero;

Quanto menor for a diferenca entxee xo (O ‘x- X,| d) menor sera a

diferenca entréx) eL (0 ‘f(x)-L| e);

Para cada variagcdo no valor de existe uma variagéo no valor detal que...;
Para cada valor d&, mantendo o valor d& no intervalo (- @, X+a) e
X1 Xo, fazemos com que os valores f@ se mantenham no intervalb-g,
L+€).

Nota-se que os alunos tentaram resgatar a defim¢éitiva a partir da definicao
formal. Naturalmente, nenhum aluno foi capaz degissr que entre a definicdo formal
e a definicdo intuitiva existe uma inversdo do psso de aproximacdo. Na definicdo
formal, ndo € a variavel independente gueduz uma aproximacdo da imagem da
funcdo ao limite. De fato, € 0 grau de aproximaf@m limite) desejado que impde a
variavel independente uma condi¢éo de limitacam antervalo.

$1 + ( 2(& (3

O conceito de limite é ensinado, normalmente, masgiras aulas dos cursos de CDI.
Apoés um primeiro contato, formal ou intuitivo, agdo de limite é explorada de forma
utilitaria, como umaferramenta para a resolucdo de problemas, ou de forma
operacional, algébrica ou graficamente.

Ao longo do curso, o conceito de limite parece pdasscer pouco a pouco. No
final, entre aplicacdes e operacdes, perde-se qu@spletamente o seu elo com as
novas definicbes, como no caso da derivada e dgraitque sdo exemplos particulares

de limites. Para a maioria dos alunos, a deriégdeor exemplo, o coeficiente angular
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de uma reta tangente ou uma taxa de variacdo iastm (GODOY, 2004). Ja o
conceito de integral €, em geral, compreendido pklno como a area de uma regiao
plana limitada por curvas.

Embora alguns livros de referéncia, como o do loitlj1986), continuem, até o
altimo capitulo, usando a definicdo de limite paravar teoremas, seus exercicios
resolvidos e propostos dao énfase a resolucaoaddepras geométricos ou aplicados a
Fisica ou a Economia, por exemplo.

Sendo o trabalho deonceitualizacaqtrabalho de construcdo de um conceito)
do limite bastante custoso e ndo estando presestéwnos de CDI, é possivel que o
professor tente pular o trabalho necessario paeacgaluno o compreenda. Porém,
sendo ensinado apenas de forma intuitiva e uidité&eu conceito se confunde com o
seu status dierramenta Com isso, seu status dbjeto, capaz de desvendar alguns de
seus aspectos enganogosemo dito por Poincaré ao referir-se as definidoemais de
derivada e continuidade), ndo é, praticamente nagsu

Portanto, para que o aluno obtenha um excelentrgesho na disciplina de
CDI em relacdo ao conteudo de limite, € suficiepte ele saiba resolver operacdes que
o envolvam e saiba aplica-lo a alguns contextosa@Bpos. No entanto, uma maneira
de medir o aprendizado de um determinado concsii® \énculada a capacidade do
aluno em adaptar seus conhecimentos na resolugaollemas nos quais este conceito
possa ocorrer tanto como statudeleamentaguanto como status adjeto.

A partir dessas observacdes, induz-se a questienaraluno que obteve um bom
desempenho no curso de CDI também atingiu um balitende aprendizado do

conceito de limite.

$4

Inicialmente, é necessario esclarecer que nedialli@ particular sobre o conceito de
limite ndo se tem por objetivo apontar ou sugerigxéténcia de falhas nos livros
adotados para o ensino de CDI, mas ressaltar iasldddes encontradas pelos alunos
devido a falta de precisdo da linguagem naturatendplexidade da linguagem formal
no tratamento do conceito de limite. A escolha ldess Finneyet al. e Leithold esta
essencialmente ligada a sua frequente adoc¢éo clisia de CDI de diversos cursos

universitarios.
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Adicionalmente, ndo é se defende que o aprendideda ou possa ser realizado
sem eventuais erros ou incoeréncias. Em um pomeomento, deseja-se ir ao
encontro da visdo de Artigue (1993) que defendeogagerendizado deve ser construido
sob um ensino que respeite a epistemologia do canae seja, a0 mesmo tempo,
acessivel ao aluno, dando-lhe possibilidades deraums eventuais obstaculos que
surgirem.

A analise exposta pretende, entretanto, desvendaal significado do modelo
de ensino de CDI praticado no Brasil. Se, por wio,la@ objetivo da disciplina de CDI é
estabelecer o primeiro contato do aluno com a nalEfdimite e suas aplicacoes,
explorando-o como umgerramentana resolucdo de problemas, enunciar a definicao
formal de limite e realizar demonstracdes de algewsemas que a envolvam pode
torna-la, ao mesmo tempo, incompreensivel e dess&ca, devendo, portanto, ser
colocado em questéo tal procedimento. Esta refléx@a por base o fato de que pode
nao ser de interesse para a maioria dos cursosadeagdo que o aluno trabalhe com o
conceito de limite em seu status formabdgeta

Por outro lado, se é objetivo final do ensino del @De o aluno trabalhe o
conceito de limite em seu statusalgetq deve-se reportar a afirmacédo de Tall (1991),
que diz que o conhecimento humano comeca com agdeeu ambiente, algumas das
guais se tornam repetitivas, sendo, mais tardesetndias como objetos manipulados
por processos mentais de alta abstracdo. Neste s@sm curso de CDI o alumdo
conseguir adquirir conhecimentos suficientepara manipular o conceito de limite
como umobjeto (em seu nivel mais abstrato), pode-se concluiruwjona das etapas do
processo de aprendizado desse conceito ndo é altzapor ele. Refletindo sobre esta
situacao, sente-se a necessidade de adotar ndrategias no sentido de minimizar as
dificuldades encontradas pelos professores/alureosCBl no ensino/aprendizagem
desse conceito, cabendo aos profissionais de E@lnddateméatica a responsabilidade
de defini-las.

Como exemplo de teoria que pode beneficiar tantalmalho do pesquisador
quanto a pratica do professor na abordagem de (mbygecomplexos como o de limite,
cita-se a Sequéncia Fedathi (BORGES NETO e SANTARDY1). Seu modelo pode
ser usado de forma complementar a aplicacdo deemgenharia didatica em sua fase
de experimentacdo em sala de aula, ou diretameieppofessor, como mediador do

processo de aprendizagem do aluno.
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Avaliando os resultados obtidos na experimentagdmeaa relatada, identificando a
capacidade de aceitacdo e o interesse do alunoeemtegrar a uma proposta de
abordagem diferenciada das encontradas nos liabgulais e, além disso, tendo por
objetivo mergulha-lo em um ensino que procura fates entre as idéias que deram
origem ao nascimento das principais no¢cées do @Dh gua apresentacao atual, pronta
e acabada, fez-se, em 2008, uma construcdo doitmdeelimite por meio da qual se
chegou a sua definicdo formal em sala de aula.

Apoiou-se em um processo semelhante ao da expedag@nde 2006: enunciar
defini¢cdes intuitivas cada vez mais gerais atéepar com a definicdo formal como a
“Onica” capaz de contemplar todos os casos cora&idsr Diferentemente de 2006,
desta vez, a definicdo formal de limite foi intetgao ensino.

A principal justificativa para se trabalhar com t@héfinicdo foi aliada a
perspectiva de generalizacdo e ao problema de066) 2 professor/pesquisador ter-se
deparado com certas questdes basicas impossivemr@lm explicadas aos alunos por
meio apenas de uma linguagem natural. Além dista,abordagem de limite marcou o
inicio da preparacdo do ensino do conceito de riakegonstruido sobre a idéia de
proximidade entre as somas de Riemann inferiosegperiores.

O fato de os alunos estarem, ja no inicio do atimolese familiarizando com as
nocbes de cota superior/inferior, vizinhanca de pwnto na reta, supremo/infimo,
elemento maximal/minimal e com a linguagem dos |lépsie deltas por meio de
desigualdades, por ocasido do ensino de limit@rémeu o ensino e o aprendizado da
definicdo de integral.

Essa facilidade foi constatada por meio da congdara&ntre as observacdes de
sala de aula e entre as solu¢bes da folha de exarsbbre integral aplicada em 2006 e
em 2008. Existe uma diferenca muito grande entreuasas tanto na qualidade da
linguagem matematica, quanto na quantidade de iex@cresolvidos e resolvidos
corretamente (ver Capitulo 6). A folha de exercd@ama cépia de algumas resolucdes
realizadas pelos alunos de 2006 e de 2008 encossgams anexos.

No proximo Capitulo, descrevem-se as sequénciasndmo do conceito de
integral, considerando-se o ensino do conceitongiéel como elemento fundamental na

preparacao das sequéncias.
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O objetivo desta pesquisa € propor um modelo de@ues conceitos de CDI, para os
cursos de engenharia, que seja comprometido coiaées intuitivas e com o rigor,
interligados, porém, de forma significativa.

Para se averiguar a viabilidade deste modelo denen®ptou-se pela
elaboracao, aplicacdo e observagdo de sequéndatcds envolvendo o conceito de
integral de Riemann.

Denomina-se, neste trabalho, seqiéncia de ensinsequéncia didatica ao
conjunto de sessfes, com uma duracéo fixa, reabzewh sala de aula para o ensino de
determinado conteudo. Nestes termos, foram exexsitailfls seqliéncias de ensino do
conceito de integral nos anos de 2005, 2006 e 2B808nalise de cada sequéncia
embasou a elaboracdo da sequéncia seguinte. Rarotsa interpretar, principalmente,
as intervencdes dos alunos para se fazer hiposegee como melhorar a proxima
abordagem.

A engenharia didatica norteou a elaboracdo dasése@s. As fases da ED
relacionadas a estas sequéncias foram fundamergadds/ersas teorias da educacéo.
A teoria da Dialética Ferramenta/objeto e JogosQddros de R. Douady (1986)
propiciou uma analise das propostas atuais de ®msipartir dos textos didaticos de
referéncia. O estudo, a escolha e a organizacasath@ses envolvidos na constru¢ao do
conceito de integral foram orientados pela Teocai@gdrendizagem Significativa (TAS)
de David Ausubel (NOVAK, 2000). Para alcancar ogetms da TAS, optou-se por
uma abordagem inicialmente histérica que acompantasenvolvimento da integral
por meio de problemas do quotidiano ou de questienéos puramente matematicos

Para a fase daxperimentacdoa ED (ARTIGUE, 1989) nédo indica nenhuma
estratégia de trabalho a ser realizado em salalde@esta forma, em alguns momentos

de sua aplicagdo, seguiu-se o modelo proposto Petpéncia Fedathi (BORGES
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NETO e SANTANA, 2001) a qual salienta a importaraadamediacdo do professor para
o aprendizado em matematica.

Nas andlises das experimentacbes de 2005 e de 20@Bn encontradas
relevantes falhas, provenientes do ensino, que mngieram a sequéncia de integral
destes anos, mas que foram determinantes parinae@cio da ED e sua reaplicacéo
em 2008, ap6s algumas correcdes. Finalmente, andtisos resultados de 2008,
chegou-se a conclusao do modelo proposto, quar@ahaado no Capitulo 7.

Descrevem-se, neste Capitulo, a concepcao, a mqreacao e uma analise dos
resultados da sequéncia didatica relacionada anceds conceito de integral aplicada
em 2008. Inicialmente, apresentam-se algumas imflaé do estudo epistemoldgico
sobre a organizacdo da sequéncia e uma analisesdw etual, também determinante
para a concepcao da sequéncia. Em seguida, deserevelaboracdo da seqiéncia e
destaca-se 0 que sera analisado na experimentApés, relata-se o momento da
experimentacao e faz-se, por ultimo, uma andliseekultados.

As sequéncias de 2005 e de 2006 serdo relatadasna sucinta, porém, elas
serdo mencionadas frequentemente no texto porreervde referéncia para a
concepcéao da sequéncia de 2008.

Este Capitulo estd dividido nas seguintes sessbesecdo 6.2 refere-se a
algumas implicacbes de um estudo mais completoodoeito de integral (descrito no
Capitulo 4) sobre a elaboracéo das sequéncias;lemmaptando a analise do ensino do
conceito de limite por meio de livros texto, feitasta secédo, na secdo 6.3, estende-se
esta analise ao ensino de calculo em geral; asése@i$ de 2005 e de 2006 sao
relatadas nas secbes 6.4 e 6.5, respectivamente;ocobjetivo de realimentar a
sequéncia de 2008, séo feitas observacdes e andéisequéncia de 2006 na secéo 6.6;
as secOes 6.7 e 6.8 justificam a opcdo por um anogrcomputacional e por uma
abordagem historico-epistemoldgica, respectivamdimamente, relatam-se as quatro
sessOes da sequéncia de 2008 e faz-se um quadnoerelas secbes, em 6.9 e 6.10,

respectivamente.
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Foi apresentada no Capitulo 4 uma amostra do esealzado sobre o conceito de

integral, tanto pelo ponto de vista histérico-egisblogico quanto por meio de uma
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fundamentacéo tedrico-matematica. Sobre este ed@on organizados os contetdos
das sessdes de ensino.

Ao se pesquisar a integral pela perspectiva dacndednedida geométrica, fez-
se um apanhado histérico, estimando-se tanto daasies e fatos, quanto, e
principalmente, idéias e problemas que contribuirpama o desenvolvimento e
formacgao desta nogéo. Construiu-se, para o ensma,génese artificial deste conceito,
caracterizando sua origem na necessidade de realedidas de segmentos até a sua
evolucéo para a forma atual, presente nos livrdatidios das disciplinas de CDI (ver
secao 6.3)e, até mesmo, a sua apresentacdo em livros maiga@s de andlise
(HAWKINS, 2002). Em todos os niveis dos estudosiagidos, refletiu-se sobre uma
adequacao do conteudo aos conhecimentos do estugiaatparticipou da edificacédo
desta ED.

A opcédo de realizar um estudo aprofundado das sodéeCDI para alunos
cujos conhecimentos sdo basicamente os adquiridoensino médio pode ser
justificada ja na andlise dos resultados da praneperimentacdo, em 2005, em que o
professor/pesquisador se deparou com perguntalsini@sasem respostas nos livros de
CDI ou mesmo, como na experimentacdo de 2006, wonslde um primeiro curso de
analise real. Além disso, o dominio do conteudmnanivel mais geral do que o que se
ensina ao aluno deixou o professor em uma posic@e oonfortavel, preparando-o
tanto para responder ou mesmo saber onde pro@spostas a perguntas inesperadas
quanto para elaborar um ensino mais fundamentadalner matematico em questéo e
nao apenas em técnicas ou apenas no formalismo.

De uma maneira mais geral, este estudo apontaapaegcessidade de melhor
munir o professor de ensino superior que emborhateno Brasil, uma posi¢cao
privilegiada, ndo esta, comumente, inserido em wiorde cultura matemética e tem,
muitas vezes, os livros como maior fonte de ref@eg(SILVA, 2004).

Na préxima secao, faz-se uma andlise do ensinb@iuaneio de livros de CDI,
na qual ficam visiveis certas diferencas entrebersde referéncia e o saber a ensinar de

calculo.
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E impossivel saber exatamente o que se passa asndgasiula de disciplinas de CDI. E

possivel, entretanto, se levantar hipoteses pravavpartir da experiéncia de ensino e
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de livros indicados em diversas bibliografias deogpamas dessa disciplina
disponibilizadas na internet por varias universatalrasileiras.

O que se quer dimensionar relativamente ao ensir@ diz respeito a énfase
dada a uma abordagem das suas principais nocoesepmde suas caracteristicas como
ferramentaou objeto. Também, pretende-se verificar se sdo indicadosnter® que
possibilitem tanto ao professor, em seu ensinontquao aluno, em sua aprendizagem,
de passar de uma dimensé&o operacidealamentd a uma dimenséo de generalizacéo
(objetg das nocdes, partindo sempre do nivel de conhetimedos estudantes.
Observa-se, também, em que os textos dos livrasfdeéncia entram em contradi¢cado
com a apresentacao do saber cientifico matematico.

Numa pesquisa realizada no Google (http://www.geogin), encontram-se,
em numero bastante significativo, indicacfes padagdo em cursos de engenharia de
livros de CDI dos seguintes autores: Leithold ()9®Btewart (2001), Finney et al
(2004), Anton (2007), Simmons (1987) , Swokowsk94), Guidorizzi (2001) (mais
indicado como leitura complementar), Apostol (9@&comendado para fundamentar
a teoria), dentre outros. Serdo analisados trésslivdentre estes, 0os quais sdo adotados
nos cursos de engenharia da UFC.

O livro de Swokowski (1994), cuja leitura é bastaspreciada pelos estudantes,
desenvolve todo o seu conteldo, relativamente anseios principais, por meio de
definicbes intuitivas. Limita-se a escrever as rdefies formais, as quais sé&o
inteiramente irrelevantes para a compreensao do téx livro e para a resolucédo de
seus exercicios. Desta maneira, alguns teoremea&lddo servem apenas como regras
cujo funcionamento é aceito por “convencimento’séo enunciados como o resumo de
alguma regularidade observada em exemplos de ekercpor ele resolvidos.
Seguindo-se o0 ensino pelo Swokowski, ele se toastahte algoritmico, pois, em
varios topicos do livro, apos cada apresentacacod¢eldos, sdo resolvidos varios
exercicios utilizando o assunto ensinado e, por & elabora um quadro-resumo
enumerando as etapas que devem ser cumpridas lpelo para a resolucdo de
exercicios semelhantes, os quais sao propostoeguida. Atualmente, embora ainda
adotado, ele ndo se encontra mais disponivel paeada em livrarias brasileiras.

O livro de Finneyet al. (2004), do qual ja se falou na experimentacdoesobr
limite (Capitulo 5), também usa uma abordagem dwmné& & de Swokowski: apdia-se
em definicdes intuitivas, denominadas por ele defifibdes informais”; enuncia

algumas definicbes formais de maneira informatietgabora quadros com uma
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ordenacdo de “passos estratégicos para resolvelepras” (frase extraida do proprio

livro do Finney); ap0s enunciar teoremas, escreagsef como “agora veremos como
aplica-lo” ou “veremos exemplos de seu uso na vedol de exercicios”. Sendo de uma
recente edicdo, disponibiliza recursos on-line dapara professores quanto para
alunog’. Os seus exercicios propostos retinem um nimerm mande de aplicacées

em diversas areas: Fisica, Quimica, Biologia, Ehgea, etc. Fato que refor¢a o status
deferramentaassumido pelos conceitos em sua abordagem.

Fazem-se, por ultimo, algumas observacfes solkecodo Leithold. Como ja
foi comentado no Capitulo 5, embora seja evidemtéeacao do autor em construir um
texto que nao contrarie os fundamentos da An&isela abordagem de ensino também
é direcionada para o aprendizado dos conceitos demamentasmatematicas. Na
verdade, o livro do Leithold parece ser constitu@#o dois livros disjuntos, um de
Andlise e um de Calculo. Ele enuncia as definic@snais, resolve exercicios
utilizando-as, demonstra um grande namero de teaseatecorrentes das definicdes e
propde provas de alguns teoremas como exercicaldlamente, desenvolve um texto
baseado em uma linguagem natural e voltado parapl@agdo a contextos
principalmente de geometria, fisica e economiareamto, neste texto, ressalta que as
idéias intuitivas ndo sdo demonstracdes. Este lgpoesenta uma tentativa de juntar em
um mesmo nivel de ensino os conceitos de CDI sgteespectivas da intuicdo e do
formalismo. O problema se encontra na falta deset#io entre as duas abordagens, na
falta de caminhos matematicos que liguem os caregistos sob as duas perspectivas.
Isto também pode ser observado nos exercicios gi@poNa maioria deles, 0s
conceitos servem derramentase 0S poucos nos quais eles aparecem ocoljetos
matematicos nao influenciam no desempenho do ataso ele opte por ndo resolvé-
los. Mesmo assim, a presenca do formalismo incomoda

Seguindo a abordagem intuitiva de alguns destessliypode-se concluir que o
ensino dos conceitos de CDI esta direcionado pasueaa aplicagdo a contextos
especificos. O aluno aprende, em geral, a utibsdebmoferramentasna resolucéo de
um campo bem delimitado de problemas. Algumas sdéaponsaveis pelo surgimento
dos conceitos sdo, por vezes, diluidas no textarecp que o calculo sempre teve
aquele formato, que a sua constru¢do seguiu a ddtgoa e cronoldgica dos livros. O
aluno ndo desconfia da dificuldade e nem do temppregado em sua formacéao.

1 Material disponivel em: www.aw.com/thomas_br
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Assim, sdo ensinados modelos prontos, com um eafaefgucionista que ndo permite
generalizagbes. Além disso, embasando-se o engermaa em defini¢cdes intuitivas, os
fundamentos matematicos ficam comprometidos. @ta&@mo exemplo, a definicdo de
continuidade constante nos livros do Leithold ()99do Finneet al (2004):
Dizemos que a funcéo f é continua em um numeros®g”e somente se, as
seguintes condi¢Oes forem satisfeitas
() Existe f (a);
(i) Existe [!@I;T; f(x);
(iii) le(g; f(x)=1f(d).
Se uma, ou mais, destas trés condi¢cdes ndo fdicaela em “a”, dizemos que a
funcao f € descontinua em “a”.
O livro do Thomas usa apenas o item (iii) acimaapaefinir o conceito de
continuidadeem um ponto interior “a” do dominio de uma fungaépads, acrescenta:
Observe que “a” ndo precisa pertencer ao dominid.de
Por estas definicbes, uma funcdo que néo estejaidiebpenas em um Unico
namero real € descontinua neste nimero. Atendd#ests modo, a percepcao visual de
continuidade, de caminhar sobre a curva do gr&keo sair dela. Contudo, tal definicdo
acaba se tornando problematica por ndo ser egoteadess que constam nos textos de
analise. Conseqientemente, 0 seu ensino terminadwrespeitar a epistemologia
deste camp@ARTIGUE, 1993). Talvez, por esta razéo, a contiade conste em livros
de CDI como um detalhe, sem que Ihe seja dado eeseladeiro valor como conceito
gerador de idéias que podem levar o aluno a enxalém do que pode ser visto. Um
exemplo classico, contrario a intuicdo, € o de domgdo descontinua em todos os
pontos de um intervalo. Uma funcdo deste tipo padbeir caminhos para a
generalizagdo do conceito de integral dentro delrde conhecimentos dos alunos do
primeiro ano. Outro exemplo interessante é o de fungdo escada, bastante usada
apenas como modelo de funcdo descontinua em umntorge pontos isolados, porém,
pouco explorada como exemplo de funcéo integravelum intervalo, desprovida de
primitivas.
N&o foi por acaso que se escolheu aqui a contidaigara exemplificar sobre o
tratamento apenas intuitivo dado por certos liaos conceitos de CDI. Em 2006 e em
2008, alguns estudantes indagaram sobre os matiests diferenca com respeito a

definicdo de continuidade e sobre as consequémpeiess 0 seu aprendizado. Ja na
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experimentacdo de 2005, realizada por meio de ubmrdagem tradicionalmente
intuitiva, um aluno fez outro questionamento irggemte cuja resposta pode ser dada
por meio do exemplo de uma funcdo escada. Ele ptrguse toda funcdo tem
primitiva.

Relativamente ao conceito de integral, principajetab matematico deste
Capitulo, os livros iniciam o seu ensino, em gexgartir da definicdo de anti-derivada.
Logo em seguida, algumas técnicas de integracacs#&ideradas. O célculo de uma
area aparece em um Capitulo posterior como umeagglb da integral e do Teorema
Fundamental do Calculo. O processo de integracgmueo explorado e ndo sédo
discutidas questdes sobre a existéncia da integrabbre a possibilidade de ndo haver
técnicas para se encontrar uma primitiva ou mesihesa ndo existéncia de primitivas.

De uma maneira geral, na apresentacdo dos conteé@dG®I, existe um forte
apelo a representacdo e a interpretacdo dos cosiceitquadro numérico, por meio de
tabelas, no quadro algébrico, por meio de equagdas, quadro gréfico, por meio de
curvas. Frequentemente, o recurso a um ou maiesdestadros determina a Unica
forma de se validar definicbes, propriedades eeteas. Quando o quadro analitico é
considerado neste contexto, tratando os conceko<ldl como objetos definidos
rigorosamente por meio de uma linguagem formal,paleicipa do ensino de forma
isolada e artificial. O ideal seria inseri-lo denfi@ complementar aos demais quadros,
procurando preencher os saltos de conteudos ersalgamas incoeréncias resultantes
de uma linguagem natural.

Ressalta-se que esta breve analise dos livros den&@Dtem por intuito tirar o
mérito desses autores, 0s quais ousaram, cada nino de sua 6tica, abordagens que
pudessem contribuir para uma melhor compreensao cdaseitos de célculo: o
Swokowski procura aproximar os conceitos a objetass reais; o Finnegt al. contém
um campo muito variado de aplicacdes; o Leithoktearde um ensino mais completo e
tenta torné-lo acessivel.

Reitera-se que a analise do ensino atual, aqusaptada por meio de livros de
referéncia, reporta-se a fase das andlises prelissnde uma ED relativamente ao
conteudo a ensinar.

A sequiéncia de 2005, apresentada na proxima seg@esenta um modelo de

ensino que corresponde a andlise realizada.
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O ano de 2005 marcou o inicio da preparacdo da &Bua primeira aplicacéo.

Excetuando uma analise dos resultados de umadkstxercicios sobre funcao
real resolvida no WIMS pelos alunos do primeiro argressos em 2004 e reaplicada
no inicio do ano de 2005 (ver Capitulo 3), poucsasa sobre o perfil dos estudantes
do CGETI. Portanto, optou-se por uma abordagenitiveaymais segura, dos conceitos
de CDI. Os conceitos de limite, continuidade evid&ta foram introduzidos por meio de
uma linguagem natural, tal qual aparecem nos liarmaisados na secdo anterior. As
aulas se deram de forma tradicional, com quadioapcomo materiais de apoio.

Entretanto, logo no inicio do ano letivo, durantensino do conceito de limite,
alguns alunos interrogaram sobre a auséncia dadgem formal.

Percebeu-se ainda, durante todo o ano, o inter@ssaluno por questdes

fundamentais, tais como o exemplo seguinte: utiivase de teoremas de calculo,
provou-se que a funcao tangente € uma bijecaotdovaio | - %%[ emR. Um aluno,

surpreso, ponderou:

Professora, no ensino meédio, eu aprendi que eg&dm existe, mas agora

estou achando que ela nao é possivel porque ovailtel - %%[ tem menos

nameros daue R

Normalmente, ndo se encontra uma explicacdo pai@a @mtrovérsia em
nenhum livro de CDI.

Quanto ao conceito de integral, pretendia-se dds @@fase ao processo de
integracdo, procurando dar sentido a sua definggim, se prender, contudo, a nenhum
rigor matematico.

Como na maioria dos livros de CDI, introduziu-seeesonceito por meio da
nocao de anti-derivada. Para o ensino da integr&idmann (na verdade, limitou-se a
integral de Cauchy), tentou-se utilizar um recut$erenciado, a maquina de calcular, e
dar certa énfase ao seu processo de formacédo. kpasapresentacdo expositiva, na
qual foram feitos, no quadro, varios desenhos da mm@sma regido plana limitada por
curvas, em que a regiao ia sendo progressivames¢aghida por retangulos de mesma
base e de alturas variadas, solicitou-se que o®slcalculassem as somas de Riemann
relativas as particbes correspondentes. Nenhuns deledispds a assumir tal tarefa,

embora tivessem levado calculadora, a pedido dessor.
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Ainda nesta sessao, um aluno mostrou resistén@pr@ndizado deste processo
de integracdo de Riemann, considerando-o desneicesdEe fez a seguinte
argumentacao:

Porque a senhora néo ensina logo a férmula, prafess Fica muito mais facil!

Este comentario merece uma reflexdo. Talvez o alwesse mesmo razéo. Ja
que ele estava inserido em um contexto de ensirguabse valorizavam as aplicagoes
e os resultados, ndo se justificava a preocupagéao a processo de formagédo deste
conceito.

Uma analise do ensino de 2005 e, em patrticulaigrdaa em que foi abordado o
conceito de integral, orientou o professor/pesaiaisa propor, em 2006, um ensino um
pouco mais diferenciado, visando dar sentido aerajizado do conceito de integral,

principalmente.
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Motivado por se praticar um ensino mais significatie fundamentado no saber
matematico comparado ao de 2005, relatou-se, nduBap, uma experimentacdo de
ensino do conceito de limite realizada no comecoado letivo de 2006. Nesta
experimentacdo, o aluno ja estava sendo preparado g sequéncia do conceito de
integral.

Além de se ter dado maior énfase a formacéo dasettos, neste ano, investiu-
Se em um ensino mais rigoroso, com provas de temenfiazendo o ensino avancgar na
direcdo de uma generalizacdo, por meio de exemptodrarios aos sentidos,
denominados, por vezes, de exemplos patologiconairia destes exemplos estava
atrelada a algum tipo de descontinuidade - concedmo ja foi dito anteriormente,
problematico por ndo corresponder exatamente anidiefpelo saber matematico. Este
fato, alias, chamou a atencdo de alguns alunosO&® @ue cobraram uma justificativa
para tal incoeréncia.

Fala-se pouco, neste trabalho, sobre a derivadalicB»xse. A derivada € um
conceito bastante vinculado ao campo das aplicacgesdo explorada por esta
abordagem na disciplina de Fundamentos da Fisitas anesmo de ser ensinada em
Calculo Fundamental. Tanto em 2005 quanto em 208@ebeu-se o desinteresse dos
alunos pelo aprendizado deste conceito. Segundg geo tinham aprendido na

disciplina de fisica. Associou-se, assim, a fakanibtivacdo dos alunos o fato de a
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derivada ser inicialmente ensinada como @eneamentae, s6 depois, veicular-se a sua
definicho matematica, o que despertaria o alunca par aprendizado de um
conhecimento novo.

Com respeito a integral, planejou-se uma sequétiditica para a construcao
do seu aprendizado em sala de aula, fundamentadaaorigem historica, vinculada a
busca de solucéo para a medida de regides do planestdo crucial que esta na base
do célculo integral (COURANT, 1969; BOYER, 1996Y)efendia-se, desta maneira,
associar o conceito de integral aos conhecimemttigos dos alunos (adquiridos antes
da chegada a universidade) sobre medidas de sezgreede regides planas.

A sequéncia foi aplicada no segundo semestre doduetetivo de 2006, por
ocasido da introducdo do conceito de Integral saiglina de Célculo Fundamental.
Trinta estudantes regulares de primeiro ano do G@&ficiparam da experimentacao.

A sequéncia previa que os alunos fossem confrogstadon problemas de
calculo de um valor aproximado para a medida deajbntos do plano cartesiano por
meio das somas de Riemann. Eles tinham que verif@ambém, que, pelas somas de
Riemann, ndo € possivel medir todos os subconjudtosplano, dentre outros
problemas. Objetivava-se que, assim, eles pudessduirir conhecimentos mais
significativos sobre o conceito de integral e gueapnhecessem ndo apenas como uma
particularidade do Teorema Fundamental do CalclileCj que, na verdade, s6 se
aplica a um namero restrito de casos.

Diferentemente do ano anterior, deu-se énfase acepso de integracdo por
meio das somas de Riemann, e a no¢ao de anti-darsd@ surgiu posteriormente, na
prova de um caso particular do TFC.

A analise da sequéncia de 2005 indicou a necessidadse inserir no ensino
algum meio que permitisse o aprendizado da intedealRiemann através da sua
construcdo de forma significativa. Dai, a introdugl seu ensino através de uma
abordagem historico-epistemoldgica, considerandorao uma evolugdo do conceito
de medida.

Visto que, em 2005, os alunos se recusaram a tpararsi a responsabilidade
de resolver a tarefa proposta em sala de aula sobras de Riemann — utilizando uma
calculadora como instrumento — em 2006, decidiaderir ao uso de um programa
computacional como forma de instigar o aluno a s®car em uma situagdo de

aprendizagem.
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A sequéncia foi aplicada em trés sessdes de dwas bada. Na primeira sessao,
foram apresentadas as origens histdricas do condeitintegral com o objetivo de
despertar a curiosidade e o interesse dos aluenendo-os a fazer conexdes eventuais
com conhecimentos que foram adquiridos anteriorepetd maneira mecanica, como é
0 caso da éarea do circulo. Foram também introdszidasta sessdo nocdes
fundamentais relacionadas a definicdo da integeaR@émann tais como particdo e
somas de Riemann. Os recursos utilizados para apsasentacao foram transparéncias
eletrdnicas, pincel e quadro convencionais. A se$sidfilmada, o que permitiu uma
melhor andlise do comportamento dos alunos e atregilas suas intervencdes. Nao
houve, contudo, controle escrito sobre o que feeapdido pelo aluno.

Na segunda sessao, o aluno foi levado, por intaomée um programa de
computador, o GeoGebra, a melhor se familiarizar ooconceito de integral por meio
da execucdo de um conjunto de exercicios pratices Anexo [), sem exposicoes
predefinidas e sem demonstragBes controladas pefespor. Parte dos exercicios foi
enviada eletronicamente para o professor, outri& f@irresolvida em casa e devolvida
na aula seguinte.

Trés estudantes do Laboratério de Pesquisa Multeneida UFC

(HTTP://lwww.multimeios.ufc.Qrparticiparam das duas primeiras sessdes paravabse

o envolvimento dos estudantes na realizacdo dafasarseu comportamento e o do
professor ao aplicar a sequéncia.

Somente na terceira sesséo, quando o aluno jaipassgbes sobre o conceito
de integral de maneira informal, foi realizada unmstitucionalizacdo(BROUSSEAU,
1998) dos conteldos trabalhados nas fases angerareseja, o professor mostrou para

os alunos que os conhecimentos construidos janfigasaite de um saber cientifico.
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Da experimentacdo de 2005 para a de 2006, veriieouma grande evolucdo em
relacdo ao comprometimento dos alunos com o aadalidos contetdos.

Por meio desta sequéncia, foi possivel de se d¢ansjae os conhecimentos
prévios dos alunos relativamente ao conceito deidaedeométrica podem ser
considerados como formados por um conjunto de nmgbes isoladas e que o seu
aprendizado se deu, de certa forma, mecanicam@etgstram-se algumas situacdes

que contribuiram para se chegar a tais conclusées:
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Discutiu-se, na primeira sesséo, sobre o problgrageatemente simples de se
realizar medidas de comprimentos. De forma unanianeglasse chegou a
conclusao que para se medir um segmento bastangenmonar uma unidade
de medida. No inicio da sessao, porém, um alumueou: ‘hao acredito que

a gente va voltar para o jardimPassou-se em seguida, como se fosse natural,

para a medida de uma regido plana. Foi desenhadafigora irregular no

quadro e se perguntou como eles fariam para medldmuém deu nenhuma

pista de como fazé-lo. Com isso, fez-se uma peagmdis elementar: Qual a

area do quadrado de lado um? Todos responderare goasinissono: um. Ao

se perguntar o porqué, ninguém soube respondes.dlmios arriscarameg“um
porque sempre foi assim e proh®“foi a tia que ensinou que era UnNa lista
de exercicios (constante no Anexo |) da segundsdeedoi pedido para os
alunos calcularem um valor aproximado para a aeairda regido situada
abaixo do eixo das abscissas. Muitos deles derano ¢esultado um nuamero
negativo. Outros atribuiram o valor nulo para adfe uma regido simétrica em
relacdo a origem.

Por outro lado, percebeu-se o engajamento dos sluaoexperimentagao.
Alguns deles chegaram a levantar questdes intertesseoncernentes aos fundamentos
da teoria da medida, tais como:

Pra que fazer o calculo dos dois tipos de somaerisu e inferior, se no final o

resultado é o mesmo?

Porque a area de uma regido formada pela unidaiae mkgides disjuntas é

igual a soma das areas de cada uma delas?

Em casa, eles tiveram que fazer o céalculo da iatetg Riemann da funcéo de

Dirichlet, D(X) (ver na lista de exercicios do Anexo I). Algurengeguiram

concluir que esta fungdo ndo € integravel a Riemdmm dos alunos

acrescentouSe a “regiao” entre o grafico da funcdo(K) e o eixo x esta
contida em um quadrado de lado um, como se faz gaalar sua “area” se
nao é possivel pela integral de Riemann?

Do ponto de vista da dinamica de sala de aulalieagfo da sequéncia proposta
mostrou vantagens comparativas a praticada no ateia para alunos do mesmo
curso, na mesma instituicio e pelo mesmo profesNar. ocasido, ap0s uma

apresentacdo expositiva, com a elaboracéo de wgnddisos, pediu-se aos alunos para
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calcular as somas de Riemann relativas a algumtedes, tarefa a qual nenhum deles
se disp6s a realizar, nem com o auxilio de maqudeasalcular. Ja na atual sequiéncia,
onde os exercicios préaticos fizeram parte natucalddsenrolar da aula, os alunos
realizaram, sem relutancia, as atividades plansjade o programa GeoGebra. Pode-
se supor que o fato de ter sido estabelecido, cust@déncia, o papel de cada um na
aplicacdo da sequéncia contribuiu para a mudangsosteira dos alunos. Observou-se
também que eles tomaram inteiramente para siadades e poucas vezes recorreram
ao professor.

Dentre as diferencas apontadas entre as sequé&eid®05 e de 2006, duas
representaram um avanco na busca de uma melhadapmlde ensino: o uso de um
programa e uma abordagem baseada na epistemol@j@@ida da integral. Nas
proximas secles, 6.7 e 6.8, descrevem-se o proguéiizado nas experimentacoes,
justificando o uso deste recurso, e as implicagdesuma abordagem histoérico-
epistemoldgica. O conteludo destas duas secOesponde a uma parte das escolhas
didaticas relativa a fase de concepcéo e de arajiseri da ED.

Y "

Vérios estudodndicam que alguns estudantes podem melhorar dtadsude seu
aprendizado por meio de atividades realizadas emeates computacionais adaptados
para este fim (BORGES NETO e SANTANA, 2000; ARTIGUDO02; DUBINSKY e
TALL, 1991). A dindmica da utilizacdo de um progeade computador pode motivar o
estudante a experimentar, a buscar estratégias gpaesolucdo de problemas de
matematica, a procurar contra-exemplos, a fazgectumas.

No caso especifico do ensino/aprendizado do candeiintegral, 0 uso de uma
ferramenta € extremamente adequado, pois, em gerahtroduzir este conceito, o
professor (e ndo o aluno) comeca com quadro e Ipiaoeinho, elaborando varios
graficos de uma mesma regido limitada por curvagbelividida em retangulos. Como
na criagcdo de um desenho animado, ele representsma regido preenchida por um
maior numero de retangulos e assim os graficossedsucedendo, enquanto a classe
apenas acompanha a passagem do filme em cameralenid. Poder-se-ia propor ao
professor fazer uma apresentagcdo apenas por trénsf@s para evitar este

“desperdicio” de tempo e de trabalho manual. Poedéém de, neste caso, ele ja levar as
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construcdes prontajdo acontece tao rapido que o aluno ndo consegoenpanhar
os detalhes de uma aula asSim

Por isso, para a realizacdo da segunda fase dérsegjiprop0s-se 0 programa
GeoGebra, unsoftware de Geometria Dinamica, livre, que pode ser instalath
qualquer computador ou acessado a qualquer monpahdo Internet pelo endereco
www.geogebra.at. Por apresentar uma interface esnpl de facil utilizacdo pelo
usuario, o GeoGebra pode contribuir para faciliar desenvolvimento dos
conhecimentos matematicos de uma maneira maisrom@fpor meio da vinculagéo e
da interligacdo entre os aspectos algébricos e @eimos utilizando, para isto, a
dinamicidade nas transformacg@es graficas realizaelasproprio usuario.

Usando o programa GeoGebra para resolver situgpcdbma propostas pelo
professor para o aprendizado do conceito de irftegrgroprio estudante elabora
gréficos, particbes, realiza célculos de somasrioress e de somas superiores,
representa-as graficamente por meio do progranfan.,eexperimenta, investiga. O
processo é dindmico e o estudante ndo esperazededntecer.

Pretende-se dar a oportunidade ao estudante de é&eeroprio, a construcao
de seu conhecimento no tema, favorecido pela disfiaacdo de recursos
computacionais, ageis e potentes, 0 que se traduznga forte interacdo cientifica do
estudante com o conteudo.

Para se trabalhar com a nocdo de Integral, o prayr@eoGebra oferece a
possibilidade de visualizacdo dos retangulos refecios com as somas superiores ou
inferiores de uma funcao, além de efetuar o caldektas somas. Para isso, dada uma
funcéof(x) e informado o intervalag], b de integragdo, bem como o nimerdesejado
de subdivisbes deste intervalo, podem-se calculsmnaa inferior e a soma superior
desta particdo a partir do uso dos comandos egecifo campo de entrada de dados:
Somalnferior[f,a,b,n] e SomaSuperior[f,a,b,n]. Alélsso, os retangulos relacionados
sdo representados graficamente. Apresenta-se m@aFtgl uma ilustragéo, feita no
GeoGebra, dos conteudos envolvidos no célculo desoma inferior relativa a fungéo

f(x) =x*+1 no intervalo .4

12 Comentario de um grupo de alunos que declararaferiro quadro e o pincel as transparéncias.
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Figura 6-1. Soma Inferior da funcéo f(x) = x*+1 no intervalo [0,4], subdividido
em oito subintervalos de comprimentos iguais.

Pode-se também utilizar o comando Integral[f,ajpgtdmente no campo de

entrada de dados e visualizar os resultados atgébei geométricos em suas respectivas

janelas de apresentacéo.
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A histéria de um conceito matematico nao se liraitama descricdo de acontecimentos

e a uma enumeracao de datas e nomes que partidpaau desenvolvimento. Ela deve
determinar também, segundo Dorier (2000), as céedigque favoreceram a sua

formacéo, buscando uma coeréncia légica por mejoral@lemas e noc¢des envolvidas

nas etapas de seu desenvolvimento. E nesta césticteda historia que se insere um

guestionamento epistemolégico sobre a origem doeitin com o objetivo de conhecer
0S processos pelos quais 0 objeto matematico ardaese formou e se desenvolveu e
mais geralmente, conhecer as caracteristicas idatades matematicas implicadas.

A necessidade de se dominar a histéria da formeg&oconceitos cientificos
com o objetivo de melhor compreendé-los j4 eragmeada por alguns cientistas
antigos. Como exemplo, citam-se dois textos extgaibs livrosLa connaissance et

I'erreur e La Méchaniqueescritos pelo fisico-filosofo austriaco Ernst Macos quais



ele se refere a histéria como meio de se atingir niwel mais completo de

conhecimentos:

Uma idéia se torna bem mais fundamentada quandocosbecem 0s motivos
gue conduziram ao seu aparecimento e o caminhonpgio do qual ela foi
concebida. Apenas uma parte de seu significado gedeetirada da ligagéo
I6gica que é feita com os conhecimentos antigods rfaniliares (MACH,
1908).

O estudo histérico dos processos de desenvolvimdetouma ciéncia é
indispensavel, caso ndo se queira que o conjunsopdimcipios que ela reuniu
se degenere pouco a pouco em um sistema de veradgsidas do qual so se
compreende a metade, ou mesmo, que se degeneramaete em um sistema
de puros prejulgamentd®ACH, 1904).

A abordagem historico-epistemoldgica proposta ndsipalho tem como
objetivo principal dar uma historicidade aos cotozede CDI 0s quais aparecem nos
textos matematicos de forma pronta e acabada, mtestoalizada. Busca-se resgatar
tanto nomes, fatos e datas envolvidos em sua fé@wnag longo do tempo, quanto
desvendar problemas e processos matematicos quécipageam do seu
desenvolvimento. Tenta-se, desta maneira, conterpglecipios basicos da Teoria da
Aprendizagem Significativa relativos a elabora¢cd wim material potencialmente
significativo relacionavel a estrutura cognitiva dimno de forma substantiva e nao
arbitraria.

Ao se atrelar o ensino dos conceitos de CDI, emdalaula, a uma perspectiva
histérico-epistemoldgica, pretende-se também censzar o aluno sobre os obstaculos
enfrentados pelos cientistas durante a sua coastragsmistificando a idéia de que a
matematica é produzida de forma magica, o que dsi&tra todo o trabalho arduo de
diversas geracdes. Espera-se extrair um maiorfis@gd destes conceitos na medida
em que é feita uma retrospectiva da atividade maieanenvolvida em sua evolucéo,
de sua origem até a sua forma atual presente vios lile referéncia. Neste percurso,
procura-se fazer vinculos entre os contelidos aa@nsios conhecimentos prévios dos

alunos.
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Além disso, nesta pesquisa, o estudo realizadopeetaectiva da epistemologia
histérica tornou exposta a disparidade existentes ers textos de CDI elaborados para
0 ensino e aqueles elaborados por meio de umarheracdo matematica rigorosa. O
que conduziu o trabalho a adequacfes no ensindegteEsse Ndo contrariar 0 campo
das idéias matematicas e que, ao mesmo tempogrdistanciasse dos conhecimentos
dos alunos.

Baseando-se nas analises da sequéncia de 2006ena@nd GeoGebra e
inserindo-se mais epistemologia e historia, redatana proxima secao, a sequéncia de
2008.

4 +0789" ( 551

5.  ,>') $'' +D ' '

A andlise dos resultados da sequéncia de 2006sé¢g&0 6.6) foi determinante para a
preparacdo da sequéncia de 2008, propondo-se namdiés no sentido de provocar
uma maior flexibilidade com respeito a abordagencdoteudo. Esta analise deixou
evidente relevantes falhas, provenientes das exscd#itas, que comprometeram de
alguma maneira o ensino de integral daquele aremtr® elas, destacam-se:
Esperava-se que o pouco de rigor introduzido amermsn 2006 fosse suficiente
para promover um aprendizado mais abrangente daeitonde integral.
Constatou-se, porém, que o fato de néo ter sidorpocada de forma mais
sisteméatica uma linguagem formal, incluindo prodasteoremas pertinentes e
questdes de ordem analitica, impediu, em varios entws, uma maior insercao
no campo das idéias puramente matematicas, quarieom o ensino mais
consistente. Nao foi possivel, por exemplo, defmidimite das somas de
Riemann de forma precisa, reduzindo-se 0 seu eranoonvencimento por
meio de representacoes graficas;
Embora durante a sessao sobre a histéria do condeitintegral os alunos
tenham participado com freqlentes intervencdesjoar-se, por intermédio da
filmagem, que a aula acabou se tornando mais itven Alguns problemas
histdricos relativos ao conceito de medida, deteamties para a descoberta dos

nuameros reais, nao foram discutidos matematicame®e caso da
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irracionalidade do ntmera/2, por exemplo, foi apresentado como um fato
histérico, sem se questionar sobre a veracidademdica desta descoberta.
Outras situacfes ocorridas em sala de aula indicgree os alunos, na verdade,
ndo dispunham de alguns conhecimentos bésicosdevadbs adquiridos em séries
anteriores. Por exemplo, a dificuldade em iderdifi@a medida como um valor
numeérico, relativo e ndo negativo, associado atebjgeomeétricos, independentemente
de sua dimens&o - comprimento, area ou volumegerauque a sequéncia deveria
também dar oportunidade ao aluno de retracar o nteamide seu aprendizado,
corrigindo eventuais conceitos mal formulados digransua formacéo escolar anterior.
Com base nessas analises, reconstruiu-se, em 2@@8jiéncia didatica para o
ensino de integral. Para isso, também foram apestadodificacdes no ensino dos
demais conceitos de CDI, consideradas neste tr@aloalino parte das escolhdigaticas
globais que influenciaram na preparagao geral gaéseia, tais como:
Embora, em 2008, o professor tenha continuado #alds livros de CDI
analisados na secédo 6.3, ele recomendou e paweu ensino sobre livros de
calculo com uma linguagem mais rigorosa, como oseggAPOSTOL, 1967),
e de introducdo a Andlise, como o do Elon (LIMAQZ2)) para fundamentar a
teoria.
Logo na secdo 5.10, apresentou-se uma reaplicagéo, 2008, com
modificacdes, da experimentacdo de limite ocoreiha2006. Desta vez, porém,
a sua definicdo formal passou a fazer parte intégreo ensino. Ndo com o
objetivo de provar casos particulares, obvios, msando familiarizar o aluno
com a linguagem dos épsilons e deltas, a qual,asivézes, se constitui na
Unica forma de se explicar certos resultados. Adéseo, uma das dificuldades
do ensino da integral em 2006 deveu-se a faltaaeirdo dessa linguagem
pelos alunos;
Por meio da histéria do célculo e da prépria eXgmeia de ensino, verificou-se a
importancia da continuidade como conceito geragdoexemplos responsaveis
pela queda de algumas crencas que perduraram eludgctidas no meio
matematico. Alguns destes exemplos, como a fungoDulichlet, foram
discutidos em sala de aula com o objetivo de cadesequilibrios (PIAGET,
1971) nos conhecimentos bem acomodados dos alpiosipalmente relativos

a integral;
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Ja se tinha tentado, tanto em 2005 quanto em 2006duzir o conceito de
derivada por meio de uma de suas aplicacbes. Casto na secao 6.5, os
resultados ndo foram bons, pois o0s alunos ja tintnabalhado com a derivada
como uma ferramenta na disciplina de Fisica Fundeaheue é ministrada
paralelamente a de Calculo Fundamental. Em 20@8ounse o0 seu ensino por
meio de sua definicdo formal. Apés, considerararassdiversas representacoes
deste conceito como casos particulares, tais cara tle variacdo e retas
tangentes. Desta vez, o aluno demonstrou maiaesge e dedicacéo, pois esta
abordagem trazia um conhecimento novo.

De uma maneira geral, durante todo o ano, procseoentrelacar as linguagens
natural e formal, alternando-se entre o significado o rigor, considerados
interdependentes e ndo dissociados.

Enumeram-se, a seguir, as principais escolhas ichdatonsideradas como
locais, por estarem diretamente relacionadas aapefio de cada sessdo didatica da
fase de experimentacdo da sequéncia de 2008 samsiro da integral e faz-se uma
previsdo sobre de que maneira elas podem interfesrresultados da aplicacdo, em
busca de uma melhor qualidade de ensino:

Abordagem histérico-epistemoldgica, ndo apenasrnmtiva, do conceito de

integral com énfase nos problemas de medida quilnainam para a evolucao

da integral. Objetivo: tornar o ensino de integnmalais significativo,
contextualizado, fazendo vinculos com conhecimeautigos dos alunos;

Ensino do conceito de integral por meio de umandgfo mais rigorosa, mais

geral (ver secao 6.9). Objetivo: levantar quesgidse certas concepcoes falsas

relacionadas ao conceito de integral, as quaispo@lem ser viabilizadas por

meio de uma definicdo apenas intuitiva, tais comexiaténcia da integral e

integrar = calcular primitiva;

Continuar com o programa GeoGebra para a sess&mmilarizacdo com os

novos conhecimentos. Obijetivo: repetir o que ac@utena sequéncia de 2006

em que o aluno tomou para si a responsabilidadeesi@lucdo da lista de

exercicios.

Observa-se que estas escolhas, com as respecterdsops, correspondem a

fase de concepcéao e de anadigmiori da sequéncia de 2008.

101



Resumidamente: o ensino em 2008 foi centralizad® agumceitos de limite,
continuidade, derivada e integral, em suas defasg@ropriedades, investigando as

diversas relacdes entre eles.

5: |+I|>l 1 —_—

Dentro deste quadro, redimensionou-se a sequérciensino para a construcdo do
conceito de integral. Desta vez, ela foi aplicada quatro sessfes, uma a mais em
relacdo ao ano anterior. 41 alunos do primeirodm@GET]I participaram da seqiéncia
que foi realizada no segundo semestre do ano d& Pscrevem-se, em seguida, as

quatro aplicacdes.

P # %

Durante o ano de 2007 foi realizado um estudo tcstéepistemoldgico mais
consistente do conceito de integral por meio desodi de histéria da matemaética
referenciados no Capitulo 4. Associado a este estadlizou-se uma pesquisa mais
minuciosa em livros de calculo e de andlise, intbhsana se¢cdo 6.3, para se
fundamentar o desenvolvimento deste conceito ematematematicas. A partir deste
estudo, elaborou-se uma génese artificial (ARTIGUE)0) do conceito de integral,
para o ensino, na qual ele foi investigado pelapmativa da medida geométrica. A
histéria foi contada por meio da linguagem intradazno ensino em 2008 e o contetdo
foi abordado através de problemas que marcaramokigdw deste conceito. Tais
problemas, ressalta-se, foram relacionados aoseconéntos dos alunos adquiridos
principalmente no ensino médio.

Como em 2006, a sesséo foi realizada em sala lde @sando projecdo de
slides, quadro e pincel. Nao houve filmagem, maslosos receberam uma lista de
questdes (Anexo lll) sobre o conteludo da sessda, & respondida e devolvida na
aula seguinte.

Semelhantemente a 2006, discutiu-se, inicialmesttiere problemas de medir e
de se construir medidas de segmentos que promozedmscoberta de certos nimeros.

Nessa sessdo, os alunos cobraram justificatives geterminados resultados
matematicos, dentre os quais, alguns ja tinham @&iéanesmo incorporados aos seus

conhecimentos de forma dogmatica. A justificapraaa alguns dos resultados foi dada
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nessa sessao, pelo professor, ou em aulas postepelos alunos, quando alcancavel
por seus conhecimentos. Dentre estes resultadas)-se:

Por que 0v2 é irracional?

Por que em qualquer intervalo, por menor que gi &m sempre um namero

racional e um irracional?

O p e 0 “e” ndo sdo numerosIao aproximacoes?

E importante destacar que estes resultados repaemm, em algum momento
da histéria, um exemplo contrario ao saber matemdfiie era estabelecido na época e
qgue eles demonstram servir, ainda hoje, de comgawelo a algunsobstaculos
epistemolégicds (BROUSSEAU, 1986) originados pelo ensino.

Fatos, nomes e datas contextualizaram os probldesas;omo, a descoberta do

primeiro namero irracionah/2 por um discipulo da escola de Pitagoras, no sé¢ul
a.C. (SINGH, 1998).

Chegou-se a falar sobre os nimeros algébricostmmscendentes, sem entrar
em detalhes, apenas definindo e colocando alguammrs. A Figura 6-2 abaixo

mostra um mapa representativo do que foi estudato @speito a relacdo entre
namero e medida. Ele foi discutido com os alunatansessao:

| pode ser

— S —

| pode ser

o —

€ sempre

| pode ser

— —

€ sempre

13 Um obstaculo epistemolégico é um conhecimento ppee ser considerado verdadeiro em certo

dominio, mas que se revela falso ou inadequadoneghaminio novo ou mais amplo.
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Figura 6-2. Mapa representativo da relacao entre numero e medida.

Os alunos associaram a medida de segmentos dast®luma unidade de
medida de comprimento. Contudo, como em 2006, réesapresentaram sugestdes de
como medir uma regido plana irregular desenhadagquedro. Apenas um aluno
apresentou uma solucéo. Ele disse que faria unsagiégdrica, de algum material mais
pesado do que a 4gua, com area da base idéntmara fplana desenhada no quadro e
altura igual a alguma unidade de medida de comptmné/ergulharia a pe¢ca em um
recipiente completamente cheio de agua e medivialume da agua derramada, que,
neste caso, seria igual a area da regiao.

N&o houve também, como em 2006, nenhuma justifec@ara a medida da area
do quadrado de lado um.

Para fixar a propriedade de relatividade de umaidaegeométrica, pediu-se,
nas questdes propostas para casa, que eles deteserm formulas para as areas de
algumas figuras planas, se a area do quadradoddeula fosse considerada igual a
dois.

Foram deduzidas facilmente formulas para a mededdiveersas figuras planas —
retangulo, paralelogramo, triangulo, trapézio. Aopgrguntar sobre a area do circulo,
todos sabiam como calcula-la, mas ninguém sab& diprigem da sua formula. Neste
momento, introduziu-se o método da exaustao relanido-o a Eudoxo e a Arquimedes
no tempo e no espago. Um dos problemas da lisexeleicios consistia em deduzir a
férmula da area do circulo. Os alunos pediram uista gde como resolvé-lo.

Outro problema que causou bastante discussaolbioe soarea de um quadrado
do qual foi retirado um namero finito de segmerdesetas paralelos a um dos lados.
Eles responderam que a area ndo se alteraria parguea de cada segmento que foi
retirado € nula. Ao se aumentar para um numerniiofieles deram a mesma resposta
com a mesma justificativa. Porém, o professor lemba eles que um quadrado é
formado pela unido de um numero infinito de sego®ede areas nulas, mas sua area é
nao nula. Este problema foi discutido mais detahsshte na quarta sesséo.

Ao se passar para o plano cartesiano, pediu-sesugestao para o célculo da
area de uma regido limitada pelo grafico de umgdamao negativa, pelo eixo das
abscissas e por duas retas paralelas ao eixo dasadias. Alguns deram a idéia de
preencher a regido com trapézios inscritos. Nes$e,ca area da regido poderia ser

aproximada pela soma das areas dos trapézios. Quapdofessor sugeriu dividir a
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regido em retangulos, eles reagiram argumentarmuseréesta a melhor maneira, pois o
trapézio dava “claramente” uma melhor aproximagia p medida. Aproveitou-se para
se introduzir a integral de Cauchy para funcfesicoas e apresentar uma justificativa
para a escolha dos retangulos. A partir dai, pass@iconsiderar funcdes que podiam
assumir tanto valores positivos quanto negativos.

No final da aula, um aluno destacou:

Professora, percebi que muitos ramos da matematicaram que ser

desenvolvidos até se chegar a esta integral de IGauc

Por ultimo, merece destaque um comentério bastargeessante feito por um

aluno no decorrer da aula:

Quer dizer que tudo o que a gente estuda em maten&impossivel, ndo faz
parte do mundo real. Até a medida exata de um comento inteiro(ele quis

dizer relativa a um numero naturéljeita por aproximacao.
A intencdo desta sessao foi de preparar os cankates dos alunos para

semear, na sessdo seguinte, no¢cées mais rigoriosatadas a definicdo de integral de

Riemann.

$% &' (( )* # $

N&ao demorou muito tempo para se perceber que @ rigo poderia ser introduzido no raciocinio,
sem antes se introduzirem as defini¢des.

L’Intuition et la Logique em Mathématiques
H. Poincaré(1907)

Esta secdo apresenta uma das principais escoltdascds que foram feitas com o
objetivo de interferir no ensino atual (analisa@osecéo 6.3) em busca de uma melhor
compreensao da integral. Tal escolha refere-sefinig@® da integral de Riemann

(escrita logo abaixo), considerada de forma maiargente do que a de Cauchy (para
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funcdes continuas), pois se estende a funcfesrdescas e permite se cogitar sobre a
nao existéncia da integral.

O objetivo desta sesséao foi definir, por meio dasas de Riemann, uma integral
um pouco mais geral do que a integral de Cauchy foacdes continuas, esperando-se
que a aquisicao deste conhecimento pelo aluno fEegue:

Em determinadas situacfes, o seu significado sepulado ao processo de
integracdo e ndo, apenas, as técnicas;

Ele identifique, em certos problemas, a possilbdéae se calcular valores
aproximados para a integral com um erro menor @oggalquer nimero dado;
Ele compreenda que o processo de integracéao nawé&val a qualquer funcao;
A solucdo de um problema de integracdo néo sejazida por ele, a
determinacdo de uma primitiva, a qual nem mesmsteexiara a maioria das

funcoes.
Para tanto, construiu-se, nesta sessédo, a sedeiimeédo de integral:

Uma funcdof :[a,b]® R, Ilimitada, € Riemann Integrdvel sss

HEHQOSR:HE\%]OSR, onde P;) € uma sequéncia de particbes tais qu&,; € um

refinamento de P; e cujas normas tendem a zero. Neste caso, o vatomum

do limite é igual a integral def em [a,b], que pode ser representada por

b
f (X)dx.

No inicio, os alunos se assustaram com a definkpos se fazer uma leitura,
eles foram se acalmando e citando as seguintees@;&imbolos desconhecidos, 0s
quais foram definidos e situados no contexto ddnenduncdo limitada, particao,
norma, S, e s,. Recorreu-se aos quadros grafico, numérico etmoa# a exemplos
familiares aos alunos para se representar eSsass10¢

As somas superiores e inferioreS, e s,, respectivamente, foram definidas,
primeiramente, para o conjunto das funcbega,b]® R, limitadas, que assumem

valor minimo absoluto (vma) e Valor Maximo Absoluto (VMA) em qualquer
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subintervalo fechado dpa,b . Observa-se que este conjunto contém o conjuréo da
fungBes continuas e tem intersecdo ndo vazia comnjanto das fung¢des descontinuas.
Os alunos tiveram que responder e justificar rdagos varias questdes,
fundamentais para a compreenséao e construcao idecdefde integral, tais como:
Qual a relacéao ent® e sp ? Justifique a sua tese!
Seja f:[a,b]® R tal que mE£f(X)EM, " xI[ab]. Prove que
mb-a)E£s, £S, £M(b- a), para toda parti¢ca® do intervalo[a,b ]
SeQ é mais fina do quB, qual a relacdo ent® e S, e entress e So ? Prove sua
tese!

Considere uma seqiiéncia de refinamentos de umiedoe®t P PR1 R1 ...,

tal que||P||® 0. O lim eo lim existem? Justifique!
g ” '” HRH@OSP‘ HRH@OSR g

Foram feitas interpretacdes para somas de Rierfeapara os seus limites) de
funcdes cujas imagens assumem valores apenas gatvos, ou apenas nNao positivos
ou tanto positivos quanto negativos.

Definiram-se a integral superior e a inferiorieafmente, a integral de Riemann.

Observa-se que, até o final desta sesséo, ndeitloinenhuma aluséo a relacao
entre derivada e integral e nem sobre a exist@®sc@imitivas.

Nesta sessdo, as perguntas dos alunos foram gaiad a dificuldades em
compreender as nog¢des novas.

Para a sessdo seguinte, previram-se atividades @ae os alunos se
familiarizassem com os novos conteldos e os cadeoagm funcionamento, sozinhos,

por meio de questdes que propiciassem a sua apmeens

. ( %
&( &'

Na terceira sessdo, o0s estudantes realizaram aatesd individuais utilizando o
programa GeoGebra. Foi estabelecido um prazo daxiammdamente 15 minutos para
gue eles se familiarizassem com o programa por rdeiauma lista de atividades
direcionadas para este fim. Pelo que se pode absenenhum estudante teve
dificuldades em trabalhar com o GeoGebra.

Cada estudante recebeu uma folha de exerciciosnfvénexo |) que foram

resolvidos individualmente utilizando o programaon@do, foram permitidas

107



discussbes entre eles. Quanto ao professor, ele fpapel de orientador, ndo se
manifestou de forma coletiva e interagiu com o a@Junpropdsito das questdes, apenas
guando solicitado e procurou nao interferir compossas diretas. Pois, um dos
objetivos desta sesséo foi observar se os estgdardm capazes, de forma autbnoma,
de usar os conteludos explorados na sessdo anfesi@ resolver problemas
relacionados ao conceito de integral.

Nas atividades propostas, o aluno foi confrontealo situacdes-problema bem
contextualizadas. Foram deixados inteiramente acereargo o calculo das somas de
Riemann e a resposta a questdes elaboradas camito ae familiariza-lo com certas
nocgdes envolvidas na definicdo do conceito de iateg

A folha de exercicios foi dividida em trés partes:

A Parte | consta apenas de exercicios técnicos para o aifemmiliarizar com

0s comandos do programa,

A Parte Il é constituida de cinco exercicios. Nos trés proseios alunos

devem fazer associa¢cdes entre as no¢cOes abordadassdio anterior — particéo,

vma, VMA, somas de Riemann, valores aproximados,uypo erro inferior a

certo numero dado, para area de regides — e oeggale uma funcdo nao

negativa, outra ndo positiva e outra cujo grafisingétrico em relacdo a origem.

Nos exercicios 2 e 3, 0 estudante é confrontado wanproblema no qual a

integral é negativa e outro no qual ela € nulpeesvamente. No exercicio 4, o

programa deve ser usado como uma calculadora peoatear o valor exato da

integral. A solucdo destes exercicios foi envideé&ranicamente para o e-mail
do professor.

O exercicio 1.5 solicita a determinacao da integeafuncéo de DirichleD(x),

uma funcéo cuja integral ndo existe. Trata-se,apto{ de um problema que

foge ao senso comum e que ja tinha sido discuidarimeira sessao.

Por ultimo, aparte Ill envolve a constru¢cdo de um corolario do TFC, nal qu

etapas envolvendo o Teorema do Valor Médio (TVMete ser preenchidas

para que se possa perceber a relacdo entre adierva integral, ao mesmo
tempo em que séo sugeridas associacdes grafieasgegpresentar cada etapa.

As respostas desses exercicios foram entreguegéa seguinte.

Deve-se observar que, excetuando a funcdo de Riri@(x), as funcdes

envolvidas nos exercicios sdo continuas nos irlteansiderados.
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Em um quarto momento, os conteudos relacionados &aronstru¢do da integral,
trabalhados nas sessfes anteriores, foram instiic@dados.

Embora a institucionalizacdo seja um processo @b o professor mostre aos
alunos que os conhecimentos construidos fazem meteum saber cientifico
(BROUSSEAU, 1986), para o desenvolvimento destasasesfoi fundamental a
participacdo dos alunos. O fato de a maioria d@8sdentre os 41 participantes) ter
resolvido a folha de exercicios da sesséo anteoioiribuiu para a interatividade desta
sessdo, na qual eles aproveitaram para, em momepmsunos, discutir sobre
contetdos que foram mal compreendidos e que d#diewh a resolucdo de alguns
exercicios.

Por exemplo, no exercicio 2 da parte Il da listaedercicios, pediu-se uma
justificativa para o fato de os retangulos relaias somas superiores estarem inscritos
na regido. Alguns alunos disseram ter tido bastdifteuldade para responder esta
questdo. Provavelmente, isto se deveu ao fatordai@ia dos gréficos feitos em sala
de aula ou presentes nos livros de CDI para adag@o do conceito de integral de
Riemann se encontrar acima do eixo das abscissas.i$30, 0s retangulos associados
as somas superiores circunscrevem a regiao, oaguenn que a palavra superior seja,
possivelmente, associada a esta representacao.

Na institucionalizagcéo, procurou-se trabalhar conoceito de integral em um
nivel mais geral, elevando-o a condicaootgeto ao qual estdo associadas todas as
representacdes desenvolvidas nas sessdes, nosodivpradros mateméaticos. Sempre
considerando, contudo, os conhecimentos dos alunos.

Destaca-se a importancia, para esta sessao dwudiwsializacdo, do ensino
deste ano, no qual foi dada énfase aos concewosuas propriedades e a diversos
teoremas a eles relacionados tais como o Teorerwaldo Extremo (TVE), o Teorema
do Valor Intermediario (TVI), Teorema do Valor Méd{(TVM), o Teorema da
Fronteira, dentre outros, desenvolvendo-se tantwvagst quanto explorando suas

aplicacdes.

8; < (1 + '

A Figura 6-3 faz uma apresentacao das etapasétasxperimentacdes realizadas sobre

0 conceito de integral, enfatizando as mudancas apgreram entre aplicacOes
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sucessivas como resultado da realimentacdo obtidgpamir da analise da
experimentacédo anterior.

Representa-se, em linhas gerais, a sisteméati¢aadtil para a composi¢do das
experimentacdes, a qual é baseada na metodologiagknharia Didatica adaptada ao
contexto desta pesquisa e constituida das etapaseparacdo, aplicacdo, analise e

realimentacao para o planejamento da experimentsgionte.

Sequencias de Ensino do Conceito de Integral

v

v
2005 v
> 2006 Y
: ] —> 2008
Ao longo fo ano: Exercjcios conto WIMS / Inte¥ati idade com osalunos
v v v v
Abordagem Abordagem [ pomentos de Abordagem dos
tradicional intuitiva intuitiva dos insercdo no conceitos de CDI
dos conceitos de conceitos de formalismo combinando
CDI CDI intuicdo e rigor
v v v v
Integral por Historia da integral e Epistemologia
convencimento por nogﬁes novas Historica do
meio de desenhos conceito de integral
no quadro :
: v v
Atividades no Noc¢des envolvidas
Geogebra na definicdo de
Intearal
v v
Institucionalizacéo Atividades no
: Geogebra
L 4
Institucionalizacao
v v v
Andlise da sequéncia — Andlise da sequéncia Andlise da sequéncia

Figura 6-3. Quadro-resumo das sequéncias didaticas de 2005, 2006 e 2008.

Observa-se que algumas escolhas didaticas foramdasudurante os trés anos,
tais como o incentivo a participacdo do aluno es@izacdo de avaliagcbes com o
programa WIMS, representados na Figura 6-3 pefmgeio sombreado. Entretanto, de

um ano ao outro, as sequéncias foram sendo alterada
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Comecando, em 2005, por um ensino eminentementgtivot entretanto,
proximo ao ensino tradicional, constataram-se ta f# comprometimento do aluno na
resolugéo de atividades em sala de aula — elatxcada o objetivo de leva-lo a colocar
em funcionamento noc¢des envolvidas com o aprendidadconceito de integral — e a
falta de interesse pelo aprendizado do processotelgracdo, demonstrado pela pressa
de se aprender apenas as técnicas. Um ponto poiitio incentivo a participagdo em
sala de aula.

A andlise destes resultados levou a uma realim@&mtgepresentado na Figura
6-3 pela seta longa e cheia) da sequéncia de po@gondo-se modificacdes tais como
a inclusdo de atividades realizadas em um programana abordagem historico-
epistemoldgica do conceito de integral com énfaseseu processo de formacgéo por
meio do conceito de medida. Visava-se um ensinc rgaral e mais rigoroso do
conceito de integral. Embora os resultados degiararentacdo tenham sido melhores
do que os de 2005, nao foi possivel alcancar d diveyeneralizacdo almejado, além
disso, a abordagem historico-epistemoldgica ficaismestrita a histéria. Um ponto
bastante positivo foi devido ao uso de um progrpara a resolucao de atividades, o
que causou uma notavel mudanca no comportamentudo. Neste momento, eles
assumiram a responsabilidade pelo seu aprendizado.

Novamente, a analise dos resultados da experinganti;2006 conduziu a uma
realimentacdo da sequéncia de 2008. Manteve-se deusm programa e 0 incentivo a
participacdo do aluno. Continuou-se também comadalgem historica, porém, foi
necessario um estudo epistemolégico mais completaanhceito de integral e um
embasamento matematico mais teodrico deste conckiémm disso, a andlise dos
resultados de 2006 indicou a necessidade de unmcemsais rigoroso dos demais
conceitos de CDI para se conseguir realizar umnensiais geral do conceito de
integral. Acrescentou-se ainda uma sessao didgticeelacao a 2006.

A analise dos resultados de 2008 deve gerar maddes para uma proxima

aplicacdo. E, assim, continua o processo...

8 1 % =>?7@ sA

Os resultados analisados séo relativos as obs@wvagd sala de aula e as produgdes

escritas dos alunos efetuadas ap0s a primeiraseaajgiceira sessoes de 2008.
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Em um ambito mais geral, as analises visam umdicag@do do quanto foi
possivel o desenvolvimento de um ensino mais riggoo conceito de integral para,
com isso, estender-se este modelo de ensino a@seomceitos. Caso contrario, 0 que
mais se deve fazer para atingi-lo.

Faz-se também uma analise comparativa entre asiraep¢acoes de 2006 e de
2008 por meio da lista de exercicios, realizadaagaunda sessdo de 2006 e na terceira
de 2008, para se averiguar as diferencas e 0s @jacgso existam, na qualidade da
linguagem matematica advinda com as modificacdesidas no ensino.

Destaca-se que as analises realizadas visam uidagzal de ordem qualitativa,
baseada na observacgéo e interpretacdo e ndo nare@®p estatistica do desempenho
das turmas, dando-se maior relevancia ao cont&ste. tipo de validacao € tipico da
engenharia didatica (ARTIGUE, 1989). De acordo cereitas et al. (1996), uma
analise qualitativa valoriza a novidade, o intezgsstema, aspectos que permanecem na
esfera do subjetivo. Para Martins e Bogus (2004glises qualitativas produzem
explicagBes contextuais para um pequeno numeroadesccom uma énfase no
significado do fenbmeno, buscando uma compreeradigydar para aquilo que estuda.
Os dados de tal analise sao ricos em descricOpesimas, situacdes, acontecimentos,
vivéncias. O pesquisador substitui as correlag@atisticas pelas descricbes e as
conexdes causais objetivas pelas interpretacoes.

: + - 0 551

Esta secéo € reservada a andlise das atividadegdilescalonadas em quatro sessdes
descritas a sequir.

5 0 +"

Por meio das intervencdes dos alunos, identificegemna primeira sessdo, a
incompreensdao de alguns conceitos consideradosecioméntos antigos e a ma
formacao ou o aprendizado mecanico de outrosctam o significado do namero real
Pi, representado pelo simbagto, a area do quadrado, o célculo da area do cirowjae
€ numero irracional.

Observa-se, contudo, que no¢cdes como estas samétas de trabalho destes

alunos, as quais eles sabem muito bem manipularp & constatou durante todo o
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ano. Portanto, essas manifestacdes talvez sejaivativds de um ensino que foi
direcionado apenas para o “aprender como funciona”.

Sobre algumas noc¢des abordadas, foi possivel ao aiisgatar um significado
original que tinha sido perdido ou ampliar o sensicado, como observado durante a

aula e proferido por alguns deles na respostan@ep@a pergunta da lista desta sesséao:

Na aula de hoje, vocé teve que reformular algum checimento antigo seu?
Qual(is)?

- Sim. O tratamento de medidas “reaiqtle quis dizer da realidade concreta)
relacionadas com medidas irracionais

Com respeito a esta resposta, verificou-se quentura aula alguns alunos ficaram
surpresos por perceberem que uma medida realizadagbrumentos ndo € exata e que

a idéia de medida exata € um conceito da mente.

- Nao. Apenas que existem infinitos maiores que suitrfinitos.

- Sim. Tendo um retangulo em grafico f(ajui, ele esta se referindo a uma funcéo
constante)ao tirar um segmento correspondente a um x, a &@ se altera Xl ao

intervalo que contém o retangulele quis dizer que pertence ao dominio da funcfo)

Estas duas respostas estdo relacionadas ao moerengoie se perguntou aos alunos
sobre a medida de um quadrado, do plano euclidémajual € retirado um namero
finito de segmentos ou um numero infinito delespdg, levou-se esta mesma idéia

para o plano cartesiano.

- Sim. Foi possivel fazer uma revisado sobre algumseaitos basicos (como a definicdo
de éarea que, embora facil, acaba fugindo a memddap que seriam nuameros

construtiveis, ndo construtiveis, algébricos, taamlentes.

- Sim. O conceito da area do quadraéiu pensava que a area do quadrado de lado um

era um, por causa de algum calculo e ndo de umaergéo.

- Sim, por exemplo, a questdo da medida de algo,g®ecisa de uma referéncia de

medicao.
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- Sim. O conceito de &rea e o conceito de medicao.

Estas quatro respostas sdo bastante representdéivdisiculdade manifestada
em classe sobre a nocdo matematica de medida deegiaae.

Por fim, sobre esta questdo, um aluno se expretseaguinte forma:

Na aula pudemos reviver conhecimentos antigos,osdiéles obtidos no ensino
fundamental do periodo escolar. Entre eles os desude conjuntos, figuras planas,
sendo abordado desde a sua natureza (desenho gua eécompasso) até o célculo de

sua area.

Encontram-se, no Anexo IV, algumas coOpias das stapomanuscritas dos
alunos.

Quanto ao contetdo desta primeira sesséo, sentuaecessidade de um tempo
maior em sala de aula para melhor explorar um satnento da classe com esta
historia. Aléem disso, faltou uma maior insercachdadria no meio das demais sessoes.
Outra questdo que escapou, provavelmente devidestticBo de tempo, foi uma
discussédo com os alunos, em uma sessdo seguinte,asanalise das suas respostas a

esta lista.

5 +

Estando os conteludos e a forma da segunda e d#a gsessdes estreitamente
relacionados, optou-se por se fazerem as analestasdsessfes em conjunto apds a
analise da terceira sesséao.

Ocorreu, nesta sessao, 0 que Brousseau (1986) dendedevolucdoe define
como sendo o ato pelo qual o professor conseguesférdr para o aluno a
responsabilidade por uma situagcdo de aprendizagem de um problema.
Metaforicamente falando, significa que o aluno@ntno jogo.

Esta confirmacédo se deu no momento da aplicacésedaéncia, na qual foi
observado o empenho do aluno na resolucdo dosiersrcAlém disso, todos os 33
alunos presentes enviaram por e-mail os exerciegmvidos no GeoGebra. Mostra-se,
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na Figura 6-4,
um deles.

uma coépia das
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Figura 6-4. Representacdo da soma superior por retangulos.
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Da lista de exercicios recebida dos alunos, foafema analise mais detalhada
das respostas ao exercicio 1.5, a funcdo de Détick ao problema Ill, uma prova de
um caso particular do Teorema Fundamental do Qal&bbre as demais questdes,
mais vinculadas a representacao e a interpretag@dicagdas somas de Riemann, sao
feitas consideracdes mais gerais. Dos 33 alunosapaderam a lista, 31 devolveram-
na resolvida na aula seguinte.

Verifica-se, nesta andlise, a capacidade de osdadks adaptarem oS
conhecimentos adquiridos durante todo o ano messlabs conhecimentos mais
recentes, aprendidos durante estas trés sessfees, ©esolucao:

De um exercicio cuja funcéo envolvida possui pexfades atipicas, a funcéo de

Dirichlet (Exercicio 11.5), a qual foi colocada comintuito de apresentar uma

limitagdo ao processo de integracdo e como umdusdgrara a introdugcéao de

processos mais gerais. No enfoque dado em salalde este processo mais
geral pode advir como solucéo ao problema, baspmrtenente, levantado pelo
aluno em 2006 e destacado na SecéaoeGa@ora, como se faz pra medir?

De outro, Exercicio lll, dividido em etapas, cugsalucdo exige o uso de uma

linguagem mais rigorosa, por meio da qual eles t®ne colocar em

funcionamento alguns resultados ensinados ao ldiegano, como o TVE, o

TVI e o Teorema da Fronteira ou do Confronto (TGY,(ainda, dito do

Sanduiche).

Enunciam-se, em seguida, estes dois exerciciogeseapam-se resultados e

analises das respostas dos alunos.

Exercicio 1.5
Para a funcao de DirichldD(x):

1 se x for racional

D(x) = . .
0, se x for irracional

a) DetermineS, es,, no intervalo @, 3, paran=3, 6, 9, 16;

b) Qual a area do subconjun®={(x,y);0£EX£3 e 0E£y£D(x ?)}

3

c) Calcule D(x)dx.

0

Este exercicio foi resolvido por 23 dos 31 alunes gntregaram a lista.
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Respostas de alguns alunos

a) Este item foi resolvido pelos alunos aplicando tdireente as definicbes de
somas de Riemann resultando&w 3 e s,= 0.

b) Destacam-se algumas respostas a este item:

b1l.Valores racionais ndo formam area, logo a area®ze

b2.A area de C € nula, pois € um conjunto de retas.

b3. Como o conjunto C é constituido apenas por linlzagrea fica igual a sua

area. Logo, a area € igual a zero.

Muitos responderam que a area era zero, mas ndicagam o porqué. Outros
deram respostas semelhantes a estas.

c) Neste item, as respostas mais tipicas foram:
cl. Ndo pode ser calculada usando Riemann, pois odedmile “cima” e de
“baixo” sdo diferentes.

3 3

c2. D(x)dx = Area, D(x)dx = O (este aluno tinha respondido que a are@ de
0 0

Zero).

3

c3.Comolims.* lim S, ndo podemos calcularD(x)dx.

n® +¥ n® +¥ 0

Andlises das respostas

De uma maneira geral, sobressai-se, nestas respasta adaptacao a forma
como os conteudos foram introduzidos nas duas pemeessfes e a problemas que
foram discutidos durante todo o ano.

O item bl se refere a uma discussdo mantida duteciveo ano sobre tamanho

(cardinalidade) de conjuntos, a qual aconteceu éamburante a aplicacdo da

seqUéncia. Na primeira sessdo, caracterizou-se didanalos racionais do

intervalo P,1] como zero, consequentemente, a dos irracionamsocam.

Provavelmente, o aluno usou aqui esta idéia pargacta esta concluséo.

Ressalta-se que esta propriedade foi provada podaesnalunos em uma aula
posterior a aplicagédo da sequéncia.

b2 e b3 se referem a propriedade de que s€rfdomado pela unido disjunta de

conjuntos que tém cada um deles medida nula, eébtéean também medida
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nula. Tal propriedade ndo € valida para uma uni@lgger de conjuntos.

Porém, ja tinha sido considerada por eles, conatagd na primeira sessao,

como uma propriedade extensivel a qualquer unigjarda, o que é intuitivo,

embora falso.

Em cl, é feita, provavelmente, uma associacdo sotr&as de Riemann e suas

representacdes por retangulos.

Em c2, o aluno faz uma associacéo direta entrecairgagral.

O aluno usa uma linguagem mais matematica em c3.

Estas respostas sdo bastante ricas em significaudisando-as, pode-se
conduzir o ensino para questdes fundamentais kgadapropriedades dos numeros
reais que sao determinantes para uma melhor cong@@elos conceitos de CDI, como
indicam bl e b2.

Ele pode preparar também o ensino no sentido dacdesa definicdo de integral
de Riemann de suas representacdes geomeétricasépasnum o aluno identificar o
objeto matemético integral a sua representacdmpar da subdivisdo em retangulos de
uma regido do plano cartesiano, como em cl e choouneio do calculo de uma

primitiva.

Exercicio Ik
b
Integral de Riemann de uma funcéo derivada quexéne@m: F'(x)dx

a) Considere uma funcd@®: [a,b ® R derivavel e tal que a sua derivada
F’'(x) sejacontinuaem [a,bl;

Obs: Para ajuda-lo a visualizar, esboce o grafcorda funcdo comse.

b) Divida o intervalo &§,b] emn subintervalos k_,,x], onde x=a e
Xn=b;

c) Note queF(b)-F(a) = F(x1)-F(a)+F (X2)-F(x1)+....+F (b)-F(Xn-1), logo

FOMF@ = [F(X)- F(5.)

Obs: Em seu gréfico, cada termo dessa soma conm@spgeometricamente,

a que?

d) ComoF tem derivada emab], use oTVM em cada subintervalo i para
reescrever cada parcela do somatério acima (us8vbem um intervalo

e depois generalize);
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Obs: FazendoDx=x - x, € Dy=y - vy ,=F(x)- F(x.,), note que,
pelo TVM, Dy=F'(c).Dx. Observe, em um grafico hipotético Bg o
que represent®.y = F'(c).D,x.

e) Agora, use a continuidade Bépara relacionaf(b)-F(a)coms, e &
relativas &’;

f) Sabendo que toda func&o continua é integraveb tserema do

. b
confronto para determinar o valor d&'(x)dx.
a

Apresentacdo de Resultados

15 estudantes entregaram todos os itens destadquesttolvidos. Porém, apenas 9
deram respostas distintas. Dentre os 16 estudeeggtstes, alguns comentaram apenas
os dois primeiros itens e outros ndo responderamhum item. Nao houve respostas
incorretas.
Uma cépia de trés resolucdes distintas deste exeericontra-se no Anexo V.
Os resultados aqui apresentados sdo relativossatigées dos 9 alunos que
apresentaram respostas diferenciadas, nas quais:
Os alunos fizeram gréficos distintos para fazergamcho entre o contetdo da
guestdo e os seus conhecimentos;
Eles usaram corretamente o TVM no itdpo TVE no itenme, o TC no itent;
Apoiaram-se em uma linguagem matematicamente ea@rnedor meio de
simbolos, e utilizaram bem as noc¢des introduzides sessdes anteriores, tais

como somas de Riemann e particdo.

Analise

Por ser, como o proprio nome ja diz, um teorema m@gpresentou um marco
para o desenvolvimento dos conceitos de CDI, fh@lada no enunciado do problema
[l uma adaptacéo do TFC ao contexto de ensinostnado durante o ano de 2008.
Tinha-se por objetivo tornar a sua prova acessévaignificativa para os alunos
submetidos a este ensino sem se distanciar, cqordad@mpo da matematica.

Alguns livros de calculo adotados como referénéa provam o TFC, apenas

apresentam uma interpretacdo geomeétrica e umacag@b do seu resultado, como o
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Finney et al. Outros, como o do Leithold, fazem ypr@va que nao utiliza diretamente
as somas de Riemann e sim a nocéo de anti-derivada.

Provas do TFC encontradas em certos livros de sanatiomo Lima, 2000,
também n&do usam, diretamente, as somas de Rier@atros, como Lima, 1982,
supdem no enunciado qu€ € integravel e ndo necessariamente continua — o que
dificulta a prova do teorema por usar definicbessnggerais tais como supremos e
infimos.

Em uma aula posterior a quarta sesséao, perguntaassalunos se eles tinham
usado apenas 0s seus conhecimentos para resoleeexescicio. Eles disseram ter
procurado algumas provas do TFC e feito adequgsdiesa resolucéo das suas etapas.

Diante do que foi exposto nos paragrafos acimag{sedconcluir que uma
porcentagem significativa dos alunos participardasexperimentacdo, em torno de
30%, conseguiu adaptar corretamente seus conhdosnguntamente com o contetudo

que foi pesquisado por eles, para encontrar unug&olpara o Problema 1.

Exercicios 1.1 ao 11.3

Faz-se uma analise dos resultados do é@elm exercicio 1l.1e do itemf dos exercicios
1.1, 11.2 e 11.3, nos quais estéo envolvidas umacko ndo negativ&(x) = x*+1, uma
ndo positivaf(x) = x> — 9 e uma simétrica em relacéo & origem dos eixosleoados,
f(x) = sen(x) nos intervalos definidos em cada exercicio. \@rhm-se, nesta analise:
a) Se os estudantes foram capazes de encontrar vajm@smados para integrais
por meio das somas superiores e das somas infri@endo ambas
imprescindiveis;

b) Qual a associacao que os estudantes fizeram eefre@idtre curvas e integral.

Os demais itens nédo foram considerados por serstdaales que tratam de

familiarizar os alunos com a as nog¢odes introduzidessessdes anteriores.

Resultados

Item II.1. e Encontre um valor aproximado para a area dacegiddestaque e para
3
. f (xX)dx, considerando um erro inferior a 0,03.

Item f (1.1, 1.2, 11.3): Qual a relacdo entre a areatdesgido e a integral?
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Resultados

ltem Il.1. e

Valendo-se do célculo das somas superiores e daassferiores, quase todos 0s
estudantes conseguiram apresentar um valor aprdginvaerior a um erro dado, para

o calculo da integral da funcdo ndo negativa (nes$e, igual a um valor aproximado
para a area) da seguinte forma: realizaram caltellsomas superioreS,, e de somas
inferiores,s,, para varios valores dg até que a diferenca entre as somas fosse inferior
ao erro dado. Escolheram um numero e8ire s, para o valor da integral (e da area)

pedido.

Iltem f:

Para fazer uma relacéo entre area e integralnttetse da funcaf(x) = x*+1
gue assume valores apenas ndo negativos: 15 esside@msociaram a area ao
modulo da integral, 11 associaram a area ao valomtégral e cinco nao
responderam;

Para fazer uma relacdo entre area e integralnttaise da funcaffx) = x> — 9,
gue assume valores apenas ndo positivos no imemvdicado: 21 estudantes
associaram o valor da area ao moédulo da integrahawalor simétrico da
integral, 5 ndo responderam e 5 disseram ser grahtigual a area, neste caso,
atribuiram um valor negativo a area;

Quanto a funcdo que assume tanto valores negatjuasto positivos, 13
estudantes disseram que multiplicariam por doialorwda area da regido acima
do eixo das abscissas ou somariam os médulos @ggdis, 5 ndo responderam
e 13 alunos atribuiram o valor zero a &rea, dizesetl@ area igual a integral ou

ao modulo da integral.

Andlise

Observa-se uma confusdo na relacdo é&real/integealcddta forma, natural,
devido ao recente ensino de tal contetudo.

Entretanto, outros fatores ligados a uma ma formagicertos conhecimentos
antigos dificultaram, provavelmente, a compreendéssa relacdo. Destaca-se, por
exemplo, que aproximadamente 42% dos estudantés pnezisamente 13 dentre eles,
fizeram uma associacdo mecénica entre area e mdiduliotegral ou entre area e

integral atribuindo o valor zero a area de umadeegjue contém um quadrado, como a
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regido do exercicio 1.3, sem, sequer, percebems&radicdo entre o valor numérico e o
objeto por eles representado.

Analisaram-se também as diferencas no comportameogoalunos entre a
primeira sessao, na qual o ensino/aprendizado @adwegelo professor usando quadro,
pincel e slides, e a terceira sessdo, na qual gow@mor passa a Ser O recurso
determinante no processo de ensino/aprendizagemo @i foi dito antes, houve um

total compromisso do aluno com a resolucao dox&ies.

5 ( + & + ">

Existe uma relacéo estreita entre estas sessdés,ni@ forma quanto no contetddo. Na
segunda, foram definidas, de forma isolada, nobasigas, preparando o aluno para o
ensino da definicho de integral. Na quarta, houwea uaula mais expositiva,
considerando as nocgdes introduzidas na segundaoseds de forma individual, mas
como conceitos integrantes da definicdo de integi@atocedeu-se a uma
institucionalizacdo dos conhecimentos que ja tineato colocados em funcionamento,
pelos alunos, de maneira parcial, nas outras sedsfreambas as sessoes, utilizaram-se
quadro e pincel, apenas.

Nas duas sessfes, ndo houve producdo escrita Wloss.aMas, em ambas, a
interatividade dos alunos demonstrou o seu comgioraeto com o aprendizado: na
segunda, com o objetivo de entender as novas nogéegiarta, com discussdes sobre
as duvidas que eles tiveram na resolucdo da lesteerteira sessdo e com perguntas
relativas a definicdo de integral e a relacao antegtal.

Ressalva-se, contudo, que os resultados e andlse®rceira sessao estdo
diretamente atrelados a segunda, pois os alunosaraln em funcionamento, dentro
das atividades propostas, as no¢des introduzidasqunda; a quarta sessao, vinculam-

se todas as outras.

8 =>@ :;8 A

Faz-se, nesta secao, um paralelo entre as seqii€élec2006 e de 2008, ressaltando-se
modificacfes efetuadas que levaram a resultadesedidiados entre os dois anos de
aplicacao da sequéncia. Representam-se as sessd30p-i e 2008-i, onde i = 1,2,3
ou 4 indica a ordem da sessao:
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Em 2008, foi acrescentada uma sessao em relag@@bat2ndo esta constado de
apenas trés sessbes. Os conteudos abordados &a gesdoi acrescentada em
2008, sobre nogdes fundamentais para o ensinofufécée de integral, tinham
sido introduzidos em 2006-1 junto com a historia amceito de integral.
Portanto, em 2008, mais tempo foi disponibilizadoapa histéria deste conceito
e para a introducéo das novas nocgoes;

Exerceu-se certo controle sobre a compreensao ldo®sarelativamente a
sessdo 2008-1, historia do conceito de integrads Eéceberam uma lista de
guestdes, relacionadas ao tema da sessao, palavebrida na sessao seguinte.
O que néo ocorreu em 2006-1;

Em 2006, houve uma tentativa de abordar o condeitimtegral de forma mais
precisa, mas faltou ao ensino uma linguagem qumifigse a comunicacao aos
alunos dos conteddos necessarios. Por esta ramégraram-se os épsilons e
deltas ao ensino de 2008, o que se refletiu saheeabordagem um pouco mais
geral do conceito de integral. Para isso, fez-segséria a indicagéo de livros de
referéncia que dao ao célculo um tratamento mg®aoso, como o Apostol,
além dos livros de CDI ja citados na Secéao 6.3,

A histéria do conceito de integral abordada nag&e2008-1 foi fundamentada
em um estudo historico, epistemoldgico e matematiats completo realizado
durante o ano de 2007, o qual possibilitou que lastaria fosse contada menos
superficialmente em relacdo a 2006-1.

Foram realizadas modificacfes na lista da sess@6-20do GeoGebra, para

adapta-la ao ensino de 2008.

< " = 0789

Fazendo-se uma leitura das sequéncias de 2005, 0PB08 apresentadas nesta

pesquisa, verifica-se uma evolugdo gradativa datnagéio do conceito de integral em

direcdo a uma abordagem que tenta fazer uma apaQaorentre as idéias intuitivas,

vinculadas a representacdes dos conceitos, e etsbpatematicos abstratos, ambos

imprescindiveis para o aprendizado desta ciéncia.

Na visao de Aline Robert (1992), ndo se pode rtestatamente se a aplicagcéo

de um determinado ensino foi responsavel pela e&oludo aprendizado. Muitas
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varidveis ndo controlaveis pelanilies** (BROUSSEAU, 1986) podem estar
coincidentemente associadas aos bons resultad®sotao o préprio perfil favoravel
do aluno ou alguma motivacéo profissional ocasioPat outro lado, a Teoria Fedathi
(BORGES NETO e SANTANA, 2001) considera que os |enolas de aprendizagem da
matematica no Brasil estdo mais vinculados ao ensimpratica do professor e a sua
formacg&o. Para completar, de acordo com Gattus@lj2@s escolhas didaticas feitas
pelo professor provocam diferentes atividades ®, isso, diferentes aprendizagens.
Baseando-se nestas informacdes néo se pode desransi influéncia, sobre a
aprendizagem, da adocéo de um sistema investigativoo a engenharia didatica, em
sala de aula. Por meio das fases da ED, foi fejto @am estudo, aplicacao, controle do
conteudo e uma realimentacdo do ensino do concktontegral no contexto da
pesquisa. Portanto, podem-se atribuir também ap@atica as evidentes diferencas
entre as sequéncias. Destacando-se, mais precigamen
A partir de observacdes em sala de aula, com tespsi intervencdes dos
alunos, descritas na Secédo 6.12, identificou-se albmadagem da historia do
conceito de integral mais fundamentada no campoidias matematicas e
menos, apenas, informativa;
Por meio da analise dos registros escritos doogjyresente na Secdo 6.12,
constatou-se um avanco na aquisicdo de uma linguaggs rigorosa, a qual
permitiu um ensino mais geral do conceito de irgkegr
Outro fator responsavel por uma mudanca foi colosaalunos de frente para o
computador. O comportamento deles foi inteirameifexente daquele passivo
do ano de 2005. A adocdo de um programa computdcaequado ao ensino
transferiu para o aluno a responsabilidade por pang do seu aprendizado em
sala de aula, ocorrendo o fenbmeno denominado pousBeau (1986) de
devolucéao
A possibilidade de se ter um maior controle sobemsino/aprendizagem ao se
recorrer ao processo de realimentacdo: analisaedaltados e propondo

adaptacoes.

4 Milieu pode ser definido como um dispositivo que se @ojoara funcionar quando uma pessoa quer
ensinar um conhecimento ou controlar a sua aquisk@ é constituido pelas pecas de um jogo, ou uma
prova, um problema, ou mesmo um exercicio, etcelaspregras de interacdo do aprendiz com este

dispositivo.
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Durante todo o texto desta tese, tem-se a preo&apae mostrar o
enriquecimento de um ensino que se aplia em uneggo@ue permite uma renovagao
das escolhas didaticas e da pratica em sala deNaukentido de dar énfase ao processo
de realimentacédo, apontam-se dificuldades ocorndaseqtiéncia de 2008 e sugerem-se
ajustes para uma proxima aplicacao:

A génese atrtificial do conceito de integral consada pela 6tica da medida em

geometria, embora tenha propiciado ao aluno famex reflexdo e, ao mesmo

tempo, uma correcdo de algumas de suas concepgdaeas com respeito ao
conceito de medida, acabou por limitar o concedarndegral a interpretacdes

geomeétricas. Em uma proxima aplicacéo, seria issarge conectar a integral a

outras representacdes, como a nocdo de trabalh&igoa ou a problemas

especificos da engenharia, e de infiltrar a sustepiologia historica nas demais
sessoes;

Devido a restricdes de tempo, de cumprimento dgransa, 0 questionario

entregue aos alunos na sessao 2008-1 e devolvidelg® na sessdo seguinte

nao foi analisado com antecedéncia. Sugere-seeque&ma préxima aplicacéo,
aproveite-se a andlise para corrigir, durante ésaeguintes, a formacgéo de
falsas concepcdes que transpareceram nas resgostakinos;

Apesar de, em 2008, se ter introduzido uma definmais geral de integral de

Riemann (em relacdo a 2006), ndo foi possivel dalsgncar o indice de

generalizacdo desejado, o qual se estende as fudeSeontinuas em pontos

isolados. Pois, seria necessario um ensino maipletorde supremos, infimos e

sequéncias numéricas, porém, ndo havia mais terapp gborda-los. Neste

caso, optou-se por uma definicdo intermediériacentcélculo e a andlise (ver

Secdo 6.9).

Por ultimo, enfatiza-se que o objetivo da sequén@@é que o aluno adquira o
conceito de integral em apenas quatro sessOes, s@disnentar conhecimentos
introdutérios que possam servir de alicerce pamgp@ndizado de outros conceitos,

seguramente mais complexos, que serao exploradesadivamente.
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A histéria contada no Capitulo shostra que as nogBes fundamentais de CDI tém
origem milenar, mas foram se desenvolvendo lenteemeon cenario matematico,
embora tenham sido objetos de estudo de grandesistas. Tal fato reforca a
complexidade destas nogdes.

Naturalmente, esta complexidade se reflete emessino e aprendizagem. O
limite, a continuidade, a derivada e a integral padem ser traduzidos em poucas
linhas, em um desenho, em um grafico ou em umalesnigrmula.

Os livros de CDI reservam um capitulo para cadg@iodexceto a continuidade
que consta como um detalhe do limite), apresentaas Iefinicbes formais e
concentram a maior parte do seu texto em suasigiEm intuitivas e em teoremas
voltados para operacdes algébricas com os concedo® soma, produto, radiciacao.
Os exercicios visam o aprendizado de técnicasauE® de problemas semelhantes
aos exercicios resolvidos, nos quais sao ensireglatapas que o aluno deve cumprir
para chegar ao resultado desejado.

Pesquisas, ja citadas (conforme Capitulo 5), moesijue com este ensino os
alunos, em geral, ndo conseguem apreender asearéscas mais fundamentais dos
conceitos, porém, isto ndo impede que alguns camsapter nota maxima na disciplina
de calculo.

N&o se indica aqui que o ensino de calculo devamngar cegamente na direcao
de tudo demonstrar, tudo tornar coerente e desprazdorga dos algoritmos
matematicos, mas sim de se exercer uma vigilapiséeenoldgica no sentido de ndo se
afastar do campo cientifico matematico.

Com este intuito, propde-se um modelo de ensisondgdes de CDI para os
cursos de engenharia que valorize os seus stattiesdaferramentaquanto deobjetq
que considere as implicacdes entre estes aspéetbalhando com rigor e intuicdo de
maneira significativa, sempre se adequando aoscankntos dos alunos. Descreve-se

em seguida o modelo dividido em cinco fases infddentes (0 que nao significa
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cinco sessodes), representadas esquematicamentégura -1 e apresentadas nas

proximas subsecdes.

Valorizacdo de conhecimentos
prévios e da aprendizagem
significativa: TAS (Ausubel)
Mediacao do professor:
Sequéncia de Fedathi

- Interagdo com o aluno

FASES

Introdug&o do Conceito por meio
> de uma Epistemologia Histérica

Relacao entre intuicdo e rigor:
Introduc&o de NocBes h|st(’)r|a/ep|ste~molog|a/
| Fundamentais para a Construcao fundamentagdo

do Conceito e de sua Definicdo Definicdo do objeto de ensino:
variaveis didaticas escolhidas

. Interagdo com o aluno

f
- Uso de Ferramenta, podendo
; x incluir ferramentas computacionais
Realizacdo de L
- Atividades Igndividuais Familiarizagdo com as novas
nocoes
L Participacdo de supervisdo do
professor
—
L i 50 d - Formalizagdo matemética dos
) Instituciona Izacao dos contetidos
Novos Conteldos . Interagdo com o aluno
N—
Y .
' - Controle da aprendizagem por
Avaliacdo e meio de avaliacdo escrita ou com o
Realimentac&o uso de programas computacionais
Interpretacdo dos resultados da
sequéncia e indicagéo de ajustes
para a préxima aplicacéo
—
Figura 7-1. Fases do Modelo de Ensino dos Conceitos de CDI.
9 2 + 3
+ /)

O ensino de uma nocdo matematica pode ser inigatip final de sua histéria: sua
definicdo, propriedades e aplicacbes bem deterragiddas ai ficam as perguntas: De
onde surgiu esta idéia? Pra que inventaram isto@mQioi que pensou sobre este
assunto? E como ele conseguiu tal faganha? Fap teuipo? Em que época mesmo?
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Habituados a um aprendizado dogmatico da matem&stas questbes podem
nem mesmo “passar pela cabeca do aluno”. Estédiatonstatado em diversas sessdes
didaticas relatadas nesta tese (ver Capitulo 6).

Dificeis de serem respondidas, mas possiveis dansprstificadas, sugere-se
gque em uma primeira fase do ensino de cada condeittélculo seja realizada uma
abordagem que suscite no aluno este tipo de goestento, sendo, assim, construida
uma histéria permeada de datas, nomes e acontd¢osrgue marcaram a formacgao do
conceito. As idéias matematicas presentes nediarihjsdescobertas por meio de um
estudo epistemoldgico do conceito, sdo caracteagzgubr situacOes-problema que
favoreceram o0 seu nascimento e evolugcdo. Sao e#izscoes, escolhidas pelo
professor, que devem fazer o aluno, nesta fasefrocdar-se com atividades
matematicas geradoras de significados (ver Te@idpmlendizagem Signigicativa no
Capitulo 2).

Nessa fase, € fundamental interagir com o aluregnitivar a sua participagéo,
ouvir as suas sugestdes sobre a resolucdo dagdsisupropostas, as quais devem ser
escolhidas com o objetivo de fazer vinculos corsenss conhecimentos prévios.

Ressalta-se que nado se trata de uma mera exposigdaje se colocar a classe
em um ‘“clima” de atividade matematica. Para tarsiogere-se que a atitude de
mediacao do professor seja baseada nas etapaguin&ia Fedathi (ROCHA, 2008).

Objetivos e Justificativa

O objetivo desta fase é dar uma historicidade awgeitos, localiza-los no
tempo e no espacgo, para conscientizar o aluno iflasldades de sua formacéo. A
historia pode ainda causar no aluno uma redeseobersignificado original, as vezes
perdido, de algumas nocdes ja conhecidas (comadatads no Capitulo 6). Pretende-se
assim uma abordagem construtiva e, portanto, difeada do ensino habitual o qual
apresenta as no¢des matematicas de maneira pracéha&da.

A inclusdo de um estudo epistemoldgico visa pranav ensino por meio de
problemas que contribuiram, no decorrer da histgpégaa o avanco e formacédo do
conceito e, também, colocar em evidéncia, de fosigaificativa, a necessidade da
nocao de rigor, a qual aparece desprovida de seméignaioria dos textos de calculo.

Observa-se que um estudo histérico-epistemolégiéo subsidios para a

preparacao de todas as demais fases do modelo.
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Para tanto, € necessario o compromisso do edygsadponsavel pela disciplina,
com um estudo efetivo da evolucdo e da constituigstdrica do saber matemético em
questdo, o qual pode ser aprimorado ao longo desvanos em que a disciplina é

ministrada.

Propde-se que na segunda fase sejam definidasaeter&zadas nocdes matematicas
basicas relacionadas a construcdo do conceito @stagpue que 0 seu ensino explore
tanto 0s seus aspectos intuitivos, geradores defisgglos, quanto 0s seus aspectos
formais, que lhe dao coeréncia no campo matemadicepistemologia exerce, neste
momento, o papel fundamental de indicar caminhagmticos que liguem estes dois
aspectos.
As variaveis didaticas relativas ao conteudo (udgdio, teoremas envolvidos,

aplicacdes, dentre outros) devem ser escolhidascagtetido e forma, com base no

nivel de conhecimentos dos alunos.

Objetivos e Justificativa

Os conceitos matematicos do céalculo sdo particeatencomplicados e as suas
definicbes formais séo de dificil manipulacdo. Nadade, a histéria conta que o0s
fundamentos matematicos dessas noc¢des sO ocompEséculos de sua utilizagédo e a
epistemologia demonstra que o funcionamento de def@scdes formais acontece em
um sentido contrario as formulacdes espontaneasaldonss (ARTIGUE, 1993).

Dada esta distancia entre intuicdo e rigor, um algstivos desta fase é dar
continuidade a construcdo do conceito (iniciadéasa anterior) por meio de processos
matematicos que facam ligacbes entre estes doéxtasppresentes em sua formacao.
Para isto, por um lado, pode-se apoiar o seu ensmodiversos registros de
representacdes, presentes em varios quadros maesndgis como o numérico, o
grafico, o algébrico. Por outro lado, o ensino deseconduzido no sentido de levar o
aluno a perceber que nenhuma dessas representac@apaz de caracteriza-lo

plenamente (sempre considerando o nivel de conkata® dos alunos).
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A necessidade de se trabalhar com rigor e intud@dorma associada se
justifica pelo fato de ambas serem indispensavara ja aquisicdo de um conceito
matematico. A intuicdo leva rapidamente a conquigtaconhecimentos — precarios e
incertos. Porém, o rigor pode trazer a certezaressltados, mas decepciona, muitas

vezes, a intuicdo e a imaginacéo (POINCARE, 1907).

9 | 2 1% & &

A terceira fase integra uma etapa importante dangizagem: a realizacdo de
atividades individuais (de preferéncia), com o konde um programa computacional,
nas quais as nog¢des novas introduzidas na faseoargievam como meio de solugéo
dos exercicios propostos.

O papel do professor se restringe aqui a orgarozago acompanhamento das
atividades, deixando que o aluno, sozinho ou pao e discussdes com 0s colegas,

consiga adaptar seus conhecimentos na busca d@eslpara 0s exercicios propostos.

Objetivos e Justificativa

Essa fase tem por objetivo que o aluno se fanmaBadom as novas nocoes,
colocando-as em funcionamento por meio da resolwg#oproblemas restritos a
contextos particulares e também de problemas readésg nos quais assumem um lugar
como objetos do saber matematico.

Visando que o aluno investigue, levante hipoteaea fconjecturas, de forma
individual, sobre as diversas representacfes dee@onque esta sendo ensinado,
sugere-se que, nesta fase, seja adotada uma fateagmmputacional adequada por
intermédio da qual sejam realizadas atividadesrprogdas pelo professor. A opc¢éo
pelo uso de um programa pode ser justificada @ mirtpropria experiéncia de sala de
aula em que se observou o papel do computador omrmde transferir para o aluno a

responsabilidade pela resolucéo de tarefas.

9, < 2 , B & C

O professor estabelece, nesta fase, 0s novos ¢orErgos como elementos integrantes
de um saber matematico bem constituido. Definicdess gerais, propriedades,

teoremas e concepc¢des consideradas indispensarais @preensao do conceito sao
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formulados, provados e discutidos de acordo coracassidade do meio no qual esta
inserido o ensino.

Ressalta-se que n&o ocorre aqui o ponto finalodatucao do conceito. Pelo
contrario, as fases do modelo tratam de uma prarieteracdo entre o aprendiz e o
objeto de aprendizagem e esta fase condensa ooguendinado anteriormente. O
conhecimento continua a ser elaborado ao longondgpar meio de experiéncias que

vao agregando ao conceito novas representacoesgias e generalizacoes.

Objetivos e Justificativa

O objetivo desta fase é estabelecer, para o alrmmnsisténcia do que esta
sendo ensinado, abordando o conceito de forma ges, destacando-o dos seus
registros representacionais que, nesta fase, sésidevados e ressaltados como
modelos do objeto de ensino.

E importante que seja feita uma analise das atiésd realizadas na sessdo
anterior com o objetivo de aproveitar para disc@ircorrigir, no momento da
institucionalizacdo, possiveis falhas de compreendas nocdes trabalhadas e
detectadas por meio desta andlise.

Realcada por Brousseau (1986), a instituciondizag considerada uma etapa
indispensavel do ensino que pode ser justificadta faéo de o aprendiz ndo conseguir
espontaneamente identificar, classificar e inc@pa conhecimento que deve ser
aprendido. Ressalta-se que, tradicionalmente,faséaocorre no inicio do processo de

ensino de algum conteudo.

97 < 2 ' %& 1

Apo6s as quatro primeiras fases, deve ser feita avabacdo do aprendizado do aluno
por meio da interpretacdo de uma coleta de dado® tquantitativos, quanto
gualitativos. Esta fase representa uma forma dersgm controle, um retorno sobre o
que foi aprendido. Da analise de seus resultadpemtilem a preparacdo do ensino que

se segue e a insercao de ajustes para uma proplicecao do modelo.
Objetivos e Justificativa

Esta avaliacdo consiste em dar subsidios ao poofpasa que ele possa ter um

controle sobre o que foi ou ndo aprendido. Caseoselua que o ensino nao foi
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suficientemente eficaz, uma interpretacdo dos tansd pode indicar que mudancas
devem ser feitas tanto em uma proxima aplicacdsedééncia, quanto no decorrer do
ano letivo, no sentido de se assegurar um mellsatteglo.

Define-se, assim, um processo ciclico, dinamid¢oaesformador, cujos passos
sao realimentados por meio de uma analise criticarésultados, com o objetivo de

melhor adequar o ensino na busca de um aprendmakocompleto.

98 D

Se algumas leis constantes regem a distribuicacattr nos corpos sélidos,
quais sao as expressfes matematicas destas leis?
E por quais andlises pode se deduzir destas exjgesssolucdo completa das questdes principais?

Teoria Analitica do Calor: Discurso Preliminar.
J. Fourier (1822)

A histéria da humanidade é constituida, de cenmdo pela histéria da engenharia.
Camp (1993) lembra que a civilizagcdo, como a commes hoje, deve sua existéncia
aos engenheiros. Sdo pessoas que, durante séeymmderam a explorar as
propriedades da matéria e as fontes de energiaeaefibio da humanidade. Por meio
de um esforco racional e organizado com o objelyaisar o mundo material que nos
cerca, 0s engenheiros projetaram uma enorme gaedatide conforto e conveniéncias
que marcam a diferenca entre a vida atual e a soe@ncestrais ha milhares de anos.

Contudo, da antiguidade até o surgimento do métaddifico, nos séculos XVI
e XVII, as invencbes e a tecnologia avancaram certadentiddo (CAMP, 1993). A
estruturacdo do conhecimento por meio de invedigmgientificas, pelas quais se
acreditava ter um controle do mundo natural regido leis universais e imutaveis,
causou grande impacto no desenvolvimento das e€nej consequentemente, da
engenharia — atrelada as ciéncias em geral.

Embora, durante muito tempo, a engenharia tenha ag$ociada apenas a
atividades praticas, foi se tornando necessaria mmaiar énfase em um estilo mais
analitico que considerasse aspectos cientificemesspecial, a matematica como forma
de expressdo. Ja na década de 192®ickenden Repor{famoso estudo sobre
educacao para engenharia) (NAE, 2005) apontavaymasaformacdo menos pratica e

mais tedrica, com énfase em matemaética e ciéncia.
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Hoje, o relatério Educating the Engineer of 2020: Adapting Enginegrin
Education to the New CentufNAE, 2005) adverte que a base da educagdo em
engenharia deslocou-se para os fundamentos dai€&da Matematica.

Na verdade, em diversas ocasides da historia, pSigpa@e matematico e de
engenheiro se (con)fundem. Arquimedes (287-212,00t exemplo, € considerado o
maior mateméatico da antiguidade. Matematico ou rmgjeo? Sobre suas invencgdes,
verdadeiras “engenhocas”, considerava-as “divergp@ea se brincar de geometria”
(EDWARDS, 1979), as quais ele expunha por meio ddehos matematicos.

Com a crescente complexidade da tecnologia, os Io®gassam a exigir uma
representacdo por meio de uma matematica cada weex awancada. Observa-se,
também, em uma escala mais elevada, que os prmpdit matematica coincidem,
muitas vezes, com os das ciéncias ditas aplicad@sgexistindo quase fronteira entre
conhecimentos: inventa-se um objeto matematico poee servir de ferramenta
aplicavel a contextos especificos da engenharia,epemplo; por outro lado, ao se
descobrir uma ferramenta, ela pode dar origem a tocha teoria “puramente”
matematica, as vezes, ndo alcancavel pelas ciéapliaadas.

Esta inversédo de papéis pode ainda ocorrer emsdivéases da resolucéo de um
problema de engenharia no qual seja necesséricanama situacdo, modela-la em
uma linguagem matematica, encontrar pelo menos sohgdo matematica e, enfim,
converté-la para a realidade da Engenharia.

A evolucdo da profissdo do engenheiro conta, ptmrtamdo com um
empobrecimento de um ensino de matematica, mas wunenriquecimento deste
ensino a luz de teorias matematicas cada vez nvaiscadas (DUJET, 2008). A
insercdo neste ensino € marcada, na universidaties gisciplinas de matematica de
primeiro ano, em particular, pelo aprendizado dwsteridos do Calculo Diferencial e
Integral.

Neste sentido, este trabalho de tese foi constimddoo objetivo de fortalecer o
ensino dos conceitos de CDI para o estudante denbaga em geral, e, em patrticular,
para aquele do CGETI, considerando a necessidadgusicdo de uma linguagem
matematica mais completa, fundamental para a canpé® de outras ciéncias das
guais depende a engenharia; considerando a neassi® desenvolvimento de um
raciocinio l6gico-dedutivo para o bom desempentsiadprofissao; e, acima de tudo,

nada poderia ter sido feito, ou estaria apenaslammopdas idéias, sem a imersao do
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aluno de Engenharia de Teleinformatica, cujo pérfdqui considerado como modelo

para os demais cursos de engenharia da UFC.
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A intui¢do ndo pode nos dar o rigor, nem mesmoreeza.
Isto tem sido reconhecido cada vez mais.
Por exemplo: nds sabemos que existem funcdes sastifesprovidas de derivadas.

Nada é mais chocante para a intuicdo do que esipgsicdo que nos € imposta pela légica.

L’Intuition et la Logique en Mathématiques
H. Poincaré(1907)

Visava-se, inicialmente, nesta tese, abordar aperamceito de integral de maneira
mais abrangente, dando énfase ao processo deagdiege as idéias mateméaticas que
contribuiram para a sua formacdo, apoiando-se em limguagem rigorosa e nédo
apenas intuitiva.

A escolha desta no¢cao deveu-se ao fato de, poado) $er a integral um conceito
que participa da edificacdo de diversos camposndgndaria, como, eletricidade e
magnetismo, sinais e sistemas, circuitos elétrec@detronicos, mecéanica dos fluidos,
dentre outros; por outro lado, embasando-se em ymespectiva historico-
epistemoldgica, a integral pode ser vista como etmgerador do Calculo Diferencial
e Integral, a partir do qual se originam os conseite limite, continuidade e derivada.
Portanto, o0 seu ensino pode congregar 0 ensineslesaceitos.

Observa-se, contudo, que em todos os livros de €€Dé andlise citados nesta
pesquisa (ver secao 6.3), exceto o Apostol (19%7htegral é o ultimo conceito de
calculo a ser ensinado e que o0 seu aprendizadotegamente dependente do
aprendizado das demais nogdes. Seguindo esta @wulesala de aula, ficou evidente
gue, para se construir um ensino do conceito degriak que engendrasse no aluno
guestionamentos relacionados a sua fundamentacBndteca — 0S quais permitem
uma ruptura com certas leis constantes em sua ¢@onascolar — seria necessario
considerar o calculo, ndo como uma colcha de m@talmas como um organismo cujo
bom funcionamento depende de mudancas em toda asstuwdura. Para acontecer,
portanto, uma mudanca efetiva no ensino/aprendizimdgeonceito de integral, seria

imperioso mexer em todos 0s conceitos.
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Na verdade, nos trés anos em sala de aula de €& cumdamental no CGETI,
cobrancgas por um ensino mais rigoroso foram feiédas proprios alunos desde o inicio
do ano letivo. N&o seria adequado, porém, fazecunso de andlise (formal) para um
publico cujos conhecimentos prévios néo estavaipapaelos para acolhé-lo. Optou-se,
entdo, por se construir um modelo de ensino dedibIlfosse mais flexivel, no sentido
de se fazer, ao longo de todo o ano, relagbesdsgcsignificativas entre intuicdo e
rigor. Para isso, foram trazidas para a sala de aulistoria e a epistemologia, como
elementos norteadores deste intento.

A insercao em um ensino diferenciado foi feita condado. Realizando estudos,
experimentando, observando, analisando e consdigranncipalmente, a aceitacao do
aluno. As abordagens de ensino adotadas em 20@®m 202008 apresentaram
caracteristicas de uma evolucdo gradativa na dirdegduma melhor fundamentacéo
matematica e culminaram com a elaboracdo de umlmddesnsino para os conceitos-
chave de CDI.

O objetivo principal a ser alcangcado com a aplicadda modelo consiste na
organizacdo de um ensino dos conceitos de calautago, ndo apenas na intuicao,
mas também em uma fundamentacdo logico-matem#&Eitera-se que ele deve ser
alicercado sobre os conhecimentos pré-existentealdoos.

O modelo foi concebido a partir das experimentagéabzadas em sala de aula e
motivado pela cobranca dos alunos por uma explicpeia a presenca dos épsilons e
deltas, principalmente.

Ensinar, contudo, as linguagens intuitiva e forndal,forma isolada, como fazem
certos livros de calculo, levaria a um aprendizatcanico, na maioria das vezes
desestimulante, e ndo a um aprendizado que cospigas duas linguagens e
propiciasse ao estudante fazer associacfes sajnifis entre elas. Para tanto, seria
necessario descobrir caminhos matematicos quetedigassem. Nao em um nivel
qualquer de abstracédo, mas, de acordo com a @@ntia Teoria da Aprendizagem
Significativa, por meio de conteudos que fizessdntulos com 0s conhecimentos
prévios dos alunos.

Qual a melhor forma de alcancar este objetivo, s@mé&estigando os motivos e as
condi¢cdes que proporcionaram uma formalizacdo doseitos de CDI? Além disso,
como saber quais idéias matematicas deram origestadinguagem tdo complexa? A
abordagem histoérico-epistemolégica sugerida no foodemonstrou ser uma solugéao

eficaz para se encontrar respostas para estesonaesentos.
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Nas sequéncias de ensino do conceito de integrdue por se retomarem, em
sala de aula, alguns elos entre a versdo atua desteito e as suas origens historicas
mais antigas vinculadas a evolugdo do conceito ddida geométrica. Com isso,
constatou-se, na experimentacdo, que o0s alunogenain o caminho de seus
conhecimentos relacionados ao conceito de medidengfeica e aproveitaram para
corrigir algumas concepc¢des mal formuladas e joatifoutras que constavam em seus
conhecimentos como informacdes veridicas, sem lggeseubessem o porqué.

Um estudo histérico-epistemoldgico dos conceitos@leulo seria suficiente para
explicar para os alunos a presenca da linguagemafoiPara que, entdo, adotar um
ensino mais rigoroso? Baseando-se na hip6tese dadpajue considera que aprender
um conceito matematico refere-se a conseguir thababm ele em atividades nas quais
ele pode estar implicado tanto em seu aspectdedamenta (em um nivel de
aplicacdo), quanto debjeto (no nivel do rigor) do saber matematico, viu-se a
necessidade de incorporar certo rigor (consideramddvel de conhecimentos dos
alunos) ao ensino.

Por si s0, esta hipotese ja justificaria a adogiord ensino mais formal. Entretanto,
na propria sala de aula sentiu-se a falta de uniar fitetdamentacdo matematica para a
abordagem dos conceitos de CDI. Pois, foram regisy, em 2006, varios
guestionamentos dos alunos que nao foram devidamesotarecidos por falta de uma
linguagem matematica acessivel a eles.

Por este motivo, construiu-se um ensino, em 2088, iatuicdo e mais rigor, o0 que
resultou em um aproveitamento maior, pelos alud@sequéncia de ensino do conceito
de integral. Este resultado foi constatado pel® tge intervencdo dos alunos
relacionado a uma busca frequente por uma confamagatematica para as suas
davidas e pelo uso de uma linguagem mais formalseas producfes escritas. Na
verdade, este ensino causou uma sensivel mudargashaa dos alunos ao longo de
todo o ano comparado com 0s anos anteriores. Mesmensino de conteddos mais
técnicos, eles ndo aceitavam apenas uma explicAgige ensinar, por exemplo, a
técnica de integracéo por fragdes parciais, fansenalmente, uma decomposicéo da
funcao racional, a ser integrada, em uma somaagéds parciais mais simples. Todos
os livros de calculo citados nesta tese ensinamaape algoritmo para se proceder a
esta decomposicao. Os alunos exigiram que fossprovada a validade do algoritmo.

Outra mudanca que ocorreu no ensino deveu-seiaag@ de atividades por meio

de uma ferramenta computacional em um laboratéeicinformatica. A diferenca
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efetiva de comportamento do aluno entre os ano20@® e de 2006, quando da
introdugcéo do programa GeoGebra em uma sessdoqdénsta — passando de uma
postura passiva ao total comprometimento com dugio das atividades propostas —
induziu ao uso do programa GeoGebra no ano de Z0@&periéncia foi novamente
positiva. Todos os alunos presentes no laboratfeito em 2006 quanto em 2008,
realizaram atividades de investigagdo com o progyra®s quais foram enviadas para o
e-mail do professor.

Devido a estes bons resultados, para a fase daagid de atividades, sugeriu-se
que fosse incorporado ao modelo o uso de uma fem@ncomputacional adequada.
Esclarece-se que a referéncia feita a “bons remdtando esta associada a numero de
erros ou de acertos na resolucdo das atividades, anacomportamento ativo e
investigativo do aluno por meio do programa, o dqaatomprovado em sala de aula e
pelos arquivos enviados por e-mail. Portanto, gdoggor um programa foi também
decorrente do fato de o pesquisador estar imersane@mbiente de ensino.

Para se viabilizar o modelo e provocar uma mudawecansino, € imprescindivel
que o professor também passe por uma mudanca gedamento, tanto relativamente
a organizacao do seu ensino, quanto a sua praticcaka de aula. Neste ultimo caso, a
Sequéncia Fedathi se contrapbe ao modelo tradicioma qual o professor fala, ou
apenas escreve, e 0 aluno ouve e copia — proparedo gluno também seja ouvido, que
haja interacdo. Ouvindo os alunos, certas difidadados estudantes com os contetdos
vém a tona, dando pistas para que o professorae@syo ensino no sentido de levar o
aluno a superar tais dificuldades. O professormagsierdadeiramente uma postura de
educador.

Além disso, os quatro passos da sequéncia preteqderem uma abordagem por
meio de problemas, as solu¢cdes sejam construitkaslpsse, distinguindo-se da pratica
mais comum: propor o problema e resolvé-lo imediatate. Observa-se que ndo € tao
simples para o professor mudar de comportamentalaMde atitude em sala de aula
nNao se resume as quatro paredes, exige mais cordmgoi para dar maior seguranca no
momento de interagir com o aluno. Para adotar cefoaatjui proposto, o professor tem
que investir em um estudo mais consistente dosetoscde CDI, estendendo sua
leitura a livros de andlise, tanto de nivel basjaanto avancado, de teorias da medida,
de histéria/epistemologia, dentre tantos. Com iss@rofessor pode alcancar maior

flexibilidade de raciocinio, contribuindo para cgle consiga fazer melhores adaptacfes
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do contetdo ao nivel de conhecimentos dos aluanf) nos momentos de interacéo
quanto de apresentacéo.

Outra mudanca importante proposta no modelo eg@ddi ao momento da
apresentacao formal dos conteudos. Tradicionalmergesino se inicia pela descri¢ao
do objeto matematico a ensinar, relatando-se sudmigi® e enumerando suas
principais propriedades, considerando-o, desta dproomo elemento de um saber
matematico ja constituido — por outros, mas ndo pakino. No modelo, este momento,
denominado por Brousseau (1986) Idstitucionalizacdo acontece apenas no final.
Esta inversdo é bem caracteristica da atividademddica relativa ao processo de
formacdo de um conceito. Na verdade, uma analisgeepldgica mostra que 0s
problemas relacionados a fundamentacao tedricaag®es matematicas ndo ocorrem
em primeiro lugar. No célculo, em particular, sekusgdamentos sé foram estabelecidos
apos séculos de sua utilizagcdo (DAHAN-DALMEDICO EIFFER, 1986). Portanto, o
modelo sugere a construgdo do conceito em salallde @mecando por suas origens
até a sua forma atual, como objeto do saber mammBeseja-se seguir assim a ordem
natural de formacdo de um conceito matematico. Man¢o, a relacdo custersus
beneficio € favorecida no dominio do tempo ao serfaso dos recursos de informatica,
permitindo, desta forma, ser previsto cumprir oteddo programatico da disciplina
dentro do periodo letivo regular de sua realizacao.

Uma medida da aprendizagem do aluno por meio deagpb de uma avaliacéo
escrita ou pelo uso de um programa esta previstaauelo. Na verdade, a verificacdo
do ensino-aprendizagem do aluno como forma de aamohgp a sua evolucdo é um
processo presente em todas as suas etapas, sprekentado pelas observacdes das
interacOes dos alunos e andlise de atividadedasaon eletrénicas que sdo propostas.
Na aplicacdo da sequéncia de 2008, por exemplamalg intervencdes dos alunos
deixaram expostas as suas dificuldades em compreeardos conteudos e, até mesmo,
uma falta de flexibilidade no raciocinio matematadvindo, provavelmente, de sua
formacdo. P6de-se avaliar o aluno por meio destasifestacoes, as quais estavam
representando o estado de seus conhecimentos. £Somforam propostas situacdes
com o objetivo, ndo de rotular o aluno por meiaud® nota, mas de causar alteracdes
neste estado.

Finalmente, o modelo ndo € estatico, cada aplicdede ser analisada para que
sejam propostos ajustes e adequacOes, realimentandoproxima experimentacao.

Além disso, ndo se trata de um algoritmo perfeitameontrolavel, mas depende, de
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maneira fundamental, de um ambiente cujo bom funaciento esta sujeito a relacéo
professor/saber/aluno, considerada particularmeztelexa.

De qualquer maneira, constatou-se ser possivefariteneste ambiente de sala de
aula para se obterem melhores resultados na ret¢mgitwo-aprendizado-avaliacdo. Para
que este resultado ndo se constitua em uma ineigolada de um departamento, €
necessario, contudo, o compromisso dos professiwesjepartamentos de engenharia,

do Centro de Tecnologia e da prépria UFC.
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1)

Atividades no GeoGebra

Familiarizagdo com o programa GeoGebra:

d) Escolha um navegador e digiteww.geogebra.at

e) Cligue sobrelniciar GeoGebradepois sobr&eoGebra WebStart
selecionéAbrir comsobre a janelinha e clique @Dk

f) FUNCAO: Na nova janela, onde tentradadigite funcao[x”2, -3, 3]

e, no teclado, clique eantrar. O programa fara o grafico da funcéo
f(x)=x? no intervald-3,3]. Note que, no lado esquerdo da janela, abaixo
de Objetosdependentesaparece a férmula da fungédo que vocé digitou;

g) Para exercitar, repita o exercicio anterior pateagifuncées em outros
intervalos.

h) Somalnferior: Faca ografico def(x)=x* e depois calcule sismma
inferior no intervaldO0,3] para umaarticiocom6 subintervalosde
comprimentos iguais digitando demtradao comando:
SomasSuperior[x"2, 0, 3, 6]Note que abaixo d®bjetos dependentes
aparecera o paramei®g6.88que € exatamente igual a soma das areas
dos retangulos inscritos.

1) Repita o item e) para®omaSuperiore para outras funcdes em outros
intervalos.

Para entregar:

1. Para a funcaf(x) = x°+1:

a) Fazer o seu grafico no interval®4;
b) Calcular suas somas superiores e suas somas iefeno intervalo
[0,4], paraP,, em quen=4, 8, 16, 32, 64, 128, 1024dica 0 numero de
subintervalos da particdo. Em cada partigéo, censidssubintervalos
com comprimentos iguais
Escreva os resultados em forma de seqUémcp@mra as somas
inferiores €S, para as superiores;
Obs: UmaPARTICAO de um intervalda,b] pode ser considerada

como uma subdivisdo deste intervalo am subintervalos da forma

[at]E[t,t,]1E..E[t ,b].



c) Para a particaB,, identifique cad# e os pontos dos subintervalos nos
guais sédo calculadas as alturas dos retangulos;

d) Senddf(x) continua enja,b], entdo|jm S, e |ims, existem e séao

n® ¥ n® ¥
iguais. Qual interpretacdo geométrica vocé at@beste valor comum?
e) Determine um valor aproximaguara esse limite cuja diferenca entre

este valor e o valor real seja inferidd,a5
. 4 .
f) Encontre um valor aproximado paroaf (X)dx. Indique o erro entre o

valor real e o valor que vocé encontrou.

2. Agora consideréx) = ¥* — 9no intervalo 0,3 e:

a) Faca o seu grafico neste intervalo;

b) Calcule suas somas superiores e suas somas iagenotintervalo(,3],
paraP, em quen=4, 8, 16, 32, 64, 128, 102ddica o numero de
subintervalos da particdo. Em cada particdo, omtarizalos tém
comprimentos iguais

c) Porgue os retangulos & estéo no interior da regido e nao
“circunscrito$, como no caso anterior?

d) PorqueS, e s,sdo negativas?

e) Encontre um valor aproximado para a area da regiadestaque e para
3 . . .
. f (x)dx, considerando um erro inferior a 0,03.

f) Qual arelacdo entre a area desta regido e aaifzegr

3. Repita os exercicios 1 e 2 p&pg = sen(X)entre[- p,p] .

Comece conm=2 e expligue porque, para esta subdivisdo, a refpaixa
do eixo x néo foi preenchida por retangulos
4. Use o comando integral[f(x), a, b] para encontraalor exato da integral das

funcdes dos exercicios 1, 2 e 3.

5. Para a funcao de Dirichldd(x):
1 se x for racional

D(x) = .
0, se x for irracional

j) DetermineS, e s, no intervalo @, 3, paran=3, 6, 9, 16;
k) Qual a area do subconjun®={(x,y);0£EX£3 e O0£y£D(x ?)}



1)

3
[) Calcule D(x)dx.

0

Problema: :F'(x)dx

m) Considere uma funcdo: [a,b] ® R derivavel e tal que a sua derivada
F’'(x) sejacontinuaem [a,b;
Obs: Para ajuda-lo a visualizar, eshoce o grafieouoha funcéo
comokF.
n) Divida o intervalo &,b] emn subintervalos k_,,x ], ondexo=ae x,=
b;
0) Note queF(b)-F(a) = F(x1)-F(a)+F (X2)-F(x1)+....+F (b)-F(Xn-1), logo
FOMF@ = [F(X)- F(5.)
Obs: Em seu gréafico, cada termo dessa soma com@spo
geometricamente, a que?
p) ComoF tem derivada emglb], use oTVM em cada subintervalo i para
reescrever cada parcela do somatério acima (us8vbem um intervalo
e depois generalize);
Obs: Fazendd,x=x - X, e Dy=y, -y, =F(x)- F(x_,), note
que, pelo TVM, D,y = F'(c).D,x. Observe, em um grafico hipotético e
0 que representB y =F'(c).D.x.
q) Agora, use a continuidade Be para relacionaf(b)-F(a)coms, e$,
relativas &’;
r Sabendo que toda fungéo continua é integraveb teserema do

. b
confronto para determinar o valor d&'(x)dx.
a
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d) Intuitivamente, percebe-se que Jj;;S, € Jim S, €Xistem e sdo iguais. Qual

n—rw n—»wo
C
interpretagdo geométrica vocé atribuiria a esse valor comum? A ARER ABALre vh rukwn
. kL b El .
e) Vocé consegue encontrar o valor exato desse limite? Caso contrdrio, |5 5006,335
determine um valor aproximado para esse limite cuja diferenga entre este

valor e o valor real seja inferior a 0,01;

f) Encontre um valor aproximado para _Ef(x)dx. Indique o erro entre o

i 2€5  pppo 0,01
valor real e o valor que vocé encontrou. 25,3355 K

2. Repita os itens do exercicio anterior para f(x) = x? = 9 no intervalo [0,3]. Além
disso, responda:
a) Porque os retangulos de S, estdo no interior da regido e ndo circunscritos, ) )
€OMo no caso anterior? %KQJF © GRAFICO LESTR FUMTpo S APlIxo 20 ¢ xo X
b) Qual a area aproximada da regido em destaque? &
c) Porque S, e s, sdo negativas? PD\"B €s7RS apfixo 90 E(xo X
d) OQual a relagio entre a drea e a integral? lcort 70 dpesn 0
3. Repita os exercicios | e 2 para f{x) = sin(x) entre [-pi, pi].
e Comece com n=2 e explique porque, para esta subdivisdo, a regido abaixo do
eixo x ndo foi preenchida por retdngulos.

4. Use o comando integral[f(x), a, b] para encontrar o valor exato da integral das

fungdes dos exercicios 1,2 e 3. j B ﬂ
2- %3
b--1%

5. Para a fun¢do de Dirichlet, D(x):
D(x) = 1, se x for racional e
D(x) = 0, se x for irracional
a) Determine S, e s,, no intervalo [0, 3], para n=3, 6, 9, 107; S :?) 5\, O

b) Quala f D(x)dx }' f’e"’ ({QV,‘ #,(//m by

st v b 100
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Exercicios de Calculo Fundamental
04/08/08

Serao recebidos no dia 13/08/08

Na aula de hoje, vocé teve que reformular algunmeomento antigo seu?
Qual(is)?

Reconte a histdria da origem do conceito de intelgaseando-se apenas no que

vocé apreendeu desta aula.

Deduza a area do circulo de raio 1, aplicando odeéta exaustdo (explorado
nesta aula) e algumas propriedades do limite qoé &prendeu no semestre

passado.

. Se a area do quadrado de lado 1 fosse padronipattaigual a 2, qual seria a

area do quadrado de lado n? E do triangulo?

Encontre um processo pelo qual vocé consiga detarmaim valor aproximado
(com um erro qualquer dado) para a area da reigitadia pelo grafico da

curvay = -X°+4, pelos eixox ey, e pela reta=1.
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Proposta preliminar de reforma das disciplinas de rateméatica do primeiro
e segundo anos do curso de graduacdo em Engenhat&Teleinformatica
Antonio Caminha, Natalia Barroso e Jodo Cesar Mota

Universidade Federal do Ceara

E indiscutivel a importancia da Matematica par@wsos de Engenharia, tanto para o
desenvolvimento do raciocinio l6gico-dedutivo dtudante quanto para a compreensao
e o desenvolvimento de novas tecnologias.

Em geral, para se resolver um problema de engenbBanecessario analisa-lo,
modela-lo em um contexto matematico, encontrar peloos uma solucdo matematica
e, enfim, converté-lo para a realidade da Engeah&stes passos, apresentados de
maneira bastante sucinta, indicam que néo se ot ia Engenharia da Matematica.
Esta idéia é reforcada no Relatérifducating the Engineer of 2020: Adapting
Engineering Education to the New Cenfinao alertar que, devido & crescente
complexidade dos problemas de engenharia, a baseddeacdo em engenharia
deslocou-se para os fundamentos da Ciéncia e danM#ta. Ao mesmo tempo,
defende que € importante introduzir atividadesmgerharia logo cedo na experiéncia
do graduando por intermédio dos cursos basicosatervatica e de Ciéncias.

O que foi dito acima parece 6ébvio, porém, o ensiedlatematica pura para as
engenharias no Brasil vem se tornando, na prata@a vez menos Util, ao ponto de
alunos e, pior, até professores, defenderem queat@nhhtica, que hoje € ensinada
apenas como uma ferramenta (o que é questionaydo de vista do aprendizado), é
uma pedra indesejavel no caminho do engenheir@ueoconcerne principalmente a
abordagem abstrata.

Uma nocdo do quadro atual das disciplinas de Maiteandos cursos de
Engenharia pode ser vista em Cabral e Balfif®egundo estes autores, no Brasil, a
reforma universitaria adotada em 1969, seguindadeto norte americano vigente de

compartimentalizacdo do conhecimento em departamestadémicos, retardou em

* Livro lancado em 2005 e elaborado p&ommittee on the Engineering of 2020, Committee on
Engineering Education, National Academy of Engimaer

16 Cabral, T. e Baldino, R.: O Ensino de Matematicaten Curso de Engenharia de Sistemas Digitais.
In; Disciplinas Matematicas em Cursos SuperioresfleRGes, Relatos, Propostas. Edipucrs, Porto
Alegre, 2004.



muito a identidade profissional do engenheiro, pmscursos de engenharia foram
divididos em ciclo basico e ciclo profissional, emm formato imiscivel. Como
consequéncia, os alunos seguem, em geral, umlzisico comum e ndo conseguem
vislumbrar e nem perceber a importancia da Mateadtara o seu curso. A0 mesmo
tempo, os matematicos voltaram suas atencfes pararsos de bacharelado e de poés-
graduacdo, e as disciplinas que tinham que miniséia outras areas, foram atribuidas,
em geral, aos professores iniciantes ou de men@eriércia junto aos seus
departamentos. Muitos destes professores néo t&igugm visdo sobre como as
disciplinas de matematica que ministram refleterasseonteidos no elenco das
disciplinas profissionais da Engenharia.

Embora, hoje, haja um nimero grande de docentestitdatdo do mais alto
grau, o professor de matematica continua chegarsddaade aula sem ter refletido ou
sido informado ou estudado sobre a necessidadelesd®bramentos da disciplina que
leciona para a formacgé&o do futuro engenheiro.

Refletindo sobre o estado atual das disciplinasvidéematica nos cursos de
engenharia da UFC, o Departamento de Engenharigeti@nformatica (DETI) tem
buscado solu¢gbes que contribuam, em especial, ypaeaformacdo mais densa dos
alunos no Curso de Graduagdo em Engenharia denfioeheatica (CGETI) no que diz
respeito as disciplinas de Matemética. Contemplahdetdos, métodos e avaliacdes,
tem-se por objetivo uma melhor insercdo dos cowieidatematicos no contexto do
curso de graduacdo em Engenharia de TeleinformatiGavés da integracao conceitual
e pratica da matematica no desenvolvimento inted¢et da habilitacdo profissional do
engenheiro.

Ja tendo iniciado o CGETI, em 2004, com uma pr@posgsada nas disciplinas
de matematica, diferenciada dos demais cursos dduacdo em Engenharia, e
buscando sempre fazer ajustes que favorecam d@oetmgsino/aprendizagem/avaliagao
(EAA), apresenta-se, neste texto, uma propostautianta relativa aos conteudos e a
carga horaria das disciplinas de Matematica enasatbs dois primeiros anos de
graduacéo do curriculo de 2004, na perspectivaalearar a relacdo EAA.

Esta proposta surgiu de discussfes e de expesémabzadas ao longo destes
quatro primeiros anos de existéncia do CGETI, &rpde observacdes de sala de aula,
de analises de perfil de seus alunos, de analsesodtelidos matematicos frente a

conteudos de Engenharia de Teleinformatica, der&qmeas nacionais e internacionais,



e da visdo de diferentes professores de Matematida Engenharia preocupados e

comprometidos com a melhoria da relagdo EAA.

I. Problematica atual:

a) A analise do perfil dos estudantes nos indica fas faltamaturidade l6gico-
argumentativa. No primeiro ano, eles chegam a sala de aula derivéica
esperando aprender novas formulas para aplicar refriemas algoritmicos.
Quando surpreendidos por questbes sem respostdasprgue necessitam de
analise, argumentacdo, deducdo, codificadas peleenmtica para inferir
veiculos e instrumentos para medi¢cdes, muitos snvéonfrontados com
dificuldades aparentemente insuperaveis e, poregomse, perdem a motivagao
pela Matematica, chegando por vezes ao extremeslaténcia do curso, sendo
um dos motivos, portanto, da evasao;

b) A crescente participacdo de estudantes de gradutgc@ngenharia da UFC, e
em particular do CGETI, epprojetos de cooperacéo entre o Brasil e a Franca
aponta para a necessidade de um nivelamento desnestsidantes no sentido de
melhor adequa-los ao contexto internacional. Pemgto, na Franca, os alunos
de ciéncias exatas e de engenharia estudam Céldaetencial e Integral (CDI)
no Ensino Médio, enquanto no Brasil, sdo pouquissias escolas de ensino
médio que tém algumas salas especiais onde apeatdesnde CDI sdo
ensinadas;

c) A carga horéaria de sala de aula em disciplinas exclivas para Matematica
ministradas exclusivamente para o CGETI em seus gdmeiros anos é
demasiadgequena(quatro horas por semana no primeiro ano e trésshoor
semana no segundo ano, ou seja, um total de 224 lder aulas). Conteudos
complementares de Matematica séo introduzidos ewiptinas profissionais
gerais de Engenharia sem que sejam tratados copto®hmatematicos em
disciplinas especificas de matematica. Com iss@ontexto da Engenharia em
geral, tais conteudos sdo postos na forma de ewsimopouca exploracdo da
argumentacdo astuta do rigor matematico (fatorlspresficia a capacidade de
sintese e de investigacdo das hipdteses e dotgademilda matemética). No
entanto, o volume de conteldo da matematica é euem pouco tempo para
realizar com sucesso a maturacdo do estudante eexercicios sem

acompanhamento instrucional, levando forcosamentalumado a tentar



interpretar e aprender individualmente em toda & extensdo aspectos tais
como: conceituacdo, andlise, argumentacdo indetidedutiva, modelagem e
obtencdo de resultados analitico/numérico. A ligditaa qual se vé implicado
diante do insucesso iminente daquelas tarefasleanado a interessar-se mais
pelo uso mecéanico ritualistico de seus resultadiosifando deveras seu
desenvolvimento intelectual, e, por conseguintas quabilidades no manuseio

instrumental da matemaética.

[I. Justificativa para a necessidade de reforma

O contetudo que se deseja idealmente ensinar, spgotiva de melhorar a
relacdo EAA, € excessivamente extenso para a dawg@ia atual. Apenas como
referéncia, tal conteddo € essencialmente aquel@ @oberto usualmente nas seguintes
disciplinas oferecidas pelo Departamento de Matemaas quais totalizam 800 horas,
assim divididos:

- Matematica Discreta: seis horas por semana (@fahoras)

- Geometria Analitica: quatro horas por semanal(té4 horas)

- Algebra Linear | e II: quatro horas por semandacgotal: 128 horas)

- Célculos I, I, lll e IV: seis horas por semaraala (total: 384 horas)

- Equacdes Diferenciais Ordinarias: quatro horasspmana (total: 64 horas)

- Funcdes de uma Variavel Complexa: quatro horasgmana (total: 64 horas)

Simples aritmética permite entdo concluir que o sgi@sta exigindo da média
dos estudantes do CGETI é uma competéncia de apagech cerca de 3,5 vezes
superior aquela demonstrada pela média corresptdies estudantes do curso de
Bacharelado em Matematica, mesmo considerando queles tém em meédia um
melhor desempenho que os Ultimos nos certamesuksts da UFC. Agrava-se a
situacao pelo fato de que a habilidade diferencexdgida ndo se refere somente a
velocidade de apreensdo de conhecimentos novos, tamkém a capacidade,
autodidatamente, de identificar conteddos hoje wabertos nas disciplinas de
matematica do CGETI, mas imprescindiveis a um dedamento I6gico suave da
Matematica superior elementar (e.g., 0 que é usrgbmcoberto em um curso de
Matematica Discreta), suprindo suas auséncias.



[ll. Objetivos da reforma:

a)

b)

d)

Fornecer ao estudante médio de graduacdo do CGEdIsdlida formagdo em
Matematica, que preencha os pré-requisitos netess estudo sistematico e
aprofundado das teorias de eletromagnetismo, taguelétricos, sinais e
sistemas, transmissao de sinais, controle e cgdigos

Antecipar para o primeiro ano o0 ensino de algumdefmos matematicos que
sdo aplicados em disciplinas especificas da Engentia Teleinformatica ao
longo do seu segundo ano;

Dar subsidios aos melhores estudantes de gradpag@om engajamento suave
em programas de mobilidade nacional e internacidasl como o Programa de
dupla diplomacéo com a Franca;

Incluir na carga horaria das disciplinas de matemaiuas horas de estudo
dirigido semanais, com acompanhamento de insteufmesenca obrigatdria do

alunado.

IV. Proposta de reforma:

Quanto aos créditos, didatica e pedagogia:

Mudanca de duas para trés disciplinas de Matem&é@slo duas no primeiro
ano e uma no segundo ano;

As disciplinas do primeiro ano seriam: Calculo Fameéntal, com cinco horas
semanais (sendo uma hora para estudo dirigida)treducdo a Algebra, com
quatro horas semanais (com duas horas quinzenas gsudo dirigido).
Fazendo um total de nove créditos no primeiro ano;

A disciplina do segundo ano, Matematica Aplicadessaria de trés para cinco
horas semanais (com uma hora para estudo dirigido);

As horas para estudos dirigidos serdo organizatdaduas horas/quinzena para
disciplinas que tém previsto uma hora semanal;

O objetivo do estudo dirigido é permitir que o @siinte tenha acompanhamento
do instrutor para a realizacao de teste do seuecimiento adquirido em sala de
aula e/ou estudo autdbnomo e orientado;

Os elementos de teste de conhecimento e aprend&zagoem realizados em

estudos dirigidos, serdo harmonizados as aulasded podem ser de natureza



simbdlica, analitica e/ou numérica, através deoésies tedricos, praticos e/ou
experimentais, disponiveis ao alunado com anteceén
As atividades a serem desenvolvidas poderao ska@das com ou sem nota;
Os estudos dirigidos serdo conduzidos por insggtou programas tutoriais de
informatica, em sala apropriada, com frequénciaigabiria do alunado, e
supervisionado pelos professores responsaveisistaglias;
Os instrutores poderéo ser estudantes bolsistaslontéarios selecionados entre
aqueles de cursos de graduacédo e pos-gradstg@o sensuqualificados para
0 exercicio da atividade;
Os instrutores nao resolvem os problemas quandmadi@ pelo aluno, tendo
apenas o papel de facilitador para o encaminhanoenteto da compreenséao do
problema e de suas solucdes

Quanto ao conteudo de:

Célculo Fundamental para Engenharia:
Ementa: calculo diferencial e integral para uma vari&esll: célculo de area e
de volume de elementos geométricos com simetriapducdo as equacdes
diferenciais ordinarias; sequéncias e séries dedks) funcbes vetoriais e
geometria analitica vetorial, aspectos matematmoscalculo e do método
numeérico; aplicacdes em engenharia.

Livros-texto: Calculo, Volumes | e Il, Tom M. Apostol.

Introducédo a Algebra para Engenharia:
Ementa: introducdo a ldgica, conjuntos, funcdes, indugdosequéncias,
introducéo a divisibilidade, introducéo a teoria dpupos, anéis de polinbmios,
algebra linear, aplicacdes em engenharia.
Livros-texto: Matematica Discreta, E. Scheinermann, e Algebinedr,

Hoffman-Kunze.

Matematica Aplicada em Engenharia:
Ementa calculo integral e diferencial para funcdes dasnte uma variavel
real; calculo vetorial;, teoria geral das equacOéferehciais ordinarias;

introducéo as equacOes diferenciais parciais: métlmdsolucao por separacéo



de variaveis em coordenadas cartesianas, esf@icdéndricas; introducdo a
estatistica matematica; fungdes de uma varidvepta.
Livros-texto: Célculo, Apostol, Vol. Il e Calculo de uma VamvComplexa,

Marcio Soares.
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